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LOT NHA XUAT BAN

B¢ sdch Bai tdp va loi gidi Vit Iy gom bay cuon:

Co hoc

Co hoc Luong tir

Quang hoc

Nhiét dong luc hoc & Vit ly thong ké

Dién tir hoc

Vat Iy Nguyén tir, Hat nhdn_va Cdc hat co ban

Var Iy chdt rin, Thuyét twong d6i & Cdc vdn dé lién quan

NS AR W~

Dady la tuyén tdp gom 2550 bai tap dugc lua chon ki luong fir 3100
dé thi vao dai hoc va thi tuyén nghién ctru sinh chuyén nganh vit Iy cia
7 tricomg dai hoc noi tiéng o My (Pai hoc California ¢ Berkeley, Dai hoc
Columbia, Dai hoc Chicago Vién Cong nghé Massachusetts (MIT), Dai
hoc Bang New York ¢ Buffalo, Dai hoc Princeton, Dai hoc Wiscosin).
Trong s6 ndy con cé cac dé thi trong chmmg trinh CUSPEA va cde dé
thi do nha vdt Iy doat gidi Nobel nguoi My goc Trung Quéc C. C Ting
(CCT) soan dé tuyén chon sinh vién Trung Quoc di du hoc ¢ Hoa K.
Nhu'ng dé thi nay dirge xuat ban kém theo 10i gidi cua hon 70 nha vt Iy
6 uy tin cua Trung Quée va 20 nha vit Iy noi tiéng Iaem tra, hi¢u dinh.

Tdt cd cdc cudn sdch trén da dwpce 14i ban, rieng cuon Dzen fie hoc da
duwoc tdi ban 6 lan.

Diém ding luu y vé bg sach nay la n6 bao qudt digc moi van dé
cua vat ly hoc, ti co dién dén hién dai. Bén canh nhitng bai tdp don gian
nham khdc sdu nhitng khdi niém co ban cua Vit Iy hoc, khong cdn
nhiing cong cu todn hoc phiec tap cung giai duoc, bé sach con co nhtmg
bai tdp kho va hay, doi hoi phai c6 kién thirc va tie duy vdt ly sdu sdc voi
cac phuong phdp va ki thudt toan hoc phu'c tap hon mdéi giai dwgc. Co
thé néi ddy 1a mot tai liéu bo sung vo gid cho sdch gido khoa va gido
trinh dai hoc nganh vdt Iy, phuc vu mgt pham vi doi tupng rdt rong, tic
cde gido vién vdt Iy pho thong, giang vién cac tm'o'ng dai hoc cho dén
hoc sinh cdac lop chuyén ly, sinh vién khoa vt Iy va sinh vién cdc lop tai
ndng cua cdc trieong dai hoc khoa hoc tw nhién, dac bi¢t la cho nhimg ai
muén du hoc ¢ My.

Nha xudt bdn Gido duc Viét Nam tran trong gidi thig¢u bg sdch toi
doc gia.

NHA XUAT BAN GIAO DUC VIET NAM

it



LOINOI DAU

Lam bai tdp la mot viéc tdt yéu va quan frong trong qua trinh hoc
Vat Iy nham cing ¢6 Iy thuyét da hoc va trau déi ki ndng thuc hanh. Trong
cuén Co hoc cé 410 bai tdp va loi gidi: co hoc Newton (272 bai), co hoc
gidi tich (84 bai), thuyét tuwong d6i hep (54 bai). Hdu hét cdc bai chon
dwa vio cudn sdch nay déu phu hop voi chuong trinh vat ly bdc dai hoc
va sau dai hoc cua chuyén nganh Co hoc. Ngodi ra, mot 56 két qua nghién
ctru gdn ddy ciing dwpc dua vao cuén sdch ndy, nhdm gitp nguoi hpc
khéng chi ndm bdt Iy thuyét co ban ma con c6 thé vin dung kién thirc co
ban mot cach sdng tao vao viéc hoc tdp va nghién ciru.
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Co hoc Newton
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1. PONG HOC CHAT BIfM (1001-1108)

1001

Mot nguol co trong lerng w d\mg trén thang may cling co trong lugng w.
Thang maéy chay 1én véi gia toc « va é mét thoi diém c6 van tbe V.

(a) Trong lugng biéu kién cla ngudi dé 1 bao nhiéu?

(b) Ngudi tréo bac thang trén thang may vén toc tuong dbi 1a v so véi
thang may. Hai the dd tiéu hao ning ludng (cong suit)?
(Wisconsin)
Loi giai:

(a) ‘Trong luong biéu kién ctia nguoi 14

w 1
i"—w+—a—w<1+(~) .
g g

g 1a gia téc trong trudng.

(b) Toc dé tiéu ton ning lugng

Fu = w (l + —) (V +v).

9

1002

Tim diém trén mit dat sao cho khi quan sat tram quy dao khéng gian tuén

ludn & trén dinh diu? Mé ta quy dao tram quan sat hoan hao nhét ¢ thé?
(Wisconsin)
Lai giai:

Ngudi quan sat phai diing 8 xich dao. Quy dao tram khéng gian la vong
tron 16n trong mit phang xich dao c6 tdm & tAm trai dic. Ban kinh cia quy
dao c6 thé tinh dugc khi sit dung chu ki quay 1a 24 gid ! nhu sau: Cho ban
kinh quy dao 1a R ban kinh qua dicla R,.

Ta co
mu? GAm

R R

"1)61 voi tinh toan chinh xac hon, ta phai 1iy chu ki quay la 23 gid 56 phuc 4 gidy.



2 Bai tdp & 101 gidi Cd hoc

3 day o la tbe dd clia tram khong gian, G 13 hing sb phd bién, m va AT tudng
ung 13 khoi lugng cua tram va trai dat, tr dd

2 GM
5
Vi
GMm
g =
ta co
GM = R3g .
Bai vay
'(12 = E@
: "

Chuyén déng quay vdi van the v khéng déi, chu ki quay 13

T 21rR.
v
B4i vay
iR _ Rey
T? R
va
272\ 3
R:(R0T29> = 4,2 x 10 km .
4r
1003

3 cong vién ¢6 mot tro choi 13 mét dia quay. Mot em bé ¢6 thé ngdi 1én nd

3 mot vi tri ¢6 ban kinh nao do ¢hinh 1.1). Khi dia bit dau quay, em bé co thé

nga néu khéng di lue ma sat. Em bé nang 50 kg va hé sé ma sat 13 0,4. Toc dod

géc 1a 2 rad/s. Tim bén kinh cuc dai ma 6 d6 em bé c6 thé ngdi ma khong bi
nga?

(Wisconsin)

L3i giai:
Diéu kién t6i han em bé c6 thé ngi 13

mRw? = ping .
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Vay
jtq (b4 =W K

it :
. 02

- 0Usm.

Vi lue ly tam 1 1€ vai ban kinh, nén d6 la ban kinh cuc dai ma em bé khong bi
nga.

g: 98 mss?

.7 - —

Fr
D,

Hinh 1.1

1004
Trén mét rong roc co treo mot vat 8 mot dau nang 9 kg va d dAu kia vat
niang 7 kg (hinh 1.2). Xac dinh gia toc va hue ciang day?
(Wisconsin }
LGi giai:
Bo qua momen quan tinh clia rong roc, ta nhan duge phuong trinh chuyén
dong

L — gy — 8

vil

ok = Fo-mag .

Luc cdng day va gia toc 1an luot 1a

L Bz a0

iy b ot

va

Aty mily 2y
my 4o 16
1.225 m/s* .
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Hinh 1.2

1005

MGt vién gach trfot voi van téc ban déu 1a 5 fi/s trén mat phan nghiéng
c6 goc nghiéng 1a 30° voi phudng nam ngang. Hé s6 ma sat (trugt hay tinh) 1a
jo= 3712, Sau 0,5 s, han gach trugt duge bao xa ké tir diém ban dau? Cho

g - 32 fifs0,
{Wisconsin )

Hinh 1.3

Lai giai:
Chon hé tpa dé Descartes nhu hinh vé 1.3. Vi & > 0, nén phuong trinh
chuyén dong cha vién gach 13

mr — —mgsin@ - pmgceosd

wr do

L e

g

I = —gsinf  peosf) = =
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Thai gian chuyén dong cta vién gach 13
(= % = 5/(59/8) = 0,25 s
va d6 dich chuyén cha vién gach 1a
1., 5
= doty + it = O ft.
X Toly + 2.1: 1 8

Vit > 1, i < 0 nén phuong trinh chuyén déng trd thanh
m¥ = - mgsinf + pmgcos6
hay
39
-
bo dich chuyén trong khoang thoi gian titt; = 0,25 s dén t,=0,5sla
R 1 3g 1 3
A=ty R 6 8

Khoang cach ma vién gach dich chuyén so véi diém ban diu tai ¢t = 0.5s 1a

I= g(sind — pcosd) = --

S =x + Ar=5/8-3/8 = 0,25 ft.

1006

M6t ngudi ning 80 kg nhay tlf d§ cao 1 m xubng dudi mit ddt ma quén
gap dau gbi. Than ngudi anh ta chi cham din tir khoang céch 1 cm. Hay tinh
luc 16ng tac dung 1én chin anh ta trong qua trinh cham dén.

(Wisconsin)
L3i giai:

Ngudi c6 ¢o nang F; = mg(h + s) ngay trudc khi tiép dit. Céng anh ta
san ra khi cham dan 1a E, — [s, 3 diy f la luc tdng tac dung 1én chéan. Khi
El S l‘;—_), ta Cé : :

80 x 1

h _
+mg = (K—O-i— + 80) g = 8080¢g N.

1007

Vat ¢6 khéi luong A/ truot khong ma sat trén dudng truct nhu hinh 1.4,
Phin dudng trudt ¢ ban kinh cong la R. Vit bit dau trudt it dé cao A. Tai
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mét dd cao nao dé, vat bit ddu trust ra khéi dusng trugt (khéng tiép xic voi
dudng truct). Hay chi ra, tai ddu trén duong truct xay ra hién tugng do va dé
cao h it nhat bang bao nhiéu?

{Wisconsin )

Iinh 1.4

Lo giai:

Trude diém wbn cia duding truot A, phan luc phap ruyén tac dung 1én vit
v la

. mo? .
i = T + mgsind .
o [d van toe clia vat. Sau diém uodn
N e ~ mgsind .
fl

trong do sin ¢ 2"}—'{, hay (1 = 30°.

Vat roi khoi duéng wruot (khong tiép xuc voi dudng trugt) khi ¥ < 0. Diéu do
chi xay ra d phan thit hai cta duang trud khi va chi khi

HH-‘J - d
“ - L] SN P
T v
Vi bao toan cd ndng

1 :
mylh (R - Bsinf)] - gmﬂ"

Khi d6 dor hon
h- R+ Rsing > -‘r-?-‘“’;ﬂ .
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hay

Rsm@
> _ R
h>1R 5

Diém sdm nhat ma vét rdi khoi dudng truot 13 tai diém A § dé 0 = 30°. Vi vay

d6 cao h it nhét phai 1a *-"

1008

Xét st quay clia mét hanh tinh nio dé. VAn toc tai mot diém trén xich dao
ciia n6 13 V. Anh hudng ciia sut quay 1am cho g & xich dao chi bing 1/2 ¢ &
cuc. VAy van téc thoat khoi hanh tinh déi voi mét vt & cuc phai bing bao
nhiéu lan V?

(Wisconsin)

Loi giai:
bat g va ¢’ wuong Ung 13 gia tbc trong truong 8 cuc va 8 xich dao va xét vat
¢6 khéi luong 7n trén bé mat hanh tinh ¢6 khdi luong AL, Tai cuc

GMm

mg = TR
cho ta

GM = gR? .
Tai xich dao, ta ¢

mV?*  GAMm mg mg
B e - g = Mg - o =
R R? g =mg -yt =y

Vivay g = 2V2/R.

Néu ta xét thé ning trong trudng & vo cung tinh tir bé mat hanh tinh thi
vit thé sé ¢b thé ning

dr = —-

_/R_Gjum GCMm
. T2 R

Luu y rang ddu 4m ditng trudc trong luc 13 tinh dén su hitt ctia né. VAt ¢é ning
lugng toan phan ¢ cuc la
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Ae o2 . g . TR TSY . « . A 2 y oy 2 2.
DGi vai nd, dé thoat khoi hanh tinh ndng ludng toan phan cua né it nhat phai
bang ning lugng cuc tiéu cia vat thé 8 vo cing, ¢6 nghia 1a bang 0. Vi vy van
téc thoat v khoi hanh tinh phai sao cho

1, GCM

§mvl Rm_ = 0.
hay

. 26 M p
/UZ = —1{ - = QQR — 4‘/72 '
c6 nghia la
= 2V .
1009

Mét vt nhé khéi lugng m nim & ria ctia mét céi dia phing nim ngang
ban kinh R, hé so ma sat tinh gitra vat va dia 1a u. Dia quay xung quanh truc
ctia nd vdi van tée goc sao cho vat vang ra khoi dia va roi xuong dét tir d cao
h mét. Tim quang dudng nam ngang ma vat di dudc khi bt dau vang ra khéi
dia cho 181 diém trudce khl rdi xuong san,

(Wisconsin )
Loi giai:

Luc ma sat finh cuc dai gitta dia va vt la f = prng. Khi vt nho roi khoi
dia, van tbc ngang v dugce cho bdi biéu thite
mo?

R

- umg .

Nhtr vay
v=uRy.

Thoi gian can dé vat roi tit do cao h

Vi viy quang dudng ngang ma vit di duge khi ving ra trude khi bt dau roi
xuong san 12 bang
vt = \/2uRh .



Co hoc Newton k.

1010

Mét hon bi 13n xudng theo ciu thang theo cach la roi titng bac mét & cing
mot vi tri 8 urng bic va niy 1én cung mét dé cao (hinh 1.5). Chiéu cao cua
n‘Ing bac nhu nhau vé cho biet hf: s6 hoi phuc 1a e. Hay tim van toc ngdng can
thiét va chiéu cao nay lén (hé so héi phue duoe dinh nghia la ¢ = —vp /v, O
day vy va v, tuong ung la vén tbe ditng ngay truéce va sau khi nay).

{(Wisconsin )

Hinh 1.5

Loi giai:
Sir dung vecta don vi i, j nhu chi ra @ hinh 1.5 va van tbe ngang cia vién
bi l& v,. VAn toe ngay trudc va sau ndy tudng ng la

v o= upd - )

va
vy = el A ooy
Khi cac diéu kién 6 méi budc gilt nhy nhau thi v, 17 va vy 1 hing s6. Dinh

ludt bao toan cd nang

1 5, 1 .
—ma} = im.:é + mgl

2
cho ta

1:" = I‘f + 29l .
Nhu da dinh nghia ¢, ta co

vy = =€l
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nhu d trén cho 1a

(]

o

=
i

Thoi gian doi hoi cho mbi bude nay la
p Mz 4

Y Up
tr do

yl gl fgll e
My s e — — ==
"Te—e - V2146
d6 chinh la vin toc ngang can thiét. Chiéu cao nay H duge cho bdi biéu thic
bitn dai oo nang

T”T’Iz
5 = mgH o,
Vi vay,
'i'ji _e? 290 Pl

29 291 -2 1 -¢2

H -

B

1011

Gia thift bé mat khéng ma sat va bo qua quan tinh cha con lan va day
(hinh 1.6). Hay tim lyc ngang cin thiét dé ngan &n bat ki chuyén déng wong
dbi nao ciia my, ey va M.

(Wisconsin )

my

ma

. ™ T ryrrry

Hinh 1.6
Loi gidi:
Liue f1, £ va mg duge chi ra d hinh 1.7. Gia toc clia m . mu va M 1a nhu

nhau khi chiing khéng chuyén déng ruong déi véi nhau, Phuong trinh chu yén
déng doc theo truc r la

(M 4oy o my)f=F

myF = f
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Khi khéng c6 chuyén dong tuong ddi clia m, doc theo truc y thi
fi=mag.
Két hop cac phuong trinh lai véi nhau, ta nhin duge

m_g[kf + my + ma)g

F:
my
¥
fy
m
1 f‘
Or/r.-'.rl; i A i i P x
Hinh 1.7
1012

Mat troi cach tam cla ngan ha khoang 25.000 nidm anh sang va chuyén
déng gan nhu tron voi chu ki la 170.000.000 ndm, Trai dét cach mit troi 8
phut anh sang. T cac sb liéu dé, hiy tim khéi ludng hip dan gin diing clia
ngan ha theo don vi khéi lugng mét trdsi. Ta thira nhin ring wong luc trén mit
tréi cé thé tinh gan ding bing viéc thita nhén toan bo khoi Iuong ctia ngan ha
tap trung 6 tam cha no.

{Wisconsin )
Loi giai:
Chuyén déng cta trai dit xung quanh mit troi

me? Gmmy

r 7
. > . “ ‘. ke A o e . “ £ s 15 .
r la khoang cach ur trai dat dén mait troi, v la van toc cha trai dat, m va m;
+ - koo a2 * £ " " [
tuong ung la khoi lugng cta wrai dat va mat troi.
Chuyén déng ctia mat troi quanh tdm ngan ha la

mgV? B GmgM
£ RZ

18TALG CO HOC
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N\ k) 14 A} ~ N, s ”n LY Ay \ A x k] - L A
R 1a khoang cach tir mit troi dén tAm ngan ha, V la van tdc cia mat troi va
M 1a khoi lugng cda ngan ha.

Vay
RV? R /V\?
M= LY I .
{ G - (v) My

St dung biéu thitc V = 2xR/T, v = 2nr/t, T va t tuong (g la chu ki quay
cha mit troi va trai dat, ta cé

e (8 (3

Véi céc sb liéu da cho ta nhan duge

M =1,53 x 10"m, .

1013

Mot van déng vién Olempic, khéi lugng m, nhay ciu tit d6 cao 10 m vdi
van téc ban diu bing khéng.

(a) Tinh van tbe Vg khi cham vio mit nude va thoi gian o lic nhay dén
khi cham mit nudc.

Gia thiét ring Ivtc ndi cha nuéc cin bing véi trong luc tac dung 1én ngudi
nhay va hte nhét tac dung 18n ngudi nhay 1a bv?.

(b) Xac 14p phuong trinh chuyén déng thing ding trong nudc ctia ngudi
nhay. Tim vén té¢ V nhtr 13 ham cla dd sau z dudi nude va dic diéu kién bién
AV =V,6r=0.

(c) Néu b/m = 0.4 m~1, tinh d6 sdu 4 d6 V = V,/10.

(d) Tim dé siu (chiéu thing ditng) z(t) cha ngudi nhdy & dudi nudc theo
thdi gian 8 dudi nudc.

(Wisconsin)
Loi giai:
(@)
Vo= 2k = /2x 0.8 x 10 = 14 m/s .

Thdi gian tif Mic nhay dén khi cham mit nudc 13

Vo 14
t=—=—x=1 .
p 9.8 ,43 s
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(b) Khi trong ludng ctia ngudi nhay can bing véi luc ndi thi phuong trrinh
chuyén déng cua ngudi nhay trong nudc la

2

mi = —bi?
hay, st dung r — rdz/dr,
dr b
2 e
J n

(c) Khi V = V,/10, thi

In 10
1\—%111107%175\76111.

(d) Khi do/dt - Vye n*,
br
en dr —= Vodl .
Tich phén, v6i » = 0 tai / = 0, ta nhan duge
m

Slemt —1) = Vpt,

t
r — m In (] + bVo—-) .
b m

1014

hay

Suc can cta khéng khi va ma sat tac dung lén ngudi di xe dap mét luc
F — aV, V 13 van the clia ngudi va o = 4 niuton-s/m. V8i ¢ ging cuc dai,
ngudi di xe dap c6 thé sdn ra mét cong la 600 W. Hiy tinh tbc dé cuc dai trén
mat dat khéng c6 gio.

(Wisconsin )

Lai giai: _

Khi dat dudc tbe do cuc dai, luc dap can bing vdi sitc can. Cho F la luc
dap, khi do

F=aV va FV =600 W .
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Kht F, ta co -
v? = — — 150 m%/s?
i)

va toe dé cuc dai trén mat dat khong gi6 1a

v=1580 - 12,2 m/s .

1015

MGt con 1ic ¢é khbi lugng rn va chiéu dai ! chuyén ddng ti trang thai nghi
nim ngang. Mét cai dinh duge déng & vi tri phia dudi chbét mdt khodng cach
d, 1am cho qua niang m chuyén déng theo dudng dit nét, Hay tim khoang
cach d theo / sao cho qua ning sé chuyén déng mot vong tron nhu chi ra trén
hinh 1.8,

(Wisconsin)
i !
\\ /. d \\
\ { t \
N !
\ﬁ. A 7
- ‘h:'_-_ — -
Hinh 1.8

L3i giai:

Xem qua ning m nhu mét chat diém. O thoi diém con lac cham vuéng vao
dinh, m c6 van téc v — /2. Xung lugng goc clia quad ndng Ung vai d:em a
dé c6 dinh duge bao toin trong sudt qua trinh va cham. Sau clo van tde qua
nang van 13 » & khoang cach sau khi va cham va chuyén déng clia qua ning Ja
xung quanh dinh, Duéi nhiing diéu kién t6i han, qua ning phai ¢huyén dong
mot vong hoan chinh quanh dinh, trong luc bang luc hudng tim khi qué ning
& trén dinh vong tron. Goi vin téc ctia qua ning ¢ khodng cach dé 1a v, ta c6

52
muwy

= mg,

—

=

hay
vi = (- d)g.
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Phudng wrinh nang lugng sé la

o2 i
131_2%1+%m“_ﬂ‘

hay
29l = (1 — d)g + 4(l — d)g
Khoang cach cue tiéu 1a
3l

id=—.

1016

Qua ning khéi hrong 1 chuyén déng tron trén mat phing "mém" nim
ngang vai van toc 2 véi ban kinh Ry. Qua ning dudc gin véi mot doan day
ludn qua mét 16 “nhin” trong mat phang nhu duge chi ra & hinh 1.9 ("nhin"
¢6 nghia la khéng ma sat).

(a) Tim luc cdng day?

(b) Tim xung lugng poc caa m?

(¢) Tim déng ndng cua m?

(d) Luc cang dian tang déu va cudi cing qua nang m chuyén déng theo
vong tron ban kinh 17, /2, Tim gia tri cudi cung cda déng ning?

(e) Gigi thich mot diéu quan trong 1a tai sao déy bi kéo tir tir?

[(Wisconsin )
Yo
Ca

| — -

Hinh 1.9
Loi giai:

(a) Luc cing day phai dam bdo [uc hudng tam du [6n d€ co chuyén ddng
tron, vi vay £ = muj/ Ry.
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(b) Xung lugng goc cha qua nang m la J = muy Ry,

(c) DOng nang cha m 1a T — mud /2.

(d) Ban kinh chuyén déng tron clia qua ning m giam khi luc cing day
giam dan. Xung luong goc cha qua ning m bao toan vi nd chuyén déng dudi
tac dung cia luc hudng tam. Nhy vay

mug Ry = muy (iﬂ) )

hay

v = 2'L’(| .

- - L 2 ) hl
Péng ndng cudi cung la
h 2
mu;  m(2ug)

I‘]:— 2—:. 5 —Emﬂg

() Ly do 1am cho day bi kéo dan din 1a van téc hudng tam cla qua ning
cin phai giit dii nhd sao cho van tbe clia qua ning duoc xem nhu vén tdc tiép
tuyén. VAn tdc tiép tuyén nhu 1a ham cda R cé thé tinh todn dude tif su bao
toan xung luong goc.

1017

Mot 6 t6 5000 1b dang chay ¢ 60 mph (ddm/gid) trén dudng thi dét nhién
can 56 dugc dua vé s6 0 (xe chay theo quén tinh). Toc dé gidm theo biéu thirc

sau
60

e (%]
¢ 1a thoi gian tinh bang gidy. Hay tim cong sut cin dé lai xe chay d 30 mph
tén cung dudng do.

St dung cac hing s6 ¢ = 22 mph/s, 1 H.P (strc ngua) — 550 ft.lb/s, 60 mph =
88 fu/s.

mph .

(Wisconsin )
Loi giai:
Cho V4 = 60 mph, khi do
t_W_,
60 V
Vi thé
v _ v
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va lue can c dung 1én xe 13 £ = mV2/(60V;), m 1a khoi lugng xe, Luc ddy
phai bing luc can +7 d toe ¢ V' — 30 mph dé giir toc d6 trén cling con dudng.
Céng suat cAn thiét la

S mph® lb.
pt=pty =" gysppaain O
r GOV S
3
) 7
_ 37500 mph _]b wt 37500 bl
q S 22
37500 88 fr.lbwt
22 B0 s
ft.1b
— 9500 "2 _ 45 H.P

Luu y pao trong lugng (Ib wt) 14 don vi luc va 1 1b wt = g ft.lb/s?. Cong suat
tinh bang sifc ngua duoc xac dinh bang 550 ft.lb wt/s.

1018

Mot em bé c6 khbi luong m ngdi trong cai xich du khdi lugng bo qua durge
treo bing mét soi day chiéu dai /. Gia thiét kich thuéc em bé bd qua so véi
chiéu dai I, B6 em bé kéo em bé dén khi sgi ddy tao véi phuong thing ditng
mot gée 1 radian. Sau d6 day vdi luc F = mg doc theo cung trén cho di khi
soi day thang ditng va ngimg du, Xac dinh thdi gian ma bd em be da ddy cai
du? Gia thiét co thé viét gin dung sin @ ~ # v6i A < 1.

(Wisconsin )

Hinh 1.10
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Ldi giai:
Theo hinh 1.10, phuong trinh chuyén déng ctia em bé 13
mlh = —mg — mgsin b ,

hay
)sinozilff (0>0).

V8i w? = g/, sinf =~ ¢, biéu thitc trén trd thanh

8+ (

~|Q

6+ w0 = —w? .

Nghiém cia phuong trinh 1a § = A cos(wt) + Bsin(wt) — 1, 6 day hing sé A va
B duge tim tir diéu kiénban ddu 6 =1, =08t =013 A = 2, B = 0. Vi vdy

0 =2cos(wt) — 1.

Khi 8 = 0,
cos(wty) = -,
cho
p oo T
wl_gv
nghia la
=t 1
T o3 3V

D6 13 quang thoi gian ma bd em bé dy cai du.

1019

Mbt hat khédi lugng m chiu hai luc: lue huéng tim f; va luc ma sat f,, véi

r
f = -
1 r f(r)!
fo=—Av (A> 0) ,
& day v 12 van téc hat, Néu ban dAu hat 6 xung luong goc Jo & r = 0, hdy tim

xung lugng gdc theo thoi gian.
(Wisconsin)
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Loi giai:
Viét ra phuong trinh chuyén déng ciia hat theo toa d¢ cuc
m(¥ — r8%) = f(r) = M,
m(276 + ré) = —\ré,

hay
1 d(mr20 :
Ld(mr™0) _ 4
r dt
Diat J = mr26, ta viét bi€u thite cubi cung nhu sau
dJ _ —-\J
dt ~ m

Tich phan va st dung xung lugng goc ban diu Jo, ta nhén dugc

J= Joe_%t .

1020

(a) Mét vt thé cAu quay véi van tde géc w. Néu luc ngin can su ra ving ly
tdm cda vat thé 1a trong luc thi mat d6 cuc ti€u vat thé phai biang bao nhiéu?
Stt dung s6 liéu d6 danh gia mat d6 clia punxa Con Cua, né quay 30 1an trong
mét gidy (do 1a tan du chia sao siéu mdi ndm 1054 sau cdng nguyén, no da
dugc quan sat rat ki ¢ Trung Quoc!)

(b) Néu khéi luong ctia punxa cd khéi luong 1 mit troi (~ 2 x 10% kg hay
~ 3 x 10°M . 4, ), hdy tinh ban kinh cyc dai cha punxa.

(¢) Thue té mat d6 gin vi mét dd vat chér hat nhan. Vay ban kinh punxa
la bao nhiéu?

(CUSPEA)
Lai giai:

(a) Xét trudng hop gidi han punxa Con Cua gan phén ra. Khi dé luc hudng
tdm tac dung lén vat thir ndm & xich dao ctia punxa Con Cua nho hon trong
JU(

2
mv® s _ GmAf
T = mKw < RQ y
hay
2
Moo
R~ @G
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m va M lan lugt 12 khéi lugng vat thir vé cua punxa Con Cua, R la ban kinh
punxa, v 13 thc 46 vat thi, G 13 hing sb hap dan Tir d6 ta tinh dugc méat do
cuc tiéu clia punxa la

M 3w? - 3(2r x 30)°
irR¥ T 4rG 4m x 6,7 x 10-U

p= ~ 1,3 x 10" kg/m? .

(b) Vi SA/I > pmlm

! 1
M 3 6 % 1039 3 .
(47[pmm) (47[ X 1,3 X 1014) '5 X m 50 km

(c) Mat db hat nhan dugc cho bdi bidu thite sau
~ _p
Phat nhan ~ W s

mp 1a khoi hugng proton va gin dding bing khéi lugng my cha nguyén u
hydro, né dugc tinh nhu sau

2 x 1073
2 x 6,02 x 108

my & my = =1,7x10"%" kg .
Voi
Ro~1,5%x107%m ,

ta nhan dugc
Phat nhan =~ 1,2 X 10" kg/m3

£ = Phat nhan, Punxa sé c6 ban kinh la

n 6x 10°0 \3 L
~(47rx1‘2x10”) ~ 17km

1021

Hai vong khong trong lugng trugt trén mat day tron, nhin, tron ma tryc
nim trong mit phang niam ngang. M6t ddy tron x6 qua cac vong va mang cac
vat nang & hai dau va & diém giita cic vong. Néu cé can biing khi cic vong &
diém 30° cich diém cao nhit cia dudng tron nhu duge chi ra & hinh 1.11, hiy
tim quan hé gitta ba trong vat dé.
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Hinh 1.11

(UC, Berkeley )
Loi giai:

Gia thiét ddy khong trong luong. Khi khéng c6 ma sat, luc cang 7" tac dung
1én cac phan diy AC va AF cha diy la nhu nhau. Dé vong A nim yén trong
vong nhin, hop luc tac dung ]en no phal doc theo AQ, O la tam cua vong kin,
mit khac sé co thanh phan tiép tuyén vdi vong. Vi thé

£OAE = LOAC = £ AOFE = 30° .

VGi phan A1) va BE clng Iy luan nhu thé. Do déi xing, diém E, ¢ d6 day
mang trong vat thir ba phai ndm trén ban kinh HO, H 1a diém cao nhat cla
vong, va luc tac dung 1én phan B0 va BE ciingla T.

Xét diém £, Mot trong ba lue 1ac dung 1én no, & trang thdi can bing, tao
goc 120° voi hue bén canh. Vi hai Iuc c6 gia tri 1a T, lyc thir ba cung la 7', Vi
vay ba trong vat ma diy mang la biang nhau.

1022

Hay tinh ti s6 mat dé cia trai dét va mat troi tir cac s lidu gin ding sau:
# = duong kinh géc ciia mat tréi khi quan st tif trai dat = 3.
| = chifu dai ctia vi dé 1° trén bé mit trai dit = 100 km.
t = moétndm = 3 x 107 s
g =10 ms 2.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

Dt r 1a khoang cach gifta mat troi va trai dat, M, va M, 14n luot 12 khéi
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lugng va R, va R, 12 ban kinh cta trai dAt va mat troi, G 13 hing s6 hip din.
Khi d6 ta c6

GM.M,

— 5 = lﬂeer .
T
My _12m T g
r 2360 360 '
c6 nghia la
720R,
T = ~ .
m™
T trén ta ¢cé
GMs
(720R,/m)3 ~ ©

hay
GM, _ (720\*( 2r \?
R\ 3x107)

Vdi trong vt m trén mat dat

GmM,
~_1'Zé =mg,
cho ta
GM. g _ g o gr
R} R, (369100} 18 % 10°
Vi thé » )
pe 97 (720 2T ) T_331.
ps 18 x 103\ x 3 % 107
1023

Mot ngudi nhay di tir dd cao 3000 m. Trude khi md du tde db dat 30 m/s.

(a) Gia thiét luc can ctia khong khi t 1é voi téc dé, hdi bao lau thi ngudi
dé6 dat dugc tde do d6?

(b) Quing dudng trén khong 14 bao nhiéu dé dat dudc tbe dé dé?
Sau khi mé d, tbc dd cha ngudi a6 gidm dén 3 m/s. Khi cham dét ngudi do
cong dau gbi d€ giam séc.

(¢) Mt bao nhiéu thai gian dé ngudi dé cé thé gap dau gbi lai nhim lam
giam gia tbe xubng con 10g? Gia thiét ring diu gbi ngusi dé gibng nhu mot
16 xo véi luc khang i 1é vai 46 dich chuyén.
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(d) Gia thiét 1r e evia khéng khi 1 18 véi the d6 c6 1y hay khéng? Chitng
minh rang diéu d6 c6 hay khéng trong trudng hop stt dung cac ching cit dinh
tinh?

(UC, Berkeley)
Loi giai:
(a) Chon hudng nhay xubng la huéng duong theo truc z. Tich phan
phuong trinh vi phan clia chuyén déng

-— =g -ov,

at

8 day « 14 hing s6, ta nhén dugce
g ~at
= — 1 _— -f .
v="(l-e™)

. 3. \ > Y A ’e o7 . - » 4 A .
Lol giai nay chi ra rang v gan vdi gia tri cyc dai cia no, s6 hang g/a, khi
t — oo.

(b) Tich phén biéu thirc trén ta c6

t e—at
x=g—+92
(4 4 a}

Nhu vay £ — oo khi t — oo. Diéu dé c6 nghia ring khi ngudi nhay du dat dén
tbc dd gidi han thi ngudi dé da vuot qua mét khoang cach vé han.
() Khi tbc d6 chi 12 3 m/s, thi ta ¢6 thé bé qua trd lyc coa khdng khi sau

khi nguoi dé tiép dat véi tbe dd nay. Bién déi co ning cho ta biéu thirc sau

ke? mu?

o Mt
3 day ¢ 13 khoang cich ciia diu gbi gap xudng va v 13 tbe d6 khi tiép dit, xem
dAu gbi nhu mdt 10 xo ¢4 hing sb k. Ly gia tde 14 —10g nhu 14 cuc dai cho
phép, ta co

mg — ké = —10mg .,
nghia la

€ =11mg/k .

Phuong trinh ning leong khi dé c6 thé viét
2 32

=Y = —0,102m .
€= g5 " gxog O102m
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(d) Ta thay ring néu trd luc khéng khi ti 1& véi van tde thi thdi gian dat
dén gia tri vin tdc i han 13 oo va khoang cach dich chuyén dugc ciing 13 oo.
Tuy nhién, khodng cach da vugt qua thuc té khéng qua 3000 m va thdi gian
roi 12 ¢6 han trude khi ngudi nhdy du dat dén tbe d6 30 m/s. Vi thé, viée thira
nhan rd luc khong khi t 18 v6i vén tde 1a khong c6 1y,

1024

Mot vé tinh trén quy dao tinh 8 mét diém phia trén xich dao phai truyén
ning lugng vé tram mat dat bang chum vi soéng két hop ¢6 budc séng mét tir
mot cai guong 1 km.

(a) Quy dao tinh nhu thé phai & do cao bao nhiéu?

(b) That danh gia kich thudce can thiét cia tram tiép nhin ¢ mat dér?

(Columbia)

L&i giai:

(a) VAn tbc goc w ctia vé tinh ddng bo 1 bling van tbe goc ty quay cla trdi
dit va cho bdi cong thic

Gﬂlm
(R+h)?~

m(R + hyw? =

T d6 d6 cao cua quy dao tinh la

Coy
o

1
h= ((ig)a—R:S.SQxlo“km ,

trong dé G = 6,67x 10~ Nm?kg ™%, M = 5,98x10%* kg , R = 6,37%10* km .
(b) Vi ¢6 hién tugng nhiéu xa nén kich thudc tuyén tinh ctia tram tiép nhan
la khoang

Ah 3,59 x 104 4
) lx( 1~——)-3,59x10m

1025

Mot mit phing nghleng khdi lugng A nim trén mit san nham 6 hé sb
ma sat tinh ;. Mot vat khéi luong m; dude treo bdi mot soi day vit qua mot
rong roc nhin & dau phia trén mat phang nghiéng va nbi voi var khébi lugng
n, trén mit phing nghiéng, né cé thé truot khong ma sit trén mit phing
nghiéng. Mt phang nghiéng tao v4i mit nim ngang mot goc 6.
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(a) Tim gia tbc cia my, my va hic cing day khi 4 rat 16n.

(b) Tim hé s&6 ma sat nho nhit dé mat phang nghiéng con ditng yén,
(Columbia)

Lai giai:
(a) Khi ;¢ dl l6n mdt phing nghiéng con ding yén. Phudng trinh chuyén
dong cua iy va iy l1a (xem hinh 1.12)
g — 1 = mya .

T —meysintt — maa .

r
2
Q\L r mit phdng nhin
my M
g
mat san nham
Hinh 1,12 Hinh 1.13

Ta co

[y = mpsm g
d - my + His o
_omyma(1 + sinf)y

iy + Ty
(b) Mat phang nghiéng chiu luc thang difng va nfim ngang (xem hinh 1.13)
vai
- Teosf — Nysind .
N=Nycosll + Mg+ 1(1+snd).
N1 — magrost .

Dé mat phang nghiéng dirng yén, ta phai co

I < uN .
1é sb ma sat nho nhéit dé mat phing nghiéng con ding yén la
)
fonn — N

mpcos @y Ty sinf)

M(my +ma) + mgma(l +sin@)? 4+ (my + ma)mycos?f
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1026

M5t hat khéi lugng in dugce chuyén ddng trén bé mit bén trong khong ma
sat cua mdt cai non co ban gaéc o, nhu hinh 1.14.

(a) Hay tim nhiing riang budc trén cac didu kién ban diu sao cho hat
chuyén déng vong tron xung quanh truc thang ding.

(b) Hay xac dinh quy dao nio 1a bén virng?
(Princeton )

— g T
), /

my

Hinh 1.14 Hinh 1.15
Loi giai:
(a) Trong toa dé cau (r, 8, ), phuong trinh chuyén dong cia hat 1a

m(r — r0* T'-.,.'J? sin? Byi= B (1)
_m(rf + 278 — r? sind cos d)=Fy .
m{r@sind + 27 psin + 2riscos ) — Fig i

Khi hat bat budc phai chuyén déng trén mit trong clia non,
# = constant = « .
Khid 0, F, — - ugcosa, va phuong trinh (1) trd thanh
m(l - 1p* sin* @) = —mgcosa , (2)

g déy ! 1a khoang cach tir chop non O (xem hinh 1.15). Dé chuyén déng tron
xung quanh truc thang ditng { = { = 0. Vai I = I, phuong trinh (2) trd thanh

lo?sina = geos o . (3)
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Vé- phéi ctia phuong trinh (3) la hing sé do dd ;> — constant = ;3. Hat 6 van

to¢ ug uep ruyen vai quv dao duge cho bdi vy = gy sina. Phuong winh (3)
khi do 1a

vy = ylocos o

do 1a didu kién ban dau vy va (o can phai thod man.

(b) Gia thiét ¢é nhiéu loan nhd tac dung 1én hat, ching han [y trd thanh
Ly + Al g tro thanh 3y + Az Phuong trinh (2) bay gid la

.:1 (o + Al . 1
Iil——-—J (g~ AL (zo + Ag)isinta - — g Cos o
hay
Al — 2y 5pA s sin® o — .—i'.l.,':ﬁ sinfa — lpotsinta geosa
d day Al 14 viét tat dbi véi d?(Al)/dt%, bo qua sb hang bac cao hon bic méc
cha dai lugng Al va A Khi vé phéi cda biéu thie nay bd qua khi tinh phuong
trinh (3) ta co
Al - 2UnpdAgsit o — AlGEsin’o =0, (4)

Khong 6 luc tidp tuyen voi quy dao tac dung lén hat, do dé khéng cé momen

x0an theo truc thang dirng va xung lugng goc cha hat xung quanh truc 1a hang
i
50

milvsing = mi%asin® o — constant — k.

hay
2. k

nLsinT oy

Khi thay ! = Iy + Al & = 2y + A vao phudng trinh (5) va bd qua s6 hang
bac hai hay cao hon, ta co

oA + 200 = 0. (6)
Khi A - khoi cac phuong trinh (4) va (6), ta nhan duge
Al L (35 sin*a)Al =0, -

Khi thira sb trong ngodc 1a thue va duong thi dé 12 phuong trinh clia "dao déng
tir diéu hoa don gidn” va vi viy quy dao la bén.

1027

Ba chit diém cé khéi luong my,m. va my tuong tac vdi nhau thong qua
trong luc.

METALG COHOC
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—_— - = —— —_— —

L]
(a) Hay viét phuong trinh chuyén déng.
(b) Hé co thé quay trong mat phing clia nd voi n:ac khoang, cach bang nhau

va khong déi cua cac cap khéi lugng. Hay xac dinh tan sd goc ctia chuyén déng
quay khi cac chét diém cach xa nhau mét khoang cach 1a d.

(c) V61 my 3 s vd my 3 my, hdy xac dinh diéu kién bén clia Chuyén
dong ctia my xung quanh vi tri ditng. Chi xét chuyén déng trong mat phing
quy daa,

(MIT )

Lai giai:

Liy tim khoi clia hé 13 € lam goc toa dd va dat cic vecto vi tri cda
My, ey, 3 Wong ing 1a ry.re, r3 nhu chira ¢ hinh 1.16. Ghi nhén:

ry =1y —r; (2. =1,2,3).

my

m3
LL]
Hinh 1.16

(a) Chuyén déng cta hat thi : duge cho bdi

3
} Gm,m;
m,i, = — E e

T Ty
[T

hay
3. Gm
o ) L
r, = E A T = 1.2:3) . (1)
j#F Y

Cht ¥ rdng ddu am chi ra Iyc 1a luc hi,
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(b) V&i diéu kién da cho r,, = d, biéu thitc (1) dugc viét lai nhu sau
3

.. GO~
o Lmj(rj -1,

SRal
oo .
3 3
G
- 5 — Z myr; + Zm]r]
| J# J#
G
=B Z myr, —Myr, + ZerJ
J#1
G [ 3 3
= B —riZmJ -f-ijrJ
L 7=1 1=1
GM
AT

& day M = m, + my + mg3. Chi y riing viéc chon khbi tim nhu 1a gbe toa do
1am cho ¥~ m;r; bi khif bo. Nhut vay luc tac dung lén cic chit diém hudng vé
tam khéi ctia hé va 13 luc diéu hoa. Vi d 13 hing sb, hé quay quanh C vdi tin
sb goc .
GM
dB

(c) V8i my <« my va my < ny, phudng trinh chuyén déng caa my va my

¢6 thé dugc viét nhu sau

w ==

G(m1 + ﬂlz)

.I:,':—Tr, '
G{m
- Glmimg) o,
T12

Véi khoang cach giita m; va my khéng déi, hé quay quanh khéi tdm véi tin sb
géc khong d8i
G(m1 + mz)
——.

Ti2
St dung hé toa d6 quay voi goc la khéi tAm ciia hé va tn sé goc 13 w va dat
cac dai lugng r. ¥ quy chiéu vé hé toa dé quay dd. Xét chuyén dong ctia hat
mg trong hé phong thi nghiém, ta cé
. Gmgm, Gmamsy )
m3(F3 — wrs) = ————7r31 — —3 32 — 2M3w X I3,

a1 32
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hay
. Gmy Gmy
ry = ——x—T3 — ——J—I";z +UJ ry — 2w X rg .
31 32

Néu my tinh thi, ¥3 = ¥5 = 0 va bidu thic trén thanh

G Cm
Tm(l‘l )+§'(1‘2—ra)+w ra=0.
731 raz

7 - N R ” IN Ky
Voi my, my 3> ma, Y mjr; = 0 cho ta myr; = —mgr, va biéu thitc trén thanh

my mo my
—G($-+ 3>l‘q+G<——— 3)1' +qu:0
r 7" s
31 32 31 32

Quan hé nay ch1 ra rang rz song song v6iry va nhu vay vi trl tinh cia m3 niam
trén dudng ndi m; va my. Tai vi tri nay, luc hiit ctia m; va m, can bang.

Bay gid ta xét su dich chuyén nhd dit vio mg tai vi tri tinh nay. Néu su
dich chuyén doc theo duong nbi m va mo, ta ndi né hudng vé m,, thi su hut
bdi m; duge ting cuong va sy hit bdi my bi gidm di. Khi d6 m3 sé lién tuc
chuyén téi 7y va sy can bing bi pha va. Mt khéc, néu sy dich chuyén vudng
géc voi dudng nbi my va my, ca hai luc hﬁt bdi m, va m, sé c6 thanh phan
hudng téi vi tri tinh va sé gilt cho my trd vé vi tri nay. Nhu vay hé can bang Wi
vay sit can bing 1a bén vitng trude nhiéu loan ngang nhung khéng bén trude
nhiéu loan doc.

1028

Mot qua cdu nhin ndm trén mit phing ngang. Mot chét diém trugt khéng
ma sat tit trén qua cAu xudng bat ddu tir dinh. Dt R 1a ban kinh cAu. Hiy mé
td quing dudng né trugt tai mit phiang ngang (hinh 1.17).

(Chicago)

Hinh 1,17
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Loi giai:
Nhu chi ra trén hinh 1.17 dinh luét bao toan nang lugng cho

1 .
§mv2 = mgR(] ~ cos§) .
Luc xuyén tim tic dung 1én hat khi trudt trén qua ciu la

2
F= s — —— .
mg cos 7

Khi F = 0, hat khéng con tiép xic vdi qua ciu nita va hat r3i khdi qua ciu.
Tai thoi diém dé6 ta cé

v
— = gcosé
R g

N

v? = 29R(1 — cos §) ,

va cho ta

cosh = —, hay 8 = 48 2° |

o= 2R
3

Hat rai khéi qua ciu vdi van téc v = /2gR/3 tai goc § = 48,2°. Sau khi rdi

qua cu, hat roi xuéng theo quy dao parabon cho tdi khi cham mit phing nim
ngang.

W N

1029
Dién tich diém trong trudng don cuc tir.

Phuong trinh chuyén déng cta dién tich diém.e, khdi lugng m, trong
trudng don cuc cudng dé g tai goc 1a

. rxr
mr = —ge

-3
Don cuc cé thé xem nhu ning vo cing.
(a) Chitng minh ring déng ning T = m¥2/2 1a hing sb clia chuyén ddng.

(b) Ching minh rdng J = L + egr/r cling 14 hing sb cfia chuyén déng, &
diy L — mr x r.
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(c) S& dung phan (b) d€ ching minh ring dién tich diém chuyén déng
trén bé mat hinh nén tron thang géc mé ¢ cho bdi
€g
cosf = —

J|
véi J nhu la truc débi xttng (xem hinh 1.18) [Ggi y: Xétr - J.]

rx) R

Hinh 1.18
Dinh nghia bién sé mai R bai

1. .
sin{J X (rxJ) = sin &

r—J-J),

4 day J = J/|J|. R nim trong mit vubng géc vai J, nhung véi |R| = R = |r|
dé R c6 thé nhan dugc bing cach quay r nhu chi ra trén hinh vé. Ta cé thé si
dung biéu thite mR x R = J.

(d) Tim phuong trinh chuyén déng coa R.

(e) Giai phuong trinh chuyén déng phan (d) bing cach tim thé hiéu dung
Vegi( R), v3 md ta tat ca kha ning chuyén dong cb thé cia R.

(MIT)
Lai giai:
(a) %*—“ %(%mf’z> =mr - r=r- (_gel‘:%r) —0.
Vi thé T 12 hing s6 cia chuyén déng :
- d A egr
(b) J—E(mrxr+_r__)
:mrxi‘+mi-xf+ﬂ+(_g)2
. i, -
= mr ¥+ [ﬂ”._ _Q_LJ]
r 73
r x (fr X r) r % (f x 1)

= —ge 3 + ge 3 =0.
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Vi thé J 12 hing sb ctia chuyén dong. Luu y ring & trén ta di st dung

d 1

s a(r-r)i
F-

r

]

rx(rxr)=r(r-r)—r(r-r).

It

(c) Dat £ 1a goc gilta r va J va xét
r-J=r|Jjcosé =r- (mrxi‘—k%) = egr .
T
Khi
ey
cos€ = m = constant ,
dién tich diém chuyén dong trén mit phing hinh nén tron thing géc mé €.
(d) Khi J va ¢ 13 hang sb ctia chuyén déng, ta c6, khi sit dung

L . FXr
rxXr=—, L:J—eg: mr = —ge—s—,
m T T
mR = - x (f x 3)
sin €
= ! X [—eq (J —eg—) X J]
sin§ mr
1 . 2'2 .
= — Jx{——gp/‘rx.]]
sin§ mr
22
= -“9R.
mr

D6 14 phuong trinh chuyén dong ciia R.
(e) Dat ¢ 1a géc gilta R va truc cb dinh trong mat phing cia R va r x J.
Phuong trinh trén c6 thé dugc viét nhu sau

2.2
BeRoY) =59 1
m( ) ol (1)
m(R@ + 2pR) = 0. (2)

Phuong trinh (2) c6 thé viét nhu sau

A : d
m(R*$ + 2RRp) = Z]E(mR?go) =0.
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Vi thé
mR% = constant .

R x R = Rig x (Rig + Rpi,)
= R2¢iﬂ X iw .
mR%p = |mR x R| = J .

Phuong trinh (1) khi d6 c6 thé dugc viét nhy sau

o e2g? J? d
=Y C vy (R), 3
mA mile3 1 mR3 dR eff (F) 3)
vGi
_ 1 2 _ 22
Vet (R) = QmRQ(J e*g°)
_ e?g? 1 ]
~ 2mR? \ cos? ¢
2.2

€7g 2
5 € = —=,
2mR? §¢ Ie?

khi d6 K = e?g%tg%¢/2m. St dung R = RdR/dR = dR?/2dR, phuong
trinh (3) c6 thé duge tich phan dé ¢

1 ., K

& day E 1a hing s6. Khi do ta ¢6
: 2
dR _R _ mR z(E_ﬁ),
dyp K% J m

Khi tich phan ta nhin duge

E E_ . .\ V2mK
+ (tg ‘\[ER‘Z ~1-tg7"\/ =R} —1) = Y (0 — ¢0)

K°° J
= (y — wo)sing ,

né cho quy dao cha dinh ctia R. Lvu y ring néu J > eg thi chuyén déng la
khong bi han ché voi bat ki trang thai ban dau nao, va néu J < eg chuyén
dong bi han ché khi £ < 0 va khong bi han ché khi E > 0.
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1030

“Pari va Luin I)Em duoc ndi voi nhau bfing dudng him thang (xem
hinh 1.19). Mét con tau chay gum hai thanh pho chi bang trong luc cha rai
dat, Hay tinh toc do cue dai clia tdu va thdi glan cén thiét cho hanh trinh Luan
Dén - Pari. Khoang cach giita hai thanh phé 1a 300 km va ban kinh trai dét 1a
6400 km. Bo qua ma sat.

(MIT)

f——300 k

>\

1

1

I

|

: 7R « 6400 km
”

L

Hinh 1.19
Loi giai:
Cac dai luong r. b, nhu & hinh 1.20 va gia thiét 1rai dat 13 qua cau tinh

dong nhat ban kinh . Néu liy bé mit udi dat nhu miic d€ so sanh thi thé
nang hap dan cta tau tai r la

Ams
e

1
1 ]
i
'
1
i
1
i

Hinh 1.20

v r (_';m.M dr m *U R?)
g Y

d day . Al tuong tng 1a khéi luong cha tau va trai dat. Khi thu khdi hanh tit
trang thai nghi trén bé mat trai dar, dinh ludt bio toan co nang cho

my?  GmM(r?  R?)

l =1,
2 23
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hay

alR* =¥
I '
¢ day ¢ = AL/ It 1a gia the trong truong trén bé mit trai dat. Khi do

rt o= At 4 (130 - 1) = (R - 1507 4 (150 1) = RY - 300r + 27,
5 qr(300 — )
= — -,
R

voeuc dar khi o — 150 km

{95 % 150 % 150 x 100
Ly —
mar 6400

— 185, 6 m/s .

Thot gian wr Luéin Don tdi Pari 1a

‘AHJ dr R iniv f H o

i \, (!\/_HH)(I——H

T i ,
_/ f__r_ =y - = 42,3 phut .
Vot o Vo

1031

Ba ngudn diém ¢ dinh duge sdp xép cach déu quanh chu vi dudng tron
ban kinh «, tdm & gbc wa dé (hinh 1,21). Lic mdi nguon 1ac dung 1&n mébt
chat diém khoi luong mi la luc hit F — —kR, d day R la vectd vé tif ngudn
t3i chét diém, Chat diém duoc dit trong truong luc 6 thai diém t = 0 vai diéu
kicn bandaur = rg, £ vy,

(a) Xac dinh toa dé thich hop va viér biéu thite luc tac dung lén chat diém
& mo thoi diém.

(b) Su dung dinh ludt Newton Il va giai phvong trinh chuyén dong véi
dieu kién ban dau da cho, cu thé tim r(¢) theo ry, vy va cac thong sb clia hé.

() Dudi diéu kién nao thi quy dao 1a tron?

(MIT)
Lol giai:

=i . . . . L] A 1 -t i 5
(a) DAt ry.ry.ry 1a cac vectd vi tri clla ba nguon chat diém 6 dinh. Khi
ching nam cach déu nhau trén dusng tron ta co

r +l'.;_+]";;={].
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Hinh 1.21

Luc tac dung lén chat diém i la
I A0 I 1 B 1§ RS PRI 1§ S o i .
(b) Phuong trinh chuyén déng cha chat diém Ta
mr 4 ke 1)

vOi nghiém tdng quat la

figk ° _ 3k
riti acos |y —t) s bsin | —1] .
\i' I ]

a. b 1a vecto hang so.
st dung digu kién ban dau r(0) = ry, (0] = vq, ta im duge

L

a T b - V ,H_V:J .

rit) =r ( ;TM_IJ) 4 e ( u';:jkf)
1) = rygcos V \, 5oV St Ji— -
m [k mn

(¢) DE thiy néu ry | v va v f3key = ry, thi quy dao chuyén déng la mot
dudng won.

va vi vay

1032

- i ' = . - 4 - - A
Mam xoay may hat quay wrong mat ry voi van toc goc khong doi w xung
quanh gbc, Mét vit nhd trugt trén mam dia hat ¢6 vi tri x(t) — {20t} y(t).0).
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3 déy = va y dude do trong mét hé quan tinh, hé phong thi nghiém. C6 hai
luc trong hé phong thi nghiém: lue dan hdi d6 16n &|x| hudng vé gbe, va luc
ma sat —c(x — v), & day ¢ 12 hing sb v v 1 vén téc ctia mim dia xoay tai vi
tri cla vat thé,

(a) Néu vat duge quan st tai mot diém ngoai tAm mam xoay (c6 nghia la
ditng yén so v6i mam xoay), & bang bao nhiéu?

(b) Lay k 1a gia tri tim duoc & phin (a). Gidi d€ tim v(t) = x(¢) véi didu
kién ban dau chung.

(¢) Trong (b), tim x(t). Md ta x(¢) bang 13i vi/hoic bang vé phac.

(UC, Berkeley)

Loi giai:

(a) VAt thé c6 van tbc goc w quay quanh gbe d€ mw?|x| = k|x|, cho ta
k = mw?.

(b) Trong hé quy chiéu phong thi nghiém phuong trinh chuyén déng cna
vat nho 1a

mx = —kx — ¢(x — v)

= —mw?x — (kX —w x x) .

bat r.y, 2,5, i, 1a céc toa d§, cac thanh phan van the va gia toc trong hé quy
chiéu quay gin véi mam xoay. Trong hé quy chiéu phong thi nghiém ta c6

x = (2 —yw)i+ (g + zw)j ,
% = (F — 2w — zw)i + (i + 20w — yw?)j .
—-kx = —kzi - kyj ,
—o(X —w X X) = ~cki— zyj .
Luu y ring trong cac biéu thitc trén ta di sit dung w x i = wj, w x j = —wi.
Phuong trinh chuyén déng trong hé quy chiéu phong thi nghiém khi dé duge
viét nhu sau

m(% — 2w — zw?) = —kz — ci . )
m(y + 26w — yw?) = —ky — ¢y . )

Nhan phuong trinh (2) v8i i = \/--1, thém nd vao phuong trinh (1) va dit
z = = + 1y, ta nhan duge

mZ+ 2mwi+c)z =0.
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Tich phan mét 14n ta tim duoc

i= gge Tt/ meTiket (3)

cu thé ta co
T — [Zpcos(2wt) + Yo sin(2wt)]e_d/m , 4)
§ = |- #osin(2wt) + go cos(2wt)]e ™ (5)

Bang cach tich phan truc tiép phuong trinh (4) va (5) hay bing viéc tich phan
(3) va sau d6 st dung z = z + iy, ta nhin dugc
m(cto + 2mwyo)
¢ + dm2w?
m(cxy + 2mwyp)
- [ 4 dmPu?
m(2mwiy — )
02 + 4mAw?
m(2mwo — cYo)
{ c? + Am?u?

L= Ly

m(2mwia — o)
2 4+ 4m2w?

cos(2wt) —

sin(?ut)] e~ct/m - (6)

Y= Yo —

m(czo + 2mwio)
? + 4m?w?

cos(2wt) +

sin(2u.)t)] e~ct/m_(7)

Trong phén trén, &y, o 12 cac thanh phin van tbc cha vat thé nho tai t = 0
trong hé quay.

(c) Phuong trinh (6) va (7) don gian 1a véi vét thé trén mam xoay, ngay ca
khi r,y ¢6 thé ddi khi du tién ting do cac didu kién ban dau xac dinh, thai
gian troi di van tée clia né trong hé quy chiéu gin véi mam xoay sé giam va
vat thé diing lai tai diém cb dinh trén mam xoay, véi toa dé

((xo + m(ety + 2mwip))/(c? + 4m?w?), (yo — m(2mwia — co))/(c? + 4m?w?)).

1033
Mot dao déng tir phi tuyén c6 thé cho bdi
B Ic_:L2 _ mAx3
T2 3
Tim phuong trinh chuyén déng béc mét theo A, gia thiét z = 0 tai ¢t = 0.
(Princeton)

véi A nho.

U(x)

LJi giai:
Phuong trinh chuyén ddng clia dao dong tit phi tuyén

md?z  —dU(x)
dt? dr

= —kz +mlz>.
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Bd qua sb hang mAr2, ta nhan dude nghiém bac khéng ciia phudng trinh
Ty = Asin(wt + @),
o diy w — \/WvéAIz‘ihingsétl‘ly)'f.\/irzOc’st:O,p:Ovétacé
L) = Asin(wt) .

Gia sit nghiém bac mét 6 dang x|y = z(p) + Az;. Khi thay n¢ vao phuong
trinh chuyén déng va b qua cac s6 hang béc cao hon A, ta cd

iy 4wl = 3(20)
= A?Q[l — cos(2wt)] .
D€ giai phuong trinh nay, 13y tich phan riéng phan
1 = B+ Ccos(2wt) .

Thay vao ta ¢6

A2 A.2

—3w2C cos(2wt) + w?B = 5 5 cos(2wt) .
So sanh cac hé sb cho
A? A?
T 2wl T Bw?

Phudng trinh ddng nhit
I + w2:131 =0
c6 nghiém _
z1 = D) sin(wt) + Dy cos(wt) ,
Vay ta c6 nghiém ddy du
2 2

. A A
ray = (A + ADy)sin(wt) + A 52 + D cos(wt) + 602 cos(2wt)

Diéu kién ban ddu r = O tai t = 0 cho ta

242

b=-35
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va
X211 2 1
Ty = A’ sin(wt) + —7 373 cos(wt) + 8 cos(2wt)|
& day A’ 13 hing sb tuy y. D€ xdc dinh A’ va A, ta phai biét thém théng tin, thi
du bién d6 va van toc tai t = (.

1034

Mot vé tinh khéi luong 950 kg duoc tau vi tru dit dua vao khong gian.
Hai phi thuyén duge néi véi nhau bing mét soi day déu dai SOm khéi luong
dai 14 1 kg/m. Tau khéng gian ting tdc trong mét doan dudng thing vai gia
toc 5 m/s 2.

(a) Luc con tau tac dung vao day?

(b) Tinh sitc cing cta day?

(¢) Do mét phi hanh doan ngt thiép di, mét mach diéu khién bi chip mach
1am cho con tiu thay ddi gia tée thinh d6 giadm tde conl m/s?. M ta chi tiét
h4u qua cta rii ro nay.

(SUNY, Buffalo)
Lai giai:
(a)
F= ("L(ﬁy + My nh) * @
= (950 + 50) x 5 =5 x 10% N.

(b) Chon diém & d6 day gin véi vé tinh nhu gbe toa dé va trye r doc theo
day t4i con tau suc ciang doc theo day khi do 1a

F(x) = (17vé tinh + mdéy(r)) ra
=950+ 1 x (50 — z)] x 5
. =5x10% -5z N,
(¢) Sau rti ro, con tau chuyén dong vdi vin tde ban diu vg va db giam tbe
1 m/s?, trong khi vé tinh chuyén déng véi tbc d6 déu vp. Sau i ro hai tau sé

va vao nhau tai thoi di€m ¢ cho béi

a2
U0t=50+vot—§t )

t:,/@:lOs

hay
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1035

Mét qua bong khbdi lugng A7 duge treo trén wan bing mat o xo khing
trong luong vai hing sb dan hdi & va chiéu dai nghi bang 0. Lo xo sé bi diit
néu no bi kéo dén chiéu dai wi han I, (I, = My/k). Mot 16 x0 nhu thé treo &
dudi qua bong (hinh 1.22), Néu ngudi ta it wr kéo 6 ddu dudi & 1o xo dusi, 16
xo trén ¢ dut. Néu ngudi ta kéo 16 xo dudi qua nhanh, 16 xo dudi sé durt. Véin
dé clia bai toan nay la xac dinh luc F{t} dat vao ddu 16 xo dudy, sé lam cho
hai 1o xo dit ddng thoi.

Hinh 1.22

(a) Tim biéu thae tich phin Lién quan cta chibu dai ry(t) cla 1o xo wén
vai lue dar vao Fiz).

(b) St dung bat ki ki thudt nao, hay tim x;(f) va ra(t) voi t > 0 khi £(1)
co dang riéng sau
{}, i <0
ity — { )

o, > 0)
& day o 1a hing sb.

~ (¢} Sirdung mét so dd ti mi trong cac nghiém cGa ban dé chimg minh ring

néu o 1a qua nho thi 10 xo trén sé din. Tudng ty, chitng minh rang neu a qua
16n, khi do 16 xo dudi sé din dau tién,

(d) Chitng minh réing ¢a hai 16 xo cung dirt déng thai khi o 13 nghiém cua

phudng trinh
1L & a{.k o Mg ﬂfT
VeVl T e v M

(MIT)
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Ldi giai:
(a) Phuong trinh chuyén dong cta qua béng va 16 xo dudi 1a
AMry - Mg kry | keg
A'.I,g — f‘.l:f_} "
Kha »s, ta co
MPy v hkey = Flt)+ Ay, (1)

D& khit bo s6 hang hiing sd, dat .+ 1 Mg/k. Phudng trinh (1) khi do
trd thanh
ME v kx—= Ft).

Davs = 'yt o day « /k/\ . Phuong trinh trén wd thanh

Fi)
At e

i1 2w —
Phan thuan nhat ctia phuong trinh trén
i o= Ziwy =1,

6 thé duge giai bing cach dit y — (e, d ddy O va o la cac hidng 50. Thay
thé vao ta cod o — —2s,
Nghiém riéng cha (2) nhan dude bing cach dat j = ¢ 2! f(t}, 1a c6
if Fit) .
— o A
et M
hay

o it
y=r "'“'f iy el

Vi vay nghiém téng quat ctia (2) la

o [TEW
I=F il [/' h—f'é"rdf . [|] :

o " :
oy — /{. druf [] “T_:!(_t...lfr,,r + C'II-! t” @ C".d
M ]

cho

+8FALG 20 HoC
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B () ] M
" { ] g { [ £ L) E} by 4 )| di ¥ r_;} + —:—‘i L@

va

6 day (., 1a cac hang s6 tich phan. D& cd thé (ng dung vao bai toan, hodc
la phén thire hay phan do ctia biu thitc cudi cling duge dung nhu nghiém
tdng quat,

(b) Phuang trinh chuyén dong 1a

Miy v kry = My (4)
voi f < (), v&. 1
My 4+ kry — at = My (5)
vii ¢ = 0. Trude hét ta giai (4) khi die £it) = 0 rong (3). Diéu do cho ta
) = iCle ™ 4 Cae™t 4 "i” .
d day (7} 1a hing sd tich phan thay cho . Liy phan thuc, 1a c6

i \!
ryp o= sintet) + Creos(et) + i ;

Nghiém cta (5) 1a nghiém cua (4) cong voi nghiém riéng af /k

ry = Clsmiwt) + Cycosluit) | (: i %
Tait = 0,2, — Mg/k, ry =0, —0,doddy =0, = —a/kw. Vivay
) at My o, ‘
Il'.f)—T —-k*——k—;d:ml(u;t).
ralt) = &
k

(c) Trong cac hinh 1.23 (vdi « 16n) va 1.24 (vdi o nho) 12 cac dudng cong
cha r| va ry. Thay rang dudng cho r; dugc cho boi dudng thing » = My/k +
at /k, chiing song song vai dudng trir di s6 hang dao dong o sinfwt)/ ke, bién
do chia nd U 1é véi . Vi vay, neu f, va t, 1a cac thai diém r; va v, dat toi [,
chiéu dai t3i han, ta co, vai o 16n, {, < {1, nghia 1a 1o xo dudi dit dau uén, va
dor vdi a nhé, ¢, < t4, nghia 1a 16 xo trén durt dau tién.

(d) D hai 16 xo dint giy dongahai, tai thoi diém ¢ = #,, doi hoi

oty
ry(ta) =l = re

hay
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Hinh 1.23 Hinh 1.24

ki,

8%

Vi

k wk 6

) M i whkl-
ryltg) — L — —‘”—(.-—ism( f) ;

hay

| (-_,-uf) My
sin = .
(&3 Ok

|3 df‘]_\_:’ w! = V"A_;'rﬁ.

1036

Mot con Tic, 1a0 nén béi mét qua cau ning A7 dugce treo vao chét xoay trén
tran bang soi day chiéu dai £, dao déng tu do trong mdt phing thing ditng
(xem hinh 1.25). Yéu t6 nao lam cho bién dé dao déng thay déi néu day bi
ngan lai tir tir di mot nita?

(Chicaga)
Loi giai: Phuong phdp 1

D61 vai hé tuidn hoan véi mét tham s ¢ su thay déi tit tir, luc tac dung J
la bat bién doan nhiét,
J = %I)ﬂfm )
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L/e,
1
1
[
[
Mg
1inh 1.25
S ddy 1% = M L8, nghia la
J = f ALLRR - fdt = ML
w!
y Wi 2
=ML 20T a0

2
— aMg'ieALYe

Khi ta st dung T = 2 /w, vl » = \/g/l, cho chu ki, va

[+

w 5
2

bing cach lay 0 — fycos(wt + o). Khi dé, vi J 1a bat bién doan nhiét, nén

(0% = (|~ oursiniat + o)) -

thy o> L o
Khi
L L/ 0 »1.686p.
nghia 1a bién do dao dong ting lén 1,68 lan.
Phuong phap 2

Trong khi thao luan trong mét cude hop, Einstein da sit dung thi du sau dé
muinh hoa bét bien doan nhiét 1a gi. Ong ching minh nhy sau

: A M L2072
Sitc cing day — Myicos @ | <J _>

L

{2 n
= Mg (1 - ‘2’) + ML(0%)

{12
~MEEEg F] s
g( i 4)
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Gid thiét rang sau mét chu ki, chiéu dai cia day gan nhu khéng thay doi va
goc 1 nho.

Khi £ bi ngan lai tif ¥, cong thuc hién & daoc dong tir 1a —(NIAL, & diy
N 14 1a lue cing day, — AL 1a do dich chuyén cia dao déng . Sir dung biéu
thire trén, ta nhan dude ¢ong da thuc hién

o
—MgAl —~ Mg - —19 < f5
Dudi tac dung cta ngoai lue, su thay déi ning ludng clia dao dong tit 1a
. g2
A{=MgLcosth) = A {—.—ugL (1 - 3‘})}
1 a9,

— —MgAL 4 ;thgi?é.ﬁf, | MgLboAby .

Céng thuc hién va db ting nang ludng phai can bang, cho ta

L(i‘f_}.ﬁ&r_] == JHUAL - U N
hay
LOEA lu(8oLY*)y = 0.
ta rat ra
doLY* ~ hingsod |
hay
g o L34
Khi dg
35 , .
L — -y ﬁ“ = L[’&Hﬂ i
2
1037

M6t qua cau phan xa hoan toan ban kinh r v mat dé » = 1 bi hiit bdi
mit troi bang trong luc, va bi diy bdi tia anh sdng mat troi phan xa trén
bé mat. Tinh gia tri r dé khéng ¢6 hién tudng do. Do sang cua mat troi la
{, — 4 x 10" ec/s va khéi lugng ctia nd 13 A7, = 2 x 10% g. Két qua tinh ra cm
(coi mat trdi la chat diém).

(UC, Berkeley )
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1.oi giai:

Dat N, 1a sb photon tin s6 v di qua mét don vi dién tich bé maic vuéng
goc voi huong truyen trong maét don vi thoi gian, I, la ndng lugng cua anh
sang mat trdi tan s v bic xa boi mat troi trong mot don vi thdi gian, va /1 la

khoang cach tit mat troi dén qua cAu. Khi R = r, cdc tia mit trdi coi nhu song
song va nguoc hudng vai truc = nhu chi ra ¢ hinh 1.26. Khi do

1
o — | Lede N0,
! ] g Y ArR2hw

Céc photon va cham din hdi va phan xa toan phin trén bé mit. Trong
khoang thoi gian Af, véi phén té bé mat AS tai goc phudng vi #, xung luong
clia photon tan s6 » doc theo truc = la

he  hw

AP,, = N, [— — cos (28) | cos BASAL .

Tir dé lam xuét hién luc cé gid tri

Py 2 )
AR, = et = il N, cos® BAS .
At c

« g v - - 3 A e o - A 2
Khi do tong luc tdc dung Ién trén qua cau bdi anh sang tan s6 v 1a

_ 2 Es e 3. .. i 1t
F..= f“ — et T Cos’ ‘D * - ; -
bix /d 5 47TR2;’1U_/0 2rcos” @ osinfredld 1R%

Vi viy téng luc day béi anh sang 1a

Lo
Fzzfpuzd*’-"z ‘r- :

4R2e
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L hit mirt trdi wén qua cau la

GMoan

}'-‘%" o it

G ddy i = p-(4/3)me? = (4/3)mr? 14 khéi luong qua cdu. Khi hai lue cin bing,
ta co _ .

ff  AGMn o

AR 312

hay

31,
16rmeG M,
3 x4 x 10%
16 % 3,14 % 3 3 101 % 6,67 & 10 ® x 2 x 1033
5.07 % 10 *em

1038
MGt hat co khéi luong m chuyén déng theo quy dao cho bdi phuong trinh
£ eoswil, y = yosinw,f.
(a) Tim thanh phin r va y ctia luc. Trong diéu kién nao thi lue 13 luc hudng
am?
(b) Tim thé ning nhu ham cba r va y.

(¢} Xac dinh déng ning cda hat. Chi ra rang tdng nang lugng clia hat duoc
hao toan.
(Wisconsin )

Lai giai:
(a) Dao ham theo thai gian, ta dudc

F = —rgw) sinlw ). T —.:'Uw‘f cos(wit)

§ = yowy cos{unt), i = —youws sin(wat) .
Theo dinh luart hai Newton ta co

F — m{# + §]) — —mfzows cos{unt)i + yows sin{wst)j]

= —m{wizi 4+ wiyj) .
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Thanh phin z va y cta luc 1a

Fy o= —mwir,

2
Iy = —mwiy .

Néu w] = wy, F 12 luc hudng tdm F = —muwir.

(b) T
F=-VV,
c6 nghia la 5
oV . oV
=22 p=-20
z Ox v Ay

ta nhan dugc thé ning
! 2.2 22
V= Em(wlx + wiy“) .

Luu ¥ riing ta liy thé ning & gbe toa dd 14 0.
(c) Dong nang cua hat 1a

T = %m(i2 +9%) = %m[z%wf sin?(wnt) + yaws cos?(wat)] .
Tang ning ludng la
E=T+V
= %m[zﬁw% sin’(wit) + yiw? cos?(wat)]
+ wla cos? (wit) + wiyd sin? (wyt)
= sm(edu? + i)
= hing sb.

Vi thé né dugc bio toan.

1039

Mot hat khéi luong m chuyén dong véi van tbe vy hudng vé tam tan xa cbd
dinh, tdm nay tao ra luc ddy F = (mwv}/2)8(r —a)i, & day f 14 vectd don vi doc

theo ban kinh tit tdm luc, a 12 ban kinh c6 dinh tai d6 ¢6 luc tac dung, v; 1a
hing s6 ¢6 thi nguyén van td¢. Théng sé va cham 14 s, nhu chi ra & hinh 1.27.



Cu hoc Newten N 51

{a) Tim thé nang.

(h) < hu’ng mmh rang néu on << 11, hat khéng di vao qua Cau r = u, ma
sugt qua qua cdu va gocC tdi hang goc phan xa.

(¢) V& can than quy dao néu ban hi vong vy > vy, s — a/2.
(Wisconsin)

Hinh 1.27

Léi giai:

(a) Luc F 14 luc xuyén tam, duge bao toan. Khi do thé ning cé thé viét

1 ]. % [=- ]
Vir) = --/ B{r'). dr! = —nm;/ Ar’ — a)dr’
' 2
= r
_ti,un'f vair < o,
o vOLYP > 1.
D6 14 the nang cha hat trong trudng lue.
(b) Téng nang lusng 7' - V¥ ciia hat dude bio toan

1. s Boow. 1.
§T?H.’U = ETIH-' + ETRUI .

co nghia la of — o2 = 0™, & day o' 13 tbe dd cha hat bén trong qua ciu r — a.
Néu hat di vao qua cau thi o' phai 1a thue, cé nghia la phai doi hdi v > vy.

Néu 1y < vy, thi hat khong thé di vio qua cdu r = a dude. Khi do lue la lue
Xuyén 1am qua cau, thanh phan xuyén tdm ctia xung lirong hat sé ddi nguoc
hudng nhLTng gia tri khong déi, trong khi thanh phin tiép wyén voi qué cau
gnr khéng déi. Vi vay goc i va goc phan xa duge xac dinh bang ti sb cha
aza tri thanh phan uep tuyén va cua thanh phan xuyen tam, bang nhau. Luu
v rang khi tinh su bio toan co nang, thi gia trj cua xung lugng hat sé khony
thay d6i khi va cham.

(¢) VOI 1y 2> ¢) va s = «/2, hat s¢ tdi cham vao qua cAu r = a véi goc tdi
r — o véi gée phan xa fy — arcsin|(a/2)/a) = 30°, va di vao qua céu. Néu goc
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no tao v hudng ban kinh a 0. Khi dé su bao toan thanh phan tiép wyén cla
xung lugng hat doi hoi
R1]

L T

. o
(1 = arcsin ( 7 2 '2)
4 V T 1

Do |’ 1a hing s6 (khéng ¢d luc nao tac dung) bén trong hinh ciu, qu§ dao
chuyén dong cla hat I.a ¢uong thang cho i khi h.:l[ ron khéi hinh cau. Tai vi
uri hat roi khon hinh cdu r o, mét 1dn nda qua cau bi khac xa va bén ngoai
hinh cu hat phai cé van toc 13 ¢, va gdc gilta van 1de ca hat va ban kinh hinh
cau la 30°, hinh 1.28.

v sin# = e sin 30° -

do do (f duic cho bdi

Hinh 1.28

1040

Mot tén Iira tAm xa phong di tai mét diém trén bé mit trai dét (ban kinh
R) vGi van toec v = {1y, vy) (hinh 1.29). Bo qua suc cdn cua khéng khi va
sy quay cua trai ddt (nhung c6 k& dén su thay ddi clia trusng hip dan), tim
phuong trinh xac dinh dé cao cuc dai A cta 18n lira. Giai tai bac bé nhat cia
(H/I?) va kiém nghtém lai két qua quen thude khi tén Iira dudc phdng thang
dung I1én trén,
(Wisconsin)
L&i giai:
Cé xung lugng géc lan co nang clia tén lra duge bao toan trong truang
hap dan ctia trai dit mot trudng luc xuyén tim. Ta can quan tim tdi trang thai
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tinh 1.29

ban dau va trang thai cudi ctia tén 1(ra 1a trang thai tén lita dat dd cao cur dai.
Ta ¢o
mReg = m(R + Hwy,
GMm o GAMm

L2 L
g T R 92" T pyH"

trong dd dédu phét lién hé voi trang thai cudi tai do thanh phin xuyén tim cla
1én lta bang khéng, m va M 14n luot 12 khoi lugng cha 1én hta va trai dac Két
hdp hai phuong trinh wén ta co

CGMme R ‘FJ Mo
R 2" \R+u) " RrRyi-

|,_|.__

e ilu 4 u‘zl

phuong trinh nay cho thay d6 cao cute dai . Loai bd thanh phén béc 16n hon
mdt cha f1/ R, ta co

1 5 4 GMm f 211’) s GMm | H
mivE —ug) — — = —m = | v — — -=.
g e g rR)' R Iz

va do vay
iR

2R )

H = ——e—

Cho trudng hgp phéng tén lia thﬁng ding, vp = 0, v — v, va néu H/n
nho ta co thé coi g 12 hing s6 vai gid tri ¢ = GM/R? T do ta ¢6 thé mit ra
cdng thic quen thudc

e o

Himg e
%

1041
Tau Mariner 9 duge phéng tai Cape Kenedy trong chién dich chinh phuc
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sao Hoa. Cor tau duoe phang 1én mot quy dao hinh elip quanh mat trdi co
diém gan mat ol (diém cin nhat) 1a trai dit, di€ém xa mar trai nhat 14 sao
Hoa (xem hinh.1.30).

(a) Tim gia tri cua A va = trong phudng trinh quy dao r — A1 +=}/(1 +
: cos () va ve hinh quy dao do.

(b) Dung dinh ludt Kepler 111 d€ tinh thdi gian cGa chuyén bay trén quy
dao do.
(¢) Chiéu phong nao tir wrai dit sé ¢6 chi phi nhién liéu it han.
Khoang cach trung binh tir mat wdi tdi sao Hoa 1a = 1,5 A.U (don vi thién
van),
Khodng cach trung binh tir mat wdi 16i trai datla = 1 AU
(Wisconsin)

Quy dao

‘ cla tau Mariner 9
‘M Tréi D
Ny

cla trai dat
Quy dao cta Sav Hoa
Hinh 1.30
L.oi giai:

(a) Goi f1; khoang cach tir mit troi tdi trai dir va R 1a khoang cach ti
mat troi toi sao Hoa. Ta ¢co

All 4+ ¢)
!t|_ [ ——)I.
I+«

Al 4+«

1.{1)')_ _\] r)

Giai hé phudng trinh tréntacé A = Ry = 1 AU, £ = 0,2,
(b) Goi T, va T 1an luot 1a chu ki cha trai d&t va tau Mariner 9. Theo dinh
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luéit Kepler U1, 79/ = hang s6,

hay

=

Ry o+ R\ 1AM Bl o
{, 20 ) ['_'(1_5 1y =1,2571, = 1. 40 nam .

Chuycn bay tdi sao Hoa cta tau kéo dai 0,70 nam.
R § - s e » N ) ik A 5 -
(c) D€ uet kiém nhién li¢u, tau phai phong theo tiép tuyén caa quy dao
. - . “ A ‘. . i e L
trai dit va cing chidu vai chiéu quay cla wdi dat,

1042

Mét sao chdi chuyén dong Lrén qui dao quanh Mt Trdsi vai vén the 10 km/s
tai diém xa Mat ‘Irdi va 80 km/s tai diém gan Mat Trdi (hinh 1.31). Néu biét
viin tHe cia Trai Dat rén mot quy dao tron 1a 30 km/s va ban kinh quy dao 13
1.5« 10" km, tim ban kinh £z, ctia diém xa Mat Trdi cia sao chéi.

(Wisconsin )
Yg o
t Ry R
9 S
.\1‘“_ e’
i

Hinh 1.31

LGi giai:
Gol rrla van toc cua Trai Dat, # 12 ban kinh quy dao caa Trai Dat, m va m,
lan luot la khét luong cia Trai Dat va Mat Trdi. Do d6
m? i,

It 12

hoac
G, = Ru* .
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Do sut bao toan cua ¢o nang va xung lugng goe (hay momen déng luong) cua
sao choi ta co thé suy ra

~ G, Mo Crmemng 1y
: = +

I, 2 R, 2

m g, = mpe

trong do i, 1a khoi lugng cia sao chéi, v, va v, 1an ludt la van 1oc cla sao
B s T = w a
choi tai diém xa mat troi va ditm gan mat trei. Suy ra

20m, 2080 :
I, S Y —ax10Pkm .
‘::ILI Uy + ':';!J Uy i g * L‘p 1

1043

Mét hat 6 dién b nang ludng la £, va momen déng luong 7. quanh diém
() tién 18i mét viing trong do ¢o mot trudng thé hap dan xuyén tim Vv — — C(r)
vor tam 1a diém (). Hat d6 bi tan xa bdi thé do.

{a) Gia thiél ning luong va momen déng lugng dude bao toan, tim phuong
trinh vi phén cho dr/dr theo Ey, L, Gir), r (va khéi lugng hat m).

(b) Tim phuong trinh cha khoang cach cuc tiéu gitia hat va tim tan xa
Fimnins biét O P G(-"nnnj: va m.

(Wisconsin )

Ldi giai:

(a)

]. - o
Ey = 3'|rn[.""f +90% Gir).

L — mirde .

trong do  la gac mo ta trén hinh 1.32. Do do

a0 20,1 G) i
e = e I
m mérd

Do
rf_r_ B dr ‘ eIt B g[f.f'_ i £ .
dt de i di) mr?
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Nén ¢o thé viet lai phuong trinh trén nhu sau

(c‘ir')g _ e [2(Ey 4+ 1G) g2

o I i it
dan dén e
i el G,
ao N K

Hinh 1.32

- oW M . " 3 % - [
(b) Tai diém gan tam tan xa nhat » = ry,,, ¥ = 0. Do do

I i
Eq M — Glragn)

2

, L?

-‘) - ol . [
e}””unu e Gl
= LR

[2

hay
L

t N T L
vEM |y 4+ Glrggn )]

Két qué cing c6 thé tim ra biang cach dat dr/df) — 0.

1044
MGt sao chdi di chuyén t6i mat trdi voi van toe ban dau 1a 1. Khdi luong
mét trén 13 A7 va ban kinh 1a /2. Tim tét dién toan phan o dé xay ra va cham
vdi mat troi. Coi mat tréi dung yén va ba qua anh hudng cha cac hanh tinh,
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(Wisconsin )
Loi giai:
Goi tham 56 va cham ctia sao chéi la 6. Tai khoang cach ngan nhat téi mat

trdi (r tinh t tAm mat tréi), ap dung dinh lua[ bdo toan cd nang va momen
déng ludng ta co

mbid Ve CMm

2 2 r

mb¥Vh = mrl’

i y L. 4 - (T Y L 1 . g 4 ~
trong do i la khot lugng cua sao choi va V' la van toc cua no tai diém gan mat
tré1 nhat. Tir do suy ra

' ZC,U
1+

.'J:rw hf‘ir

Néu r < 1, sao chdi sé va cham vai mat trdi, Do dé tiét dién wan phan o d¢

xay ra va cham la
2 ” A5 M
= b R]1* — i’ (1 | 1 ”) .

1045

Mot hat chuyén déng trén mdt quy dao tron o ban kinh r dudi tac dung
1 - - - 2 = ~ o - A
cua hife hat xuyén tam. Chi ra rang quy dac 6n dinh néu

o=~ (5) %),

trang 6 f(r) 1a dd 16n cta luc tai khoang cach r so voi 1am.
{CUSPEA)

Lai giai

Véi chuyén déng ctia mt hat dudi tac dong cla lue xuyén tam ta c6
mr*0 — hing s6 = /., ching han,

mi — o f + mri? .
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Xét hat chuyén dong trong mét quy dao tron cé ban kinh r véi thing giang
nhoé ctia ban kinh va goéc ér, 46

r(ty =7 + or(t), 0 =wt+460(t) .

trong dé w 1 tin sb goc cua hat trén quy dao tron ban kinh r cho bdi mw?r =

f{r). Do
AL =~ mr?80 + 2mr06r

i) . .
mor = —-~£T£6T + mB%6r + 2mrsh |

~w+ 6,
ta co
- Af . ‘ AL _9 5
moi 2 — L sr 4 by + g S LT 2T
dr
( a . )) 2u:AL
dT‘ r r

'Trong cong thirc trén ta chi giir lai thanh phan béic nhit cta dai lugng nhé ér,
5.

Quy dao tron sé 8n dinh chi khi ér 13 bién thién diéu hoa don gian. Noi
cach khéc, didu kién 8n dinh ctia quj dao chuyén dong 1 hé sb cha ér Am

[dt] —M<O,

dr T

hay

1046

M6t hat khéi IUUng m chuyen ddng tir xa vé cuc ¢b van tbe ban dau Vg,
dudng kéo dai cua vectd van tde cb khodng cach b so véi tam cb dinh cta
truang tuc diy cé dd 16n o 1& nghich vai binh phudng khodng cach (46 16n
k/r?, & day k 13 hing s6). Tim:

(a) Khoang cach gin nhét cia hat so véi tAim trudng luc.

(b) Goc léch cua hat.

5-BT8LG GUHQC .
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(¢) Pao ham cua mit tan xa de /dS) cho dong hat dong nhét tan xa bdi tam
tan xa trén.

(CUSPEA)
Loi giai:
(a) Khi hat tai vi tri gdn tdm tan xa nhét + — 0. Ap dung dinh ludt bio toan
nang luong
m‘L"U‘" K ml/2

o "Rt

trong d6 12 12 khoang cach gén nhit va V' (= R6) 1a van tbe clia hat tai d6 no
dat g1 diém c4n tim hat. T dinh luat bao toan momen ddng lugng suy ra

J=Vimb=mVR,

hay
Wb
yoas 0K
R
Do do _
mVE  k m Viy?
2 R 2 R?
hay
2kR
R LI
& mVg dasd

. > ; 2 £ »
Rt ra khodng cach gan nhat la

k; Ik 2
A= — 5 — 2.
" mtﬁf*\'(nwﬁ) o

(b) Quy dao cia hat duge md ta trén hinh 1,33, Xung luc cda luc F tac
dung lén hat la

(= w]
f Fdt = mAV ,

o0

Trong d6 AV = V; - V, vdi [V;| — [V{| = Vj. Chi quan tAm tdi thanh phan
theo phuung V; cia xung luc ta ¢o

> dt
—f FCOSQJd—S}dgr = ;L;(V_f ' V, —_ I/:Q:I
(s u]

= mby(cos20 — 1) .
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Do F — £ w26 = J, vé trai clia phudng trinh la

- 728 k
_.ﬁ castdif — — i sin 28 .
J -ty J
Do do Sk
?i; " sinfeos @ = 2ml sin® @ ,
hay

B Ve de‘?b _2Eb
cot = iy

voi E — tmV{, cho goc léch 26.

Hinh 1.33

(c) Tiét dién wrong (ng voi cac tham sb va cham trong khodng bva b + db
la do = 2nbdb,

k ~
Do b — ;pcotgll, nén

db I ddf
~op CEC

diing gia tri tuyét dbi. Suy ra

k\* cosd
= — da .
da e (2E> sind

Sau d6, do goc tan xa 1a 26 nén

dQ) = 2msin 20d(28) = 8 cosf sin 0df |

da_l(k 2
dQ) 4 \2E/ sinte’

bay chinh la céng thirc tan xa Rutherford.

va
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1047
Xét mét hanh tinh c6 khéi luong m quay quanh mat trdi ¢6 khéi lugng M.
Gia stt khéng gian quanh miit trdi c6 mét lugng bui phan bé déu, mat dé p.
(a) Chi ra rdng tic dong cita bui 1a cong vio mét luc hit xuyén tam.

4mpG

F' = —mkr, trongdd k= 5 G = la hiing s6 hip din.

Bo qua lute can cta 16p bui d6i véi hanh tinh.

(b) Xét mét chuyén déng tron chia hanh tinh twong iing véi momen déng
lugng L. Tim phuong trinh ctia ban kinh chuyén déng r theo L, G, M, m va
k (khdng can gidi phuong trinh).

(c) Gia st F” 1a nho so véi luc hat ciia mat troi va xét quy dao chi léch mét
chiit so v6i quy dao & phin (b). Bing cach xét cac tin sb cla chuyén déng
xuyén tdm va chuyén déng quay hay ching minh rang quy dao 1a elip tué sai

N R A s > & A A . x
va tinh tan s6 goc cua chuyén dong tue sai w, theo rg, p, G va M.

(d) Truc ctia elip tién ddng cling chiéu hay nguac chidu véi tin sb géc cha
chuyén déng quy dao?

(CUSPEA)
Loi giai:
(a) Khéi long cta bui trong hinh cu ban kinh r tdm 13 tdm cla mat troi

la

4nrdp
My = T

Néu r 12 khoang cach giita hanh tinh va mit troi, luc hip din dat 1én hanh tinh
gdy ra bdi hee hit ciia bui (c6 tinh dén tinh ti 1é véi nghich do binh phuong
khoang cach) nhu thé 13 tit ci lugng bui dé déu nim tai tAm hinh cdu. Néi
cach khac '

—mkr .

. — MpmG _ —47r3p mG _ —4npGmr
72 3 r2 3

(b) Hanh tinh c6 gia téc (7 — 762, 276 + r6) trong hé toa d6 cuc. Phuong
trinh chuyén dong cta hanh tinh [a

mr = —_G;];/I_m — mkr + mr6? , (D

mrd +2mré =0 . (2)
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Nhin hai vé ctia (2) véi r ta cd

d(mr?4) _ 0
a
hay

mrif =1,
Trong d6 L 14 hing sb. Do dé momen déng luong L 14 hing sb chuyén déng.
Viét lai

. L?
mr? = —
mr
phuong trinh xuyén tdm trd thanh
. —GMm L?
mi = ——— — mkr + — .

mr3

D6i voi trudng hop chuyén déng quy dao tron, 7 = 0, va ta suy ra phuong
trinh cho ban kinh quy dao tron rg

—-GM L?
“GMm e+ £ =0,

(c) Goi n 1a d6 léch cta ban kinh quanh rg, 7 = r — rg, (1) trd thanh

mn = — GMm mk(n+rg) + L72
' T T o) 1T mire + )
GMm L2

=———————5 —mkrp (1 + 2) + 0
Z(1+2) 0/ mrg (14 2)

GM 2 2 3
- 2m (1——”) —mkro(l+—p—) +L—3(1——-7~}) .
7o To To mry 7o

Do n < ro. Diing két qua clia chuyén dong tron, ta c6 thé viét lai phuong trinh
trén nhu sau

Q

5
To

.2 (thm) 3n L?
mij= — |~y | = ——= —mknp
ro Ty mrb

L? 2 ( GMm  L?
=—n |5 +mk+—| - +——

n 70 rg mry

1.2
=0 [—4 + Skm} ,
mry
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2
ﬁz—( L +.3k)
O

Day 13 phuong trinh cla dao déng tif didu hoa vdi tin s6 géc

hay

Do tin s6 dao déng ctia ban kinh hai 16n hon tin s6 quay (vuéng géc véi ban
s L ~ \ IN - - A N
kinh) mr2> 4UY dao la mot elip tién dong.

V6i p bic mét, tan sb dao dong theo phuong vudng géc khong bi anh hudng
bdi bui

0:—mr2:w0.
0

- \f m‘ro
3k1n2
To

L 3km2rg
mrg 2 L2

N A 4 Vs
Tan so tue sai la

2

g mkr%
2 L

Dé c6 thé tim biéu thic ctia w, theo p, G, m va rp, st dung céng thitc cta L
cho k = 0 (sai s6 13 thanh phan bac hai trong wp)

L =+VGMm23rg.

Do d6
3 Ar re 3G 1/2
wﬂ:§TYl—§_pG\/w-G'Tz_T:2ﬂ—p(7) .

(d) Do dao dong trong mat phang ban kmh nhanh hon chuyen dong xoay
theo quy dao, nén truc elip chuyén dong tué sai ngurge chiéu so vdi van tbe
goc theo quy dao nhu chi ra trén hinh 1.34.
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Hinh 1.34

1048

Mbt thién thach c¢6 khdi lugng 1.6 = 107 kg chuyén déng quanh tréi dat
theo quy dao tron & db cao 4. 2 x 10° m 5o véi mat dét, Thién thach d6 bt ngd
va cham truc dién véi mét thién thach khac cé khoi luong bé hon nhiéu va bi
mét 2,0% déng ning nhung khéng bi 1éch hudng chuyén déng va gilt nguyén
khoi lugng.

(a) Nguyén ly vat ly nao ap dung cho chuyén déng cha thién thach sau khi
va cham?

(b) M6 ta hinh dang qu¥ dao thién thach sau va cham.

(¢) Tim khoang cach ngén nhiit cha quy dao thién thach sau va cham so
VoI trai dat

(UC, Berkeley)
Loi giai:

(a) Nguyén ly bao toan cag niing va momen dong lugng ducc ap dung cho
thién thach ndng sau khi va cham,

(b) DE ban diu thién thach chuyén dong tron thi £ < 0, nhu vay sau khi
va cham ta van ¢o E < (0. Sau khi mat 2,0% dong ning, thién thach 16n s¢
chuyén déng trén quy dao elip.

{(c) Tu

mut GmAM

r e

ta ¢6 déng ning cua thién thach urude va cham la
s s 2
LI CrinM _ mykt
2 2r 2r

m x 9.8 x 10° x 6400 7
N — 1,80 % 107m jun |
206400 + 4200) , 80 % 10%m jun
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Trong d6 m 13 khéi luong cha thién thach theo don vi kg. Thé nang cnia thién
thach trude va cham la

ﬂGmJW B
=

—mv? = =3,78 x 10"m jun .
Trong qué trinh va cham, thé ning cta thién thach 16n khdng thay déi,
trong khi dong nang dét ngodt giam xuéng
1,89 x 107m x 98% = 1,85 x 107 jun.
Do do, cd néﬁg téng cong ctia thién thach sau va cham la
E =(1,85—3,78) x 107m = —1,93 x 10"m jun.
-GmM —mR2%g

2a 2a
Ta tim duge truc chinh cua elip ¢6 phuong trinh

E =

\

R?g (6400 x 10%)? x 9,8

% = _
=1 93%107 1,93 % 107

=208 x 10’ m = 2,08 x 10* km .

Do sau khi va cham, véan téc cia thién thach 16n vin vuéng goc véi vecto ban
kinh tif tAm tréi dét, nén thién thach é diém vién dia ctia quy dao elip. Khoang
cach giita di€m vién dia va tam trai dét lac d6 13 6400 + 4200 = 10600 km v
khoang cach cta cin diém ti tam ctia trai dic 1a

Pmin = 20800 — 10600 = 10200 km .

Do d6 khoang cach cuc tiéu giita thién thach va trai dat sau khi va cham la
10200 — 6400 = 3800 km.

T nhitng tinh to4n trén, ta thiy riing k&t qua khéng phu thude vao khbi
lugng cuia thién thach.

+ 1049
Biét ring vé tinh & gin bé mit trai dAt c6 chu ki 13 90 phit va gAn bé mat
mit tring ciing ¢6 chu ki khodng 90 phit. Két luan tho vi gi ¢ thé rit ra vé
thanh phan ciu tao cta mat tring?
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(UC, Berkeley )
Loi giai: '
Tu phuong trinh mrw® — CmAl/r cho vat khéi luong »i quay quanh vit
c6 khoi luong A dudi tac dung cta lue hap dan, wa suy ra

st = GAM.

Néu lar co M., A, 1a khoi lugng va r,, r,, 12 ban kinh tuong Ung ca trai dat
va mat wang, thém vao co chu ki cua vé tinh trai dat va mét trdng gan nhu
nhau ta co

""rf. '.um

M,
hay

M. AL,

%% Ve

T, o [ A ' o 2 s oL . - _ ~ 5.

rang do V), va L, 1an luot 1a thé tich cha wai dar va mat trang. Nhi vy khoi
.. " ‘. ) [ 9 ” . R

lugng ricng cua trai dat va mat uang la giong nhau.

1050

Tuong tac gifta nguyén tlf va ién tai khoang cach 16n hon tiép hiém duge
cho bdi cong thite thé nang sau Vir) - —Cr % (C = ¢*#2/2, trong dd ¢ 13
dién tich va /2, 1a d6 phéan cuc elia nguyén tr).

(a) Ve duong cong thé nang hiéu dung nhy 1a ham caa r.

{(b) Néu nang lirgng dng cong cla idn vuot qua gia tri Vy, 1a gid wi 16n
nhit ctia thé ning hiéu dung, idn co thé va cham véi nguyén wf. Tim 1 theo
momen dong lm:lng l.

(c) ]1m tiét dién dé {on co thé va cham vdi nguyen wr (xuyén tdi r = )
theo van toc ban diu iy cua né. Gia sir idon nhe hon nhiéu so voi nguyeén .

(UC, Berkeley )

Loi giai
(a) Thé nang hi¢u dung phu thudce vao r 1
S < L?
Vogrlr] O e
Jer mr=

Trong do 1. la momen dgng lugng cua i6n quanh nguyén ur va e la khoi lugng
2 - LA fn 2 I3 - = ] o ¥ 7
cua ién. Bién thién cua the nang theo r dude mao ta trén hinh 1.35,
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Verf

Hinh 1.35

(b) Dé tim gia tri cuc dai cla Vg, Vy, ta dit

dlpg  AC L7 ¢ L£¥\ 1 o
dr T = B W S A
Nghiém cua phuong trinh wén la
2
= oo, 2 = Cme .
r X0 ro /
Xét
d*Vey  —20C  3L*
dr? ' P mrd
Thé r| va r, vao phudng trinh trén ta ¢
d*V, d*V,
i = 0; ! <0,
e HES g

. s . 4. il - 5 = 4
Dodorair — f\;‘{.‘m. Verr dat gia tri cuc dai Vyy = E{:_m'?

(¢) Biéu dién theo nang ludng toan phin 13

I £
E=—mr+ - Lot
2 Provrd
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ta c6 thé viét mr = \/Zm(E - V)~ %;- Theo momen d6ng luong L ta cé thé
viet § — "m Do
_do _d9
T at dare
ta co ]
ao 0 L L

== = _
dr 7+ mrér TQ\/Qm(E_V)_%;

Ta c6 thé tim duge dich chuyén géc ctia ién so vai nguyén tif khi di chuyén tir
vd cuc v vi tri gin nhat ry;, so véi nguyén

o0
by = L/ ar _
rmin 12, [om(k - V)~ 1§
Do
L C
E=Vy=—"—. V=-——,
O~ 16m2C rd

0o
d
= L/ ( : )1/2
Tiun 2 L 12 + 2m(’

8mC 2 T T

= \./E%TILC:/“——L%2 ~4m0)

L (Lt = 2v/mC) |
V2 (Lr+2V/mC)

Tmin

rmm, Khoang cach cuc tifu tl i6n t4i nguyén ti cé thé nhan duge nhd cho

dr _ 0,
db 12
2m(E—V)—r—2:0,
hay
ImErt ~ L2 4+ 2mC =0 .
Do d6
2 L2+ L1 —16m?EC _ L?  4mC
min 4mE 4amE ~ L?

hay

2
Tmin = Z\/mC.
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Thé rmin vao biéu thitc caa 6, ta ¢
f, =oc.

. . R - ~ R . 4 .

Tai sao 6 lai khéng hiru han? Nguyén nhan bdi £ = Vo = 1555, khi7 — 0
hay r — Tmin, thanh phin vudng géc ctia van toc 6 = L, mr’!‘m, 12 mét
hing sb, do vy trong mét khoang thai gian v han quy dao méi tién téi dudng
tron ban kinh r,;, va khong xay ra va cham.

Néu E > Vj, ron €0 gid tri phitc thé hién ring khdng ¢ khodng cach cuc
ti€u cha i6n va nguyén tir. Mot cach vat by cd thé thay ring khi idn tdi vi tri ma
. \ea . . P A ) > \ » & )
Veir = Vo, 7 # 0 va ién tlép tuc tién 4 nguyén ti. Do L bao toan, van toc cua
" g a1 ) 2 S\V/2 , Lok e & N
ion, (r26% + 72)V? = (;’275 + r‘) , $& ngay cang 16n khi tién tdi gan nguyén
ttr (v6i diéu kién phuong trinh thé niing, Vir)=- T% van khong déi).
Gia st i6n tién tdi nguyén tif vai thita sb va cham b va van tbe ban dau vg.
Dé xdy ra va cham ta phai ¢6
4 2,414
L _m vpb
16C?2 16C

|
E= Emv(z) > W=
hay

8C
< —5 .
va

Do dé tiét dién dé€ i6n cé thé va cham vdi nguyén t 1a

o=7bh% = 2_7r 2— .
Vo m
1051

Xét mé hinh 6 dién cia mot nguyén tit triti ¢6 dién tich hat nhan +1 va
mot electron di chuyén trén mét quy dao tron ban kinh 7o, quanh hat nhan.
Hat nhan d6 dét nhién phat xa ra mét negatron va dién tich chuyén thanh +2.
{(Hat negatron phat xa thoat khoi rdt nhanh va khéng anh hudng t6i hé sau
khi da thoat khdi hat nhan). Electron dang di chuyén trén quy dao dét nhién
c6 trang thai khac.

(a) Tim 4 s6 nang luong ca electron sau khi va trudce khi phat xa negatron
(lay goc ning lugng 1a déng ning bang khéng tai diém vé cling).
(b) M6 ta mét cach dinh tinh quy dao méi.
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(¢) Tim khodng cach gin nhat va xa nhat clia quy dao méi theo ry.
(d) Tim truc lén va truc nho cda quy dao elip mdi theo ry.
(UG, Berkeley)
Lai giai:
(a) Khi negatron rai khoi hat nhin mot cach tire thai, ta ¢o thé coi qua

trinh d6 khéng lam anh hudng t6i vi tri cling nhu déng nang cla electron trén
quy dao.

Tit mdi lién hé vé luc

2 2
mvg e )
—L =
TQ dmepry
LR £« .
ta cé thé tim thé ning cha né
mvf €
2 STrio’l‘o

va co nang tng cong trude khi phat xa negatron la

mu} ¢? -e?

2 47r50ro B 871'60’[‘0

. . ( n - > ~ A 2 . A
Sau qua trinh phat xa, déng nang cua electron khong doi ey trong khi the
ning thay déi thanh

—2¢e? —e?

4megro 2megTy

Nhu véy, sau khi phat xa, ning luong tdng cong ctia electron 1a

mu? 2¢2 —3e?
EQ = - = B
2 47T€07‘o 87?607‘0
ti do suy ra
E
2 3.
E)

No6i cach khéc, nang luong tong cong clia electron trén quy dao sau phat xa sé
16n hon 3 14n so truée khi phét xa.

(b) Do E, = =3¢’ , phuong trinh diéu kién (1) cua chuyén dong tron déu

s 2 Bmeorg £
khong thoa mén, vi vay quy dao mai s€ 1a mét elip.

(c) Bao toan ning lugng cho ta

~3e? —e?  m(? +r20?)

8regry  2meqr 2
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. - ’ N Ld ’ 3 I ‘ N /=
Tai vi tri ma electron quy dao c6 khoang cach gin nhat va xa nhat so véi hat
nhin, tacér =0,

—3¢? _eréQ S % e?
. 8meqro 2 2mepr  2mr?  2megr
khi d6 véi
me?rg

L? = m2vé'r[2) =

4d7eg
phuong trinh trd thanh
3r2~47‘0r—|—r§=0,

nghiém cta né la
To
"ga

Do d6 khoang cach gin nhét va xa nhét ctia quy dao médi 14n luot 13

r = r=rTo.

Fmin = 3 Tmax = 1

Don vi la ro.

(d) D4t 2a va 2b 1a truc 16n va truc nhd clia quy dao elip, 2¢ 1a khoang cach
gilta hai tiéu diém. Ta c6

4rp
20 = Trmin + Tmax = _3_ '

21‘0
2¢c = rmax — Tmin = 3

2 =2v/a? ~ ¢? = 72‘/35’0 .

1052

MOt vé tinh duoc phong 1én tir trai dét theo qui dao xuyén tdm so voi mat
trdi dé thoat khdi hé mit trdi vai van toe vita di. N6 dudc tinh toan sao cho
sé t8i quy dao clia sao Méc tai diém c6 khoang cach b ding sau sao Mdc. Dudi
anh hudng cta trudng hap din clia sao Moc, vé tinh sé bj léch mét gée 90°, so
vai phuong ban diu, c6 nghia 14 sau d6 vé tinh sé ¢ van tbc ¢6 phuong tiép
tuyén véi quy dao sao Mdc (hinh 1.36). Trong qua trinh dé, sao Mdc nhan
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dudc bao nhiéu ning luong? Bd qua anh hudng ctia mat trdi tai thoi diém
tuong tic nay va gia thiét thdi gian tuong tic 1a nhé so véi chu ki ctia sao Méc.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

Dit r 12 khodng cAch tif sao Méc tdi mit trdi, v; 13 van tde ciia vé tinh so
voi mit troi tai thei diém cit quy dao sao Méc mét khoang b sau né ma chua
bi anh hudng clia sao Mée va m va M, 14n luot 14 khéi ludng cta vé tinh va
mit troi. Do vé tinh ¢4 ning lugng vira dii d€ thoat khoi mit trdi nén ta cd

mv?  GmM;

2 r

o = [2GM, |2 x 4,01 x 10" x 3,33 x 10°
v ro 7,78 x 1011

= 1,85 x 10* m/s = 18,5 km/s ,

suy ra

trong dé st dung M, = 3,33 x 105 M, (M, 1a khéi lugng cla trai dit), GM, =
gR? (R 1a ban kinh cta trai ddt) = 4,01 x 104 m3/s%, r = 7,78 x 10'! m.

Vin t6c vy cia sao Mc so vai mit trdi la

ﬁ _ GMS
r or2
nghia 12
GM v
vy =4/ — = —= = 13,1 km/s.
J . 73

. A o N x \ A R 3 A A £ / P
Khi vé tinh vita vao truong hap dan ciia sao Méc, van toc cia né trong hé
toa dé cua sao Moc la

Vrp = Vi —Vy,

hay

vr = /18,52 + 13,12 = 22,67 km/s.

Néu b khong ddi khi tuong tac, su bao toan momen ddng lugng ctia vé tink
trong hé quy chiéu sao Méc cho biét vin téc cia vé tinh trong hé quy chiéu
sao Méc khi né rdi trudng hap din cha sao Méc. Sau qua trinh tuong tac, vé
tinh rdi khéi trusng hip din cia sao Méc véi van téc (trong hé quy chiéu mit
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Qu¢ dao ciia Sao Mic

4

MAT TROT
Hinh 1.36

trdi) c6 phuong tiép tuyén véi quy dao sao Mdc. Do dé vén tbe ctia vé tinh so
voi mat troi la

vp = v +uy = 22,67+ 13,1 = 35,77 km/s

Nang lugng thu duge trén mét don vi khéi ludng cta vé tinh trong qua
trinh tuong tac nay la

35,777 — 18, 52 ;
3_5_2_§5_=468.6xw°J/kg-

1053

Biang nhimng lap luin nao va sit dung nhing dai luong do dude nio ngudi
ta c6 thé xac dinh dudc nhitng dai luong sau vdi dé chinh xac cao?

(a) Khéi lugng cua trai dat.

(b) Khéi lugng cia mat tring.

(c) Khoang cach tir trai dat t4i mit erdi.

(Columbia)

Loi giai:

(a) Mot vat trén trdi dat 13 ning hay nhe 12 do luc hic hép din cta trai dt
quy dinh. Ta c6

Gm,.m

™= TR
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tir 46 khéi lugng cua trai dat 1a

_gR?
Me = G
Trong d6 ¢ 12 gia tde trong trudng, R 12 ban kinh trai dat, va G 1a hiang sb hap
din, déu 1a nhitng dai luong do dudc.
(b) Xét hé haj vit c6 khéi luong m,, my, cach nhau mot khodng r, va dudi
tac dung cta tuong tac hip din. Phuong trinh luc 13

Gmiyme D 2
= Tw’

re my + my
hoic
4r?pd
M i
G(my + my) = 7

Trong d6 niyma/(my + my) khoi luong rit gon cta hé. Ap dung cho hé tréi
dat - mat trang ta ¢o
4ra®
G(mm + me) = I
trong dé i, « va T teong dng la khéi luong, ban truc chinh va chu ki cta
mit trang. Néu biét m, trong cau (a) vdi a va T xac dinh bang quan sét thién
van, c6 thé nhan dudc my,.

Mat Trovi Trai Dat Eros

|
L S
Hinh 1.37

(c) M6 ta duéi day la mdt phuong phap mang tmh lich sit dung dé xac
dinh khoang cach giita mat troi va trai dat thong qua ti€u hanh tinh Eros. Khi
mit tr&i, trai dit va Eros ndm thing hang nhu trén hinh 1.37, hai ngudi quan
sat tai A va B 8 vi dd A; vA )\, trén cling mit phang chita Eros va mit trdi do
g0C o va oy nhu trén hinh 1.38. Do

Q»ZZ/\Q—‘6+621 al:A]-6+'81’

6-8T4LG COHOC
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~ . j8
. Lj Xich dao

al-u

Trai Bat
Hinh 1.38
dan 16i
-3‘2 — ,.'j] = (831 z\j + )\.] N
va
Iie ) = It ay — i

sindy,  sinog sind;  sinag

suy ra
o — = sindy sid = ~(sinay —sinay) ,
a P

ta co

Ruisiney — sinag )
as— @y Azt A

a) —ua=

Ap dung dinh luit Kepler 111

at 77

4T
Trong d6 1" va 1) 1an luot 1a chu ki quay cua trai dat va Fros xung quanh mit
trsi. Hai phuong trinh cudi cting cho phép ta xac dinh duge a.

Tuy nhién, phuong phap nay khéng chinh xic do quy dao chuyén déng cia
Fros va trai di la elip, khong phai la ron (tAm sai cta quy dao Eros = 0. 228),
va gdc gilra hai mat phdng quj dao 16n hon 10°. Hién tai co rat nhiéu cach
khac co thé do duge khoang céch tdi mit uai chinh xac hon nhitng khéng phai
la phudng phap co hoc.

1054

Hai nita hinh tru déng truc dai voi mért cdt ngang md ta trén hinh 1.39,
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mang dién tich vai phin bb dé tao ra dién truong xuyén tim E = ke, /r & giita
chang. Mot hat c6é khéi lugng m, vén tde v va mang dién tich 4&m —¢ di vao
trong vung gita hai nira hinh tru do tir bén trai va cd phudng vubng goc véi
truc ctia chiing va vudng goc voi phuong xuyén tam (nhu hinh vé), Do vén tbe
khéng ¢6 thanh phin hutdng theo truc cha hai nita hinh tru, ta chi xét chuyén
déng cua hat trong mat phing hinh vé.

Hinh 1.39

(a) Néu hat chuyén déng theo mét hinh tron khi & bén trong hai nita hinh
tru, thi ban kinh r clia chuyén déng phai théa man diéu kién nao?

(b) Tiép theo, xét quy dao chuyén dong ctia hat tai diém bat dau khi di
vao vung khéng gian gitta hai ban tu ¢6 cing khoang cach tdi truc ciia hai ntta
tru va c6 cling toe do nhu trén ciu (a), nhung nghiéng mét goe J nha so véi
phuong ban dau. V8i mét géc nhd 3 bat ki thi diém £, tai do hai quy dao lai
cat nhau mot lin nita, khong phu thude goc 3. Tim vi tri cia diém P dé. (Chi
xét trong mat phang hinh vé).

(¢) 101 giai cla cdu (a) thay ddi thé nao néu thay dién trudng bing maot tit
truong déu hudng doc theo true cha hai nita hinh tru?

(Columbia)

Lii giai:
(a) Khi hat chuyén dong trén mét quy dao tron, ta co

2

mu k

=gl = i .
r

r

hay
: k
'E.-‘J = Q— i

I
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Mién 13 van té¢ v clia hat thoa man didu kién trén, né sé chuyén déng theo
moét hinh tron vai ban kinh bing véi khodng cach cia dudng thing ban dau
tai di€ém bit diu vao mién khéng gian giita hai nita hinh tru téi truc caa hai
nita hinh tru dé.

(b) Hat chuyén déng vao bén trong hai nia tru tai diém c6 khodng cach
ro va téc d6 v bing v8i ciu (a), nhung nghiéng mot gée 3 so véi phuong ban
dau. Nguyén Iy bao toan momen déng luong va ning lugng cho ta

mrif = T , (D

e 1 .
~m(7? 4+ r26%) + ¢k In (L) = -2-mv2 . (2)
o

Khi quy dao mdi léch vai quy dao cli mét lugng nho, ta dat

r=r9+0r,
d

}——lz((sr).

0 =wpy+ 66,

trong d6 wy 12 vectd van tbe géc ciia quy dao tron ban dau, va ér, 66 14 cac dai
lugng nho. Thay vao (1) ta ¢

QU v 1

9':—-'—:——\——/_

2 2
()

1

hay

Ta ciing c6 thé viét

2 2 3 or 6r\ 2
ré=(ro+ o) =r5|1+2—+ | — .
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Do viy (2) ciing 6 thé viét 1ai, bd qua cac thanh phﬁn vi phan ¢6 béac 16n hon
2:
1 dér\? 3mv? gk . gk  mv?
= — or — - =0
m( dt ) + (2 r% 27'0) (6r)* + (ro To ) or :

hay (cht y gk = m2?),
1 /dor\? v\? 2
- — — ) =0.
2 ( dt ) + (7‘0) ( T‘)

Sau d6 liy dao ham theo thdi gian ca hai vé ta cé
d?6r v\?
SO w2 2) sr=0,
ar " (ro) "

dr = Asin (\/5:—'1! + t,o) B
0

vdi nghiém la

Trong d6 A va » 1a céc hiing sb tich phan. Voi diéu kién ban dau 13

r(0) = 7o, (0) = vsin g,

hay
d
51‘ ;:O\ Hi(ST:vSln/j talt:[)v
suy ra
ro .
—0, A= —sing.
¥ /2 F
Do vay

. To . . v
Or = — sin Gsin \/2_—t) .
\/5 ( To

Tai diém cat cda hai quy dao, ér = 0. Diém cit thu hai xdy ra tai thoi gian ¢
sau do6 dudc cho bgi

Valt=n, hoic t= -
o ’ V2

va vi tri chia P dugce cho bdi

o
v

vay vi tri P khong phu thudc vao 3.
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(¢) Néu ¢4 mét tir trudng déu tac dung vio hé doc theo truc hai ntta hinh
tru thay cho dién truong thi ta c6

my?
— =quB.
r

Ban kinh cta hinh tron sé la

1055

Quy dao chuyén déng ctia mot hat chuyén déng dudi tac dung cda mot lyc
xuyén tdm 1a 76 = hing sé. Xac dinh phuong trinh thé nang theo 7.
(Columbia)

L3i giai:
Xét lue xuyén tdm F = rF(r) tac dung 1én hat c6 khéi luong m. Ap dung
dinh luac hat Newton ta cé

F =m(# —r6?), (1)
0 = m(ré + 2r6) (2)

trong hé toa do cuc. Phuong trinh hai suy ra
. . 1d .-
0 + 270 = ——(r26) =
T8 + 27 T (r*6) =0,
hay
r2) = hing sb = h, ching han,

hay
8 = hu?

bang cach dat



Co hoc Newton 81

Khi d6 do
_dr adr er du
T R
-dr d du d%u
_ 9_ - 2 —h== 32,2
T=0E T ( dG) et
r§? = —h2 uwl = h%®
i

phudng trinh (1) trd thanh

2
F = —mhu? (de + u) ,

Phuong trinh nay thudng dugc goi 1a cong thic Binet.
Trong bai toan nay, coir = 1 va viét phuteng trinh quy dao dudi dang

u=C8o,

trong d6 C 14 hing sb. Cong thitc Binet suy ra

—mh?

»3

F=-mh?d =

Thé ning theo dinh nghia la

r 2 _ h2 T _ hz
V=~/ F(r)drzf mhd—[mQ] =0,
oo oo 2re | o 2r

7 A A - . A M) x
vai moc thé nang tai vé cuc bang khong.

1056

Tau Mariner 4 dudc thiét ké d€ du hanh ¢t trai dit 1én sao Hoa trén mot
quy dao hinh elip v8i cin nhat ctia né 1a trai dit va sao Hoa 1a diém vién nhit.
Gia thiét 13 quy dao cla trai dit va sao Hoa 14 hai quy dao tron ¢6 ban kinh
1an lugt 1a R va Ryy. Bd qua anh hudng vdi trudng hip din cda cac hanh
tinh dén tiu.

(a) V8i van tbc nao so véi trai dit thu Mariner 4 phai r3i khéi trai dit va
theo phuodng nao?

(b) Sau bao 14u tau t4i sao Héa?
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. .

(¢} Khi tdi quy dao sao Hoa tau ¢é van tdc 13 bao nhiéu so véi sao Héa?
(Thai diém Mariner 4 rai trai dat phai dudc chon chinh xac néu né phai téi
sao Hoa. Gia st diéu nay da duoc thuc hién.)

(Columbia )

L&i giai:

Do tac dung ctia luc hép dan 1én tau Mariner 4, 1 mot lye xuyén tam, la
mot luc thé nén ta b

mr2  GmM  mh?

FE = —
2 r +‘2r2'

Trong dé m va M tuong iing la khéi luong cta Mariner 4 va mit trdi, G 13
hing s& hap din, va h = r24 12 hing sb. Tai di€m can nhat va vién nhat cia
quy dao elip, 7 =0, r = Rp vdr = Ry;. Do dé

_ -GmM  mh® -GmM  mh?

L — = —
Rw 2R, Rp 2R’

suy ra
b — \/Q.GMRMRE
Ry + Re .

- vy a a ~ A s - - [OEY
Tai diém can nhat, van téc so véi mat troi 1a

h 2GM Ry
Y= — = _ |
Rg Re(Ry + Ry)
Gia sit Mariner 4 dudc phong theo huéng cling chiéu chuyén dong cia trai dét
quanh mit trdi. VAn toc chia Mariner 4 rdi trai dat so vai trai dit 13

o 2GMRy __ [CM
" E Ry(Ruy + RE) Rg '’

’ . Py A A 3 7. 4 s a A .
trong dé », 14 van t6c chuyén dong cha trai dat. Tuong tu ta cé van toc tai
diém vién nhét so vdi sao Hoa 1

o o = 2GMRg  [GM
T M7\ Ry (R + Re) Re

Ap dung dinh luat Kepler 3 ta ¢6 chu ki 7' ciia Mariner 4 quay quanh m3t trdi

1a
o (Re+ Rpm\°
2 E M
oo g (Rt s
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Trong d6 Ty = 13 chu ki quay ca trai dét bing 1 nim. Do d6 thoi gian dé
Mariner t6i sao hoa 1a (don vi la nim)

t—z—l Ry + Rar\ ?
22 2REg )

1057

Hat pion mang dién tich (x* hodc 7~) c6 dong ning phi tuong dbi tinh 1a
T. Mot hat nhan nidng ¢6 dién tich Ze va ban kinh hiéu dung b. Xét mdt cach
c8 dién, hat pion va cham véi hat nhan néu khoang cach giita chiing 1a b hoic
nho hon 4. Bo qua anh hudng cta 16p sut gide 1di hat nhin (va cac dnh hudng
ctia vé dién tir), chi ra rling tiét dién va cham cta pion 14

2 — 7
o= ﬂib (r V>, doi vdin?
T
va \
a:w\ dbivéin |
T
trong dé
Ze?
V=
(Columbia)
L3i giai:

Goi d 13 théng s6 va cham ctlia pion khi téi gdn hat nhan. Pion ¢6 van tbc
ban diu 13 2T v3 momen xung lugng la v2Tmd, trong d6 m 14 khéi lugng
clia pion. Tai diém gin nhAt cta hai hat, vin td¢ theo phuong téi hat nhan cda
pion bing khong, tic 1a v," = 0, v = bf. Ap dung dinh luit bao toan momen
xung lugng ta cé L

V2T'md = mb?0

N RLLEVY,
d = 2Tb0.

1 \
T=V+ §mb202 .

hay

Bdo toan ning lugng cho
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Khi dua thé ning vio phudng trinh, hay

bé:,/z(—T_":—V).

Tiét dién va cham cta pion la

gond e MAT V) o2 (T_V) .

27T m T

2 k. s e ’
Thay V = £, doi véi 7+ ta co

TV
)
c=Tmb (——T ),

N & ’o. _ Il ,
va doi véi « ,V:~é§—taco

s (T+V
a2
J—wb( T )

1058

Udc lugng d6 16n cia mét tiéu hanh tinh ma ban c¢6 thé thoat ra ditgc nhd
mét cd nhiy.
(Columbia)
Loi giai:

Noi chung, trudc khi nhay, ngudi ta luén khuyu khép gbi dé€ ha thip trong
tdm khoan 50 cm va sau dé mdi nhay. Dé cao thong thudng cia mét ngudi cd
thé nhay 1a khoang 60 c¢m cao hon chidu cao ctia anh ta. Trong qué trinh nay,
cong sinh ra 12 (0,5 + 0, 6)rng, trong dé m 13 khdi lugng clia anh ta va g 1a gia
téc trong trudng.
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C6 thé coi khi nhay trén mot tiéu hanh tinh khbi lugng M va béan kinh R
ta phai tén cung nang lugng nhu trén trai dit. Do dd d€ thoat khéi tiéu hanh
tinh bing mdt cti nhay ta cn c6

M
1,1mg=GTm.

Néu gia thiét mat dé cta ti€u hanh tinh va trai dt 1a nhy nhau ta c6

M _R
Mg~ RYL’

Trong d6 Mg va Ry 14n lugt 1a khéi lugng va béan kinh cta trai dit. Do g =
GJ\'IP:/R%:, ta co
T M 3
R = (Y pun R 5
l,1g L 1Rg

hay

R=+/1,1Rg = /1,1 x 6400 x 103 = 2,7 x 10° m .

1059

Ban biét ring gia toc giy ra bdi trong luc trén bé mit trai dat blng
9,8 m/s?, va chiéu dai vong tron 16n nhit quanh trai dic 13 4 x 107 m. Ban
duge biét ring ti 1é ban kinh va khéi lugng clia trai dit so v6i mit tring l1an
lugt 1a

D My,

=0,27 va =
D, ' M,

(a) Tinh van téc tbi thiéu dé thoat khéi trudng hip din clia mit tring n
bé mit ctia nd.
(b) So sanh tbc d6 nay véi tbe dd chuyén déng nhiét cha cac phéan tif oxy
tai nhiét d6 clia mit tring c6 thé dat 100°C.
(UC, Berkeley)
Lai giai:
(a) Goi van t6c dé thoat khoi trudng hip din clia mit tring 13 vpin, ta ¢é

mu? _ GMpm

min

2 Tm
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suy ra

\/'Q"Gmm 10,0123\, (GM,)\ .
Ypin = o = 276
i O 27 Tz
0,0123 ~ )
_ \/( - > gD =2,38 x 10° m/s

¢ st dung g = GM,/r2, D,,/D. = 0,27 va M, /M, = 0,0123.

(b) Péng ning trung binh ctia chuyén dong nhiét ctia phén ti oxy tai nhiét
dé 100°C 13 3kT/2:

1
mu? = kT
2

Do dé

1. 10- 23 ‘
{3k \/Jx .38 x 10 X373:538m/s.

YTV 32 % 1.67 x 10-27

A A Py o n > IN 9 - . oA n 3 3
v, van toc chuyén ddng nhiét cia oxy trén mit tring tai nhiét dé cao nhét cua
] 5 A~ S a A N . 3. - -
no nho hon van to¢ vy, van toc dé thoat khoi mat trang.

1060

Mot vit c6 khdi lugng 13 mot don vi khébi luong chuyén dong trong mot
trudng thé ¢6 thé ning U(r). Quy dao clia nd 1a r = ae= %, trong d6 4 1a gbc
phuong vi do trong mit phing quy dao. Tim U(r) chinh xac t6i mot hing sb
nhan.

(MIT)
Lai giai:
Dat
1 e
W=- = —
T a
Do do
d),u bQ b
— - = =py,
dg? a

va cong thue Binet (Bai 1055)

5 L d?
F = —mh?u? (;w—l; + u)
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d6ivéi m 1 cho

Fooort et - ML dl)
L= ) b - dr

Lay tich phén va lay goc the ning [(r) tai vo cuc r — =, 1a co

e b+ 1

W >
2

L=

trong d6 /+ — 20 1a momen dong luong dude bdo toan cia var khi chuyén
ddng quanh tdm cua lue va duoe xac dinh bdi cac dicu kién ban dau.

1061

Tan xa trén hinh cau cling:

Chi ra riing tiét dién cé dién doi vdi tan xa dan hdi cha nhitng chit diém
tu mot hinh cau ndng vo cung ban kinh £ la dang hudng.

(M)

Loi giai:

Vai Lan xa dan hdi, goc 18 bing goc phan xa. Khi d6 goc tan xa » — 26
(hinh 1.40).

Hinh 1.40

Neéu b la tham so va cham, ta co

h = Rsinf .
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va
dh = Rcos8df .
Dao ham ctia tiét dién tan xa theo géc dic ‘% la
9 . do )
2nwbdb = 2w R* sin f cos 0df = E%r sin pdy ,
hay
do 1 R? sin 20d6
dY 2 sindy
_ R?sin pdyp _ R;Q

4 sinpdp 4

Nhu vay tiét dién vi sai ¢8 dién déc 1ap vi goc tan xa. N6i cach khac, tan xa
la dang hudng.

1062

Tim phan bb géc va tiét dién tan xa toan phan clia nhitng vién bi nhd
khoi uong 7, ban kinh r trén mét qua bong bi-a khéi lugng M, ban kinh R
(m <« M). Coi tan xa 13 dan hdi va khdng ¢6 luc ma sat.

(Columbia)
Ldi giai:

Do mn < M, qua béng bi-a ning sé khéng bi dich chuyén trong qua trinh
tan xa. Do tan xa la dan hbi (hinh 1.41), géc tan xa © lién hé véi géc 16i qua
biéu thirc

Q=x—-20,

trong do 4 dudgc cho bai
(R+r)sinf=b.

A s A s . Py
Tiet dién tan xa vi sai la

do _ |2mbdb|  2r|sinfcosb - (R + r)2db)

o dQ 27d cos ©
_ iR+ 7)?sin0dO| (R +7)%dcos©
B dcos © B dcos ©

(R+1)%.

N
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Do 45 1a dang huong, tiét dién toan phan la

do ) o
TP = -1rrE£—2 =a{R+r)?.

Hinh 1.41

1063

Mot tau vu tru dang bay trén mot quy dao won ban kinh ry quanh wvi
sao co khoi luong A7, Déng co phan lue cha tau phat dong dé thay déi van
toc clia no (ngay lap titc) mot luong Av. Goc phut cia déng cd phan luc
f la goc giva vectd van toc v va vecto wr dudi tdéi mai cha tau vi tru (xem
hinh 1.42). D€ tiét kiém nhién liéu trong N l4n phut, déng cd phai toi thiéu
hoa AV = 377 | |Av,|. AV duge goi la xung luc riéng.

Hinh 1.42

(a) Gia st ta mubn ding dong cu caa tén Ita de thoat khoi ngéi sao. Xung
Ire riéng toi thidu cla tau p]‘lal bang bao nhiéu néu déng ca phut mét 1an duy
nhét trong khoang thdi gian rat ngin? Va phut theo huéng nao?

(b) Gia st ta mudn thim mot hanh tinh ¢6 quy dao 1a hinh tron ban kinh
ry = ry. Xung lue riéng t6i thiéu caa tiu 1 bao nhiéu dé t6i duge quy dao cla
hanh tinh wén, va phai phut theo phuong nao néu mét lan nita déng cd chi
phut mét 1dn duy nhét trong théi gian rit ngin?
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Gia st ta mudn sit dung déng ¢o cia tau dé lam cho né dam vao vi sao
(gia thiét ban kinh elia vi sao 6 the bo qua). Tinh xung lue riéng 16i thiéu cia
tau trong ca hai tridng hop sau:

(¢) Phut mét lan trong mét thisi gian ngan vai goc 6 — 1807

(d) Phut mét lan trong mot thoi gian ngdn véi goc & = 0¥ va réi phut ldn
thit hai vdi goe ¢ — 1807 sau do. Thoi gian lan phut thit hai va cuong dé ciia
moi lan phut duge chon dé i thiéu héa xung lue riéng téng cong.

(MIT)
Lifi giai:

(a) Goi iy, la viin tde cia tau vii tru wén quy dao tron ban kinh ry, va w.

la van toce thoat khoi quy dao d6. Do do

1 iﬁ G A rrn_!l“gﬁ A
L8| r‘]‘ - 2 ru
hay
fon [3GNT
iy = oy, Vi — i
J AT : \(’ TN
Da

toe - o+ |Avjeosd =0, + AV cosé

xung luc riéng can thiet dé thoat khoi vi sao 1a thap nhat khi 0 = 0, ¢é nghia
la van 16c ban dau cda con tiu va xung luc cung chiéu, va dudc cho bdi

IGM :
A’:l"! = L — U — \"f -rq—lf\"rg — ]] :

I

Hinh 1.43
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(b) Sau lan phut diu tién, tiu vii tru thoat ra khéi quj dao tron xung
quanh vi sao va di chuyén trén mét quy dao parabon. Khi tau tiép cin quy dao
ctia hanh tinh ¢é ban kinh 7 = r; déng co tau mot 1an nita hoat déng (xem
hinh 1.43). D€ tiu di chuyén trén quy dao tron ban kinh 7y, van té¢ ctia no 1a

GM
v = .
1

Dit vy, 12 van t6c ctia tau khi né dén quy dao ctia hanh tinh va trude khi dong
cd hoat dong. Bao toan momen déng lugng doi hoi

UpeTo = V1eT] COS
hay

ToVoe
r '

Vie COS QY =
Bao toan ning luong suy ra

1 . GMm

§mvle - rl y
hay
2GM
Vie = .
T

Khi d6 xung luc riéng téi thidu cin thidt 13

AV = IV] — Vle|
hay
(AV)? = vi, + v} — 2u1ev1 cos
. 2GA/I GM Ty
N
3GM To 2G /
_GM (3_2,/2ﬂ) .
™ I8l
Nén

MZ\/GM(;;_Q ),
T ™

TBTALG COHOC
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(¢) V6i mét 1an phut nhanh véi goc # = 180°, xung luc riéng nho nhét 12
xung luc 1am cho vén the cla tu v/ = vp — AV = 0, do d6 né sé roi xudng vi
sa0. Do viy, xung luc tbi thifu can thiét 1a

GM
AV = vy = (| 2 .
To

(d) Néu sau 1an phut dau tién véi géc 8 = 0°, tau dat dude van tbe thoat

Voe = \/QGM, hay AV; = /EM (/2 1), n6 ¢6 thé tho4t khoi quy dao. Vin

To

‘ k) * 3 -
toc v clia tau dugc cho bdi

1 5 GMm

“mv? — " = hing sb .

2 r
Khi 7 — oo, v — 0. Lin phut thi hai ¢6 th€ thyc hién khi v = 0 theo géc
¢ = 180° d€ quay dau vé phia vi sao vdi xung luc riéng AV, ~ 0; Xung luc

2 A N
tong cong la

GM
AV =~ AV = r_(\/§—1).
0

Xung luc tdng cong t6i thiéu nhan dugc nhu sau
Gia st 14n phut diu tién véi géc 6 = 0° 12

AV, < voe — vg

Sau dé tau vii tru di chuyén theo quy dao elip. Van téc cta nd sé cuc tiéu tai
diém vién nhét. Tai d6 dong co phut 14n thit hai véi goc bing 6 = 180° dé tbi
thi€u héa AVs. Gia stf ring tai di€m vién nhat, tiu cach vi sao khoang r, va
cd van téc vg, do d6 AV) nhdn duge bang phuong trinh ning lugng

1 5, GMm 1 GMm

d — — 2_
572 ~ 2m(vo + AVY) -

Va phuong trinh momen déng lugng
mravy = mro(vg + AV}) .
Rut gon ry 4 phuong trinh trén ta'cd

2 2GMuvy 2GM
Uy — -+
To(vo + AVl) 70

—(UU+AV1)2 =O,

suy ra
GM GM

= +
ro(vo -+ AV]) 1‘0(1)0 + AV1)

— (v[) +AV1) ,
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trong d6 dau bén dudi tuong ng vai van téc tai diém cin nhat va dau bén
trén tng v4i van toc d diém vién nhat. Tai diém vién nhat
2G M

y = AVY) .
v2 T‘o(’Uo + AVl) (o + l)

Lan phut thir hai Av, phéi bing v, vé d6 16n nhung ngudc chiéu dé ding tau
. < ~ . A \ ~ . y
va tau sé roi xuong vi sao, nghia la vo + Avs = 0. Do d6
2GM

AVh = |Avs| =g = ————— — vy — AW},
2 tV2| U2 ru(v0+AVl) Yo 1

hay
2GM
AV + AV = — 5 gy
L 2 To (1)0 + AVl) vo
Ta théy ring gid ui cia AV, cang 16n thi xung luc riéng AV = AV; + AV,
cang nho, vdi diéu kién
AV < wvie — v -
Do dé d€ cuc tiéu hoa xung luong, }an phut ddu tién sé thuc hién mét xung
e AVy = /GM/ro(v2 — 1) va sau thdi gian dai vé cling, dong co phut lan
thi hai v6i xung luc vé ciing nho 1a AVs.

1064

“Cac vién dan gilta cac vi sao” duge coi nhu 1a nhitng ddm may khi dic
chuyén ddng nhu cic hat xung kich di qua ddm méy khi mat d6 thap hon. Xét
mét ddm mady hinh ciu déng nhit ban kinh R, khéi lugng M, va “vién dan”
ban kinh < R vi khéi luong m < M. Bd qua cac tuong tic phi hip din.

(a) Hay viét biéu thite Iuc F(r), 0 < r < oo, chiu bdi vién dan theo khoing
cach r tit tAm dam mady, va vdi thé ning V(r), 0 < r < co. V& V().

(b) Vién dan ¢6 momen xung lugng L = m{(GM R/32)!/? quanh r = 0 va
tdng ning ludng 1a E = —5GMm/4R. Tim (cac) di€m ngodt cla quy dao.
Vién dan & trong hay ngoai, hodc lic trong liic ngoai ddm may?

(c) V6i L va F nhu trong phin (b), viét biéu thirc dbi véi géc quy dao vi
sai df theo dr, r va R.

(d) Viét phuong trinh quy dao r(9, R) bing cach tich phan 18i giai phin
(c), cé thé st dung
/ arcsin ———— 2w b
\/a+bx+cz \[_ \'/b2 4ac’

c<0.
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Tim cac diém ngoit r, va phac hoa quy dao.
{MIT)

Loi giai:

(a) Luc F tac dung lén vién dan la

GMm
U A <r<R),
R N <n
F = :
GMm
———p (R<r<oo).
r

Tit dinh nghia thé nang V(r), F = - VYV (r), taco

R r
L’(r)z—/ F-dr—/F-dr 0<r=n),
aa R

V{r]z—/l"dr (R<r<x).

Khi thay thé vao biéu thic gan ding voi F va tich phan, ta tim duge

GM . 3 '
'JRI?}BRJ—?‘JJ (D<r<R),

GMm

7

(A< r<og)s;
Hinh vé phac V(r) nhu d hinh 1.44,

virl

Hinh 1.44 Hinh 1.45

(b) Nhu trong hinh 1.44, voi téng ndng ludng £ — —5GMm/4R, vién dan
chi ¢ thé chuyén déng bén trong dam mdy khi trong ving dugc bao bdi cac
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diém ngodt. Tai cac diém ngoit, 7 = 0, v = vg. Do dé

rmuvg = m GM
¢ = 32 )
GMm

2R3

2
2 apy, MY —5GMm
(r°—3R") + 5 = iR -

Khd vy, , ta o, v4i khoang cach ngoat r

32(%)4—16(%)24-1:0,

ching c6 nghiém

(1)2_ Qiﬁ

R/~ 8

suy ra )
Ty = 2i8\/§R

(c) Bao toan ning lugng va momen xung lugng cho ta

22 252
E =V + m<f+r>
L =mr?6.
Thay vao biéu thic trén
L
mr2’

,_drd9_~dr L dr

"Tddt T T mridd’

ta co6
5GMm GMm, , 9, . 1 1 (dr\?
iR~ am " ‘3R)+§m[ﬁ(@> *
hay
dr 2 2 , r\4 7\2
(@) =7 [—32(5) +16 (Tz) —1]
nghia la

1

2

r

GMR

32
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(d) D€ lay tich phan biéu thitc cubi cling, dit £ = (r/R)~% va viét lai
phuang trinh nhu sau

dr

~2d6 = :
V=32 + 161 - r?

Tich phan, ta nhan duge

o — 26 = arcsin 2z — 16
8V2
hay
r=844v2 sin(@ — 20) =8 + 4\/5(:05(29 +3),
nghia la

ry? 1
(%) - 12+ Vacos(20+ 9)] |

& diy 3 1a hing s6 tich phin. Bing viéc chon hé toa dé thich hop, ta cé thé
cho g = 0. Tai diém quay, 7 hodc cuc dai hodc cuc tiéuy, nghia la cosf = +1.
Do d6 cac diém quay cho bdi

T4y _._.__1___::1: M
R 4(2 + V2) 8

Nhu viy 6 tht ca 4 diém quay nhu chi ra ¢ hinh 1.45.

1065

Mot chim hat nhé ¢6 khbi lwgng m chuyén déng song song bay vé phia
mit tring véi van téc ban diu Vj .

(a) Va cham giita chm hat v4i bé mat mit tring la va cham gi? Biéu dién
su va cham o giifa ban kinh R, vén tbe khi roi khoi bé mit mit tring Vg va
Vo. Bb qua su xudt hién cta trai dar va mit trdi.

(b) Néu ban khéng thé suy ra tit céng thitc, mét phan ly luin sé& dua ra
mét cong thite t6t dua vao su phan tich kich thude hat va cin cif vao hai diéu
kién giGi han V, tién dén 0 va Vj, tién dén vé cling.

(UC, Berkeley)
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Loi giai:
(a) Hing sb va cham 18n nhAt 13 by,.c. C4c hat s& va cham véi mat trang

néu khoang cach gilta chiing Xip XI byax hodc nhé hon. Su bién thién ning
luong va momen xung lugng dudc tinh

nﬁ B mVy? B GCMm

2 2 R
MmVobmax = mV R . (2)

(1)

Tt phuong trinh (1) chiing ta ¢6 thé tinh dudc

. . 20M .
VI VR TR = VRV

Tir phuong trinh (2) suy ra

V2R? , V2 R?
b?nax — — R2+ esc .

2, A va ’ 2 - > ’ I - - \
O day dién tich bé mat va cham cta cac hat v6i mat trang la

: . V2
o=mb2 =kt (1 + —SQC) .
VO

(b) Dbi v6i hai trudng hop gidi han, ching ta c6

g — oC d6i véi Vy — 0,

o— 1R? déi voi Vg — oo .

Cac két qua nay cé thé hifu nhu sau. V6i Vp rit nhé, tit ca cac hat sé va cham
vOi mat tring, ching ta c6 thé bé qua tic dong cha trai dit va mar troi. Dbi
vdi van the 10n, nhitng hat t6i mit tring s& chuyén déng dén voi sy bé qua thé
nang do stre hit clia mir tring khéng dang ké so véi dong ning tac dung.

Dé ap dung phuong phap phan tich kich thuée, chting ta dua ra dién tich
bé mit sé 14 b& mit hinh hoc ciia mat tring voi thita sé kich thude bao gém

VO va Vesc “
p |%
_ Rg 1 b esc ’
o= [ + ( A

3 déy a va b 12 hang sb chua biét ma khéng thé xac dinh bing phwong phap
nay. Hé sb a phai duong thda man hai diéu kién gidi han.
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1066

Gia st mit trdi chuyén dong quanh bdi mét ddm may bui md réng ra xa
nhd hon ban kinh ctia trai dit. M3t tr8i cho biéu thitc thé ning quen thude
V = ~-GMm/r, va cha dam bui 13 V = kr?/2, Trai dit chuyén déng tron theo
elip v4i ban kinh trung binh ro. TAc dung cia dam bui c6 thé 12 nguyén nhan
chuyén ddng gn véi elip. Tim biéu thitc gin ding (gin ding bic mot ddi véi
k) tc d6 tién déng va chidu ciia né so véi chidu quay.

Gai y: Xét dao déng nhd xung quanh ro.
(UC, Berkeley)
Lai giai:

Trong phuong trinh chuyén dong theo tia cia vat dudi tac dung ctia cac

lyc xuyén tAm thé nang hiéu dung 13

—GMm  kr? L2
= + — +

U(r)

r 2 2mr?
Trai dét sé chuyén déng véi quy dao kin ban kinh rp néu U(rg) 1a gia tri vé
cung, nghia la
(dU (r)) _o. )
dT T=t0
hoidc
GM 2
TO mro

tlt d6 c6 thé xé4c dinh dugce r .
Khai trién U(r) theo chudi Taylor
dU 1 (d*U
Ur) = i — (¢ —rg)2 -
(ry =U(ro) + (dr >r=r0 (r —rg) + 5 (dr2 )r=r0 (r—ro)* +
1 [d2U
~ U b — 1g)?
oo+ 5 (5e) =0,
vi (%)r=r, = 0 chi con lai nhiing s6 hang chil yéu. Phuong trinh ning luong
c6 thé viét duge véi r — rp = z nhu
1 5, 1 (d"’U

—mi?+ - [ ==
2 \ dr?

) £%> = hing s6 .
2 r=rg

Léy vi phan hai vé cta phuong trinh trén theo thdi gian ta duge

. (dZU)
mi+ | = z=0.
dT =1
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3 day dao déng nhé quanh ro véi thn sb goc

"
oy = U T0)
m

trong do
—2GMm 3L2 L?
U'(reg) = 3'_+k+—4=3k+'—""{\
o mrj mrg

Sit dung phuong trinh (1). Dbi v6i chuyén ddng gén tron L = mr3wy, va chung
ta tim duoc
U'(r) =3k + mw% ,

wo 12 van the goc clia chuyén dong quanh mat troi. Tinh gin dGng bac mét
theo k, ching ta ¢

\ A A A s N
va toc dé tién dong la

Khi w, > wy, nghia la thai gian chu ki dao dong theo tia nhé hon so véi chu ki
quay, huéng tién dong la nguge véi hudng quay.

1067
Mét hat c6 khéi Iugng m nay lén véi thé ning bac nhit U = kr.

(a) Xéc dinh ning lugng va mémen xung luong déi véi quy dao tron ban
kinh 14 r? )
(b) Xac dinh tin s6 cta chuyén déng nay?
(¢) Né&u hat léch khéi chuyén déng trén & mite d6 khéng déng ké, tin sb
ctia dao ddong nho nay la bao nhiéu?
(UC, Berkeley)
Loi giai:

Lue tac dung 1n hat nay la
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(a) Néu hat chuyén déng tron véi ban kinh r, ching ta 6
mw?r =k,

nghia la

Ning lugng cda hat dugce xac dinh la

2 2,.2
mu mwr 3kr
T+ = T+ — ;

va momen xung luong quanh gbc toa d6 cla hat la

k -
L=mwr?= mrQU — = Vmkr3 .
mr

PR A ’ 2 g a . N N . L
(b) 1an s6 goc cua chuyén dong tron nay la w = /-

(¢) Thé hidu dung la
L)
Ueff = ]&7‘ + m .

Ban kinh rq clia chuyén dong tron 6n dinh dudc xac dinh béi

nghia la

Vi

PUet\  _ 31| 312 (mk\Y m_k)/
dr2 J _. omrt| o om \(L? L? '

tAn s6 goc ctia dao déng theo tia nhd quanh rq, néu né hai 1éch so véi chuyén
dong tron 6n dinh, 1a (bai tip 1066)

|1 (U {3k (mk\'/?
" \m dr? T__ro— m \ L2

3k
= ‘3—:\/50.’0}

My

- " N X 4 s > » A N rd .
0 day wq la tan so goc cua chuyén déng tron 6n dinh.
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1068

M6t hanh tinh chuyen dong tron xung quanh mot ngm sao ¢6 khoi lugng
Al Ngm sao bi nd 18p vd, bin ra bén ngoal V@i van tbe 16n hon nhiéu so véi
van téc chuyén déng clia hanh tinh, ddn dén su gidm khéi luong ngay tic
khic. Phan con lai cfia ngdi sao c6 khbi lugng M’ 16n hon nhiéu so véi khbi
lugng ctia hanh tinh. Xac dinh tAm sai ciia quy dao cda hanh tinh ngay sau khi
n6. (B qua luc thiy déng luc tac dung 1én hanh tinh bdi su md rong ra clia
18p vo. Tam sai dugc xac dinh lién quan dén ning lwong E va momen xung
lugng L bai
2KL?

2
2y =
¢ T TR

3 day M, 1a khéi lugng ctia hanh tinh va d6 16n cdia hte hap din giita ngdi sao
va hanh tinh la K/r3.)
(UC, Berkeley)
L3 giai:
Trude khi vu né xay ra, hanh tinh chuyén déng tron véi ban kinh R quanh

ngdi sao. Vi tAm sai ¢ ctia quy dao bang khéng nén tit phuong trinh xac dinh e
ta co

o T MuK?
212
Vi
Myp? K
BT L=MRu.
ching ta c6
L?
T MK

Goi I/ va E' 1an ludt 13 momen xung lugng va ning luong toan phin ctia hanh
tinh sau khi né. Khi dé

L'=1"L,

G(M — MM,

EF=FE+
R

Vi K = GM M, va K’ = GM’M, chiing ta c6 dbi véi tdm sai e ciia quy dao
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I 4
sau vu nod
. 2E/L"
2 _
=t AL Kn
2 {27 4 M G(M - MM | 12
= 1 + MpKl‘z 1
INEANAN
- M’ M)
tr do ta cb

1069

Mot vé tinh nhén tao chuyén déng quanh trai dit véi qui dao elip dudi tic
dung bdi hai thanh phin nhiéu loan:

(a) M6t thanh phin khéng xuyén tAm cla trudng hap din trai dat do dé
det cuc cta trai dit.

(b) Luc can khéng khi ma do sy gidm ap suit nhanh theo d6 cao nén tip
trung gan diém can dia.

Dua ra 1y luan dinh tinh d€ chi ra nhiing nhiéu loan nay sé thay ddi hinh
dang va huéng cta quy dao chuyén déng Kepler.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

(a) Do dé det cuc clia trai dat (phan gach gach chéo trong hinh 1.46), mit
dang thé & khodng khong gian 14n can 13 mot qua cdu det (elipsoi ditt nét).

Gia sir mit phing quy dao N clia vé tinh tao mdt gbc ¢ vét mit phing xich
dao Al cua trai dat.

Vi mit ding thé 1éch so vdi mat ciu, luc trong trudng cda trai dat tic dung
1én vé tinh, von vudng géc vdi mat ding thé, khong con hudng thing vé tam
clia trai dit (nhu luc tac dung 1én vé tinh tai A va B hinh 1.46). Vi luc nay
13 khé nhé, quy dao cha vé tinh vin c6 thé xip xi duge coi nhu hinh tron.
Hiéu ung cta thanh phan lyc khong xuyén tAm ty triét tiéu qua mét chu ki,
nhung momen quay ctia né déi véi tim ctia trai dit thi lai khéng. Momen quay
“tuong duong” nay hudng vao mit phing cla to gidy va vubng gbc véi momen
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mit ding thé

Hinh 1.46

xung luong quy dao L cua vé tinh von vudng goc vai mat phang quy dao N va
nam trong mat phang cha ng No 1a nguyén nhan lam vectd momen xung
luong toan phén tién déng quanh L.

(b) Bdi vi luc can cha khong khi la tap trung gin diém cén dia, n6 1am cho
vé tinh chuyén déng cham dan vé diém can dia va 1am giam nang luong va
momen xung lugng ctia vé tinh & moi lic né di qua diém cin dia. Diéu nay sé
lam cho diém vién dia ciia quy dao vé tinh trd nén gan hon véi trai dat va cudi
cung quy dao trd thanh dudng tron vdi ban kinh bang voi khoang cach giita
diém can dia voi tdm cha trdi dat. Tac dung tiép cda luc can sé lam giam di
hon nira khoang cach ciia né vai trai dat cho dén khi né rai xudng trai dat.

1070

Mét hat ¢ khéi lugng m chuyén déng dudi tac dung cda lue hip dan
xuyén tam f(r).

(a) Hay lua chon diéu kién ban dau dé cé thé quy dao chuyén déng la
dudng tron.

Quy dao chuyén déng tron 1 voi gia thiét nhiéu loan xuyén tdim nho.

(b) Xdc dinh mdi lién hé giira cac dai lugng f(r), r va 3f/dr dé quy dao
chuyén déng nay én dinh.

Cho biéu thite cta f(r) 6 dang f(r) = —K/r"

(c) Xac dinh gia tri lon nhét cta n dé quy dao chuyén déng ton én dinh.

{Princeton )
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Lai giai:
(a) Thé hiéu dung cha hat 13

2
V= J +V(r),

© 2mr2

” \ M 1A \ ' A a ’ 2 . —=dv . ] - 2
trong d~lo \J la hang so va V' lién h¢ vai f boi f = =%, khi do néng lugng tong
cong sé la

22
mr
E=——+V".
) +
Chuyén dong co thé coi nhu 1a mét chiéu va doc theo huéng ban kinh. Chuyén
dong trén cua hat trong trudng V tuong tut nhu hat chuyén déng quanh vi tri
can bang trong truong V*.

O vi tri cin bang r = rg,

ov*
or =0
hoac
oV J?
o Tt )

Néu didu kién ban diu théa min ding thitc trén vd E = V*(ro), thi quy dao
chuyén dong la quy dao tron.

(b) D€ quy dao tron bén, V* phai nhé nhit tai r = ro. Diéu nay doi héi
o*ve
(__M ) >0,
r=rg

32OV o g 32 _of
mrt  Or? ’ y mri  Or

tire la
>0,

tai r = 7. )
(¢) Néu f = —K/r™, thi 8f/8r = nK/r"*! vi (1) cho ta dude

J?=mK/ri73.
Diéu kién & day 13
3J2  af
-
nghia la
3K nK
>0,

Frtl T pnhd
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doi hoi ring n < 3 d€ quy dao chuyén déng 1a bén.

1071

Xét hanh tinh khéi lugng m chuyén déng trong quy dao gin tron ban kinh
R xung quanh ngdi sao khéi lugng M. Ngoai luc hip din ¢é luc ddy lén hanh
tinh u & véi khodng cadch r tit ngdi sao, F = Ar. Tinh van tdc goc cha qua
trinh tién déng cda diém can tinh (diém gin nhat véi ngéi sao).

(Princeton)

Loi giai:

Luc tac dung lén hanh tinh la

—-GMm

f= 5 + Ar .
r

Véi u = L, cong thitc Binet (bai 1055) cho phuong trinh quy dao

d%y A
mh“u (d02+u) GMmu +u.

vdi quy dao gin tron ta dat u = ug + u, & day du 1a dai lugng nhé. Phuong
trinh trén khi d6 cho ta, chi giif lai dai lugng béc thip nhét

2
mh? {J (6;) + ug + 6u} =CMm — *A—a
dé u3 (1 — O_U)
0 up
~ GMm - (fia) (1 - 35_“) | W
uy Up
Néu quy dao ddng tron, u = ug, du = 0, biéu thirc trén trd thanh
,2 A
Ug
Stt dung phuong trinh vao (1) ta nhin duge
o [d2(du) 3A
2 — —
mh [ 102 +5u] = ugéu,
hay
d?(6u) 34
702—+<1—mh—2ug)6u—0. (3)
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Chon toa dd thich hop ta c6 thé vibt 18i giai nhu sau

du = Bsin(af) ,

\[ 3AR3
thuO GMm — AR3

khi h%ug = GM — A/mud, uo = 1/R. Khi d6 néu 6, va 9, 1a géc cta hai diém
can tinh ké tiép, ta c6

8 day

0,92 —091 =2m.

hay

no =2

a
Khia < 1, goc tién dong la

2m(1 — a)

Ab, = A - 21 =
a

Thoi gian doi héi d€ dudng nbi diém can tinh va sao bit ddu quay mét géc
A, 14
A=t
a8 0,9

’ n S 4, 3 A N
Do d¢é van toc goc tién dong la

A8,
wp = = (1-a)f.
Vi van téc géc quay ctia hanh tinh dugc xac dinh béi A

h GM A

912725_ RS m
ta co
o - /GM_A_\/GM_
PV R m R3
1072

(a) Mét hanh tinh khéi lugng m quay quanh ngéi sao khéi lugng M. Hanh
tinh chju mot luc kéo nhe F = —av gay ra do chuyén déng qua khi quyén dim



Cd hoc Newton _ _ 107

dac cva ngdi sao. Thita nhan quy dao la wron vdi ban kinh » = ry tai f = 0,
tinh quan hé phu thudc thoi gian cia ban kinh.

(b) Biy gid bo qua lue kéo. Thira nhan rang c6 thém thé hép din Newton,
hanh tinh chin thé nhd dé thé nang thuc la
GMm

T i

Vir) — -

el m

d day = |3 hang s6 nho.
Tinh 1ée d6 tién dong cGa diém cin nhat cha hanh tinh, dé bac ¢ nho nhat.
Ta ¢6 thé cdng nhan rang quy dao gan nhu tron. N6i cach khac, ta phai tinh
goc - duoc phac hoa wong hinh 1.47.
(Princeton)

Hinh 1.47

LGi giai:

(a) Khi luc kéo F nhd, no co thé dude xem nhu mdt nhiéu loan nhod cho
chuyén dong cua hanh tinh dudi trong luc cha ngdi sao. Phuong trinh nang
luong khong bi nhieu loan [a

gy, GMm
2o r2g?y .

= —m(r

1
3 .

Néu quy dao tron véi ban kinh r, 1a ¢6
2
nw GAIm
F=1, mrid — — = g s
r r
va nhu vay
G
o9

E_

Lite kéo gdy nén 1én hao ning luong voi toe do

G M

g W
8 V- vV (434

r

AATLLG OO HOC
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N6 cén phai bing

dE _ GMmr
dt 2r !
lam xuét hién
2a
= ——7
m

tich phan nd cho ta

L&)

o

F=7Tp€ ™ ,

ddiytadasodungr =rytait=0.
. . o N 2 a 4 P P _ GMmn
(b) Hanh tinh b?y gio chuyén dong trong the xuyén tdm V (r) = — =27 4
% va nang lugng tong cha né la
1, J?

E=—-m+
2 2mr?

+ V{(r),

6 diy J 1a momen xung lugng dude bao toan, J = mr2p.

Vi
_iild/‘f’* dr
dyp dt deu,o'
ta cd
J? /r?
dr=\/2m(E—-V)— — | = |dy,
! m( ) 72 (]) v
hay
/ Jdr
H = J + const.
QW(E V)—'ﬁ

Trong trudng khang bi nhiéu loan V, = —GMm/r, quy dao néi chung Ia elip.
Tuy nhién, trong trudng bi nhiéu loan V, quy dao khéng khép kin. Trong suét
thdi gian trong d6 r thay déi tif ry,, t8i rmay Va lai thay déi dén ry,,, vecto
ban kinh quay di mot goc Ay duge cho bdi

i m(E—V)— -

Tmaoax
Ap = 2/
r J2
\/2

*—2— " \/QmE V)——dr

Tmin
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Khiviét V = =CMm 4 & - V4 5V, ta khai trién theo chubi Taylor theo mi
cua oV
1 /0f 1 [ 6%f ,
V)= f(V — | = oV + - | =5 VY ...
FVy = F(V0) + (W)V___VO ‘e (wz L

S6 hang bac khéng cho ta 27 {ng véi quy dao 12 elip. S6 hang bac mét cho ta

o o [Tmax 2méVdr
Y= 8 _— ] 72
2m(E - Vo) - 5

g6c dude chira @ hinh 1.47.
Bién phai ly tich phan theo c6 thé thay ddi theo cach sau. Ta c6

i dr
Yo T mridp’
nghia la
1 J? J dr
; 2771(E_V0)—;75—WE

Do d6 tich phan sau cting c6 thé dudc viét nhu sau

0 [2m (7 ,
= — | é s .
1 a.J[JfOT Vd“’]

Vi 8V = =/r? ta nhin duoc

,..i Qm/"Ed ___27r5m
LN A VRN At E PR

1073

(a) Tim lyc xuyén tim dua dén quj dao sau diy cha mét hat
r=a(l +coséb) .

(b) Hat khéi luong m bi tac dung bdi luc hit ma thé ciand 1a U « r—°.
Tim tiét dién bit téng dbi vai hat dén tir v6 cung véi van tde ban diu V.
Luu ¥: Phan (a) va (b) ¢6 taé dua vao cac luc khac nhau.

(Princeton)
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Loi giai:
(a) Trong truong luc xuyén tam, phuong trinh chU}'én dong cua hat la

mir - rf%) — F(r) . (1)
r’0 — hingsé — k. chang han .

Khi do 'l By o

g 1 g:i(_*)z—-_”_
re it
Voir - a(l + cos(), ta cing co

P aflsing

2 i ah? [ 2sin‘d
= —al@sind + @ cos) = - L0 s o ocos (f)
i | + cost _

—-ah? s (7= 30
- L'IQ —cosl) — h* (r -——d“) )

o A

S dung biéu thic wén ta ¢6 thé viét (1) nhu sau

s {h"’[r 3i1) (h ﬂ 3k
Flerl=m| ——m — ¢ | — n )
) r e 7

né la lue hudng tam doi hoi.

Uett

‘ / |
Hinh 1.48

(b) Vi ! = - &, thé hiéu dung la

U 1.2 0
ol 2rnrd !
6 diy L — mhV, la momen xung lugng, no duge bao toan trong trudng lue
xuyCen tim, b 1a thong so va cham, Dé tim cuc dai cia U, xét

gt —L*  do

== 3 = -5 - U 5
dr mr r-




(.o hoc Newton 11 'J_

no cho

some
_ [
'y = V _Lf

nhu khoang cach 6 do Uy 1a cuc dai. Khi do

E

({-'F- "I Tr— Ly = T
Lt YT Tom2a

Dang ¢lia U duge chira d hinh 1.48. Thiy ring chi cac hat vai ning lugng
wng £ = Uy sé rdi vao tim hre, Nhu vay thong so va cham cuc dai dé bat
duoe cho boi - {7y, hay

—= = —mVe
16m=a

cho ta

- . . A AL ra -
Vi vay tiet dién bar tong la

a
g = whs = 27,/
IS \i m

1074

(a) Mt hat khoi lusng m chuyén dong trong thé V(r) — k/r% k > 0. Xét
chuyén dong trong mat X-¥, khi cho » va © 1a toa dd cyc trong mat phing,
va cho 161 gia1 voi r nhu ham cua ¢, momen xung ludng ( va nang luong £
(hinh 1.49).

Hinh 1.49
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(b) Stt dung két qua cta phin (a) d& thao luin tan xa (cd dién) trong thé
d6. Dt 6 1a goc tan xa. Lién hé théng s6 va cham véi 9 va ning lugng E va
dé tinh tiét dién vi sai nhu ham ctia 6 va E.

(Princeton)

Lai giai:
(a) Luc tic dung 1én hat la

v
or 3

Cong thirc Brinet (Bai 1055) khi d6 trd thanh

2
h2u? (—0—u -+-u) = _F = --%u3 ,

F =

d¢?

hay

62u+ 1+—2k u=20
Op? mh?2 o

8 day h = 72¢, v = 1/r. Nghiém ctia né la
u= Asin(w¢ + ¥) ,

3 day w? = 1 + 2k/mh?, va A va ¢ 1a cic hing s6 clia tich phan dugc xac dinh
1t diéu kién ban du.

C6 thé thiy ur hinh 1.49 ring dbi véi r — oo, c6 nghiala u — 0, ¢ — 0.
Vi vy 1 = 0. Cing v8i 7 — 00, ¥ — 7o, duce cho bdi E = Jmr2, c6 nghia 13

oo
Foo = — %%7, & day diu Am duoc chon Vi tia téi r giam véi su ting ¢. Khi dé
dr. dr h du
= ——— :——-—:—h—Z—AhUJ y
b? = a5 do cos(we)
ta co, voil = hm,
A= i 2mE
lw
va vi
1 V2mE |
- = sin(wd) ,
r lw
0 day w dugce cho béi
9 2mk
@=14+—.

l?
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(b) Tir két qua trén c6 thé thiy ring r 13 cuc tiéu khi wp = I, nghia la &
@ = ¢o = 5-. D6 la khoang cach clia tiép can gin nhit OC dugce chi ra trén
hinh 1.49. Do tinh déi xitng cda tén xa, goc tan xa l1a

9:7r—2¢>o:7r(1——1—> .
w

Khi dé vi I? = m?b%72, = 2b°mE, ta cb

) 1
0 2mk\ 2 k 2
1‘;—<1+ z2> -(”b“'z"é) ’

62 20 k

2 1 WRE+k

c6 nghia la

cho ,
b = k (m-6)°
E (27 — 6)0
nhu 13 quan hé giua # va b.
Cac hat véi cac thong s6 va cham giita b va b + db sé bi tan xa trong goc
gita & va 6 + df, cb nghia 14 trong goc dic dQ = 2 sin 6d6. Do do6 tiét dién vi
sai tai goc tan xa 6 trén mét don vi goc dic la

do | 2nbdb | | b gé
dQ  |27sinddf| |sind df
k. ni(r—0)

~ Esinb (27 — 9)262

1075
Dua ra céng thife va tinh toan cac gia tri cia (a) gia toc trong truong tai
bé mat mat tring, va (b) tbe dé thoat tit mit tring.
(SUNY, Buffalo)
Loi giai:
(a) Dat M va R 14n luot 13 khéi lugng va ban kinh cha mit tring. T dinl,
luat hip din vii tru va dinh nghia gia téc hip din tai b& mat mat tring, ta cé

GMm

R2 :mg)
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8 day m 14 khoi lugng ctia mot vat thé trén miat tring. Quan hé d6 cho gia tbe
hip din tai bé mat mat trang nhu sau

GM _ 6,67 x 107" x 7,35 x 102

=1.62 m/s% .
R2 (1,74 x"106)2 m/

g:

(b) Thé ning clia tén lira khéi luong m tai khoang cach vé cling tir mat
tring p — oo la
GmM  mgR?
p p
Péng ning clia n6, mot dai luong duong, it nhat 13 bing zero. Bdi vi dé tén
lita c6 thé téi v cling tf mit trang, tdng cd ndng cua nd it nhat phai bang
zero, boi dinh ludt bao toan ning luong.

— 0.

Tai bé mat mat tridng, tén lta cé t6ng nang lugng

E = %mvé—ng.

Néu vg 12 toe db thoat, ta ddi hdi E = 0, hay

vo=2gR = /2 x 1,62 x 1,74 x 106 = 2,37 x 10° m/s .

1076

Xét chuyén déng clia hat khdi lugng m dudi anh hudng ctia lyc F = — K,
K 1a hing s6 duong va r 1a vectd vi tri ciia hat.

(a) Chitng minh ring chuyén déng ctia hat ndm trong mot mit phang.

(b) Hiy tim vi tri cGia hat nhu 12 ham cta thoi gian, thifa nhan ring tai
t=0,z=q,y=0,V,=0,V, = V.

(¢) Hay chitng minh ring quy dao 14 elip.

(d) Hay tim chu ki.

(e) Chuyén déng ctia hat ¢6 tuan theo dinh luit Kepler vé chuyén dong
cna hanh tinh?

(SUNY, Buffalo)
Loi giai:
(a) Dbi voi luc hudng tam F = — K,

rxF=Krxr=0,.
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Khi B mdV /di taco

A
r =)
ot
hay
ri_ri"\ﬂ =VxV+rx oy -0
it t
Tich phan ta nhin duge
rxV="h.

mot vects khong ddi
Tir d6 suy ra
rh rerxV=rxr-V=I[.
diéu nay cho thay ring r vudng goc voi vecto khong ddi b, tire 1a v nim trong
mat phing vudng goc véi . Diéu dé chimg 16 chuyén ddng cla hat bi giam

1rong mét mat phang. Ta chon mit phing 13 mit phing ry véi gbc toa do o
tam luc.

(b) Phudng trinh chuyén déng cia hat [a
mr - hr.
hay trong hé 10a do Descartes

¥ - wr =D

Li t .A.-'I‘!y = U ¥
trong d6 w? = A /m. Nghi¢m 1éng quat clia hé phuong trinh trén la

r— Aysin(wl +dy).

y = _‘-1-___- h'il'l{u..’t + (::‘2:' "
Vai di¢u kién ban dau da cho, uie 1A

o= Aysing, = a.
y — Aasmes — 0,
O= dweosg, =0,

v — Adawcosdy = Ty,
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ta im dugc ¢ = 7r/2, &> =0, 4y =a, Ay = Vo/u.) = \/m/KVD. Tu do

I = asin —t+ -],
m 2
m A K
yz‘/?VOSm (\/;i) .

(¢) Hé phuong trinh cubi mo ta mdt elip khtt tham sb ¢ ta thu dude phuong
trinh chuén cho mot elip

nS

32
b2

fm
b= /=W
KO

(d) (x,y) trd vé ciing cic gia tri khi ¢ ting lugng T sao cho

+ =1,

le ]

vOi

—T = 2n
m
T\ do chu ki &
m
T=2 — .
™K

(e) Dinh lu4t Kepler thit ba néi ring t s6 binh phuong chu ki quay ctia mot
hanh tinh trén lap phuong chidu dai ban truc 16n ctia quy dao clia né 1a mét
hing s6. Do dé ta cb

47%m 5 b
(Chu ]d),z B T(G—a neua > o,
(chidu dai ban truc16n)® | 4n? [K 4
i\ m neua < b.
0

Vi 1 s6 nay phu thudc vao m vi ¢ hodc m va V, nén dinh luét Kepler thit ba
khéng dugce tuén tha.

1077

(a) M6t hat c6 khoi Iugng m chuyén ddng trong mét trudng xuyén tim vdi
thé ning 13 U(r). Phuong trinh quy dao thu dugc 1a khéng thay déi. Biéu dién
g6c cuc p vao tham s6 7.
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(b) Néu hat chuyén dong tir v6 cuc ra xa voi van tbe ban diu Vp, hing sb
va cham b, va tan xa theo phuong riéng 0, xac dinh vi phan tiét dién vi sai theo
thong sb b.

(¢) Tinh tiét dién vi sai va toan phin déi véi tan xa tit mot qua cAu cimg.
(SUNY, Buffalo)
Lai giai:

(a) Néu mét hat ¢6 khdi luong m chuyén déng trong trudng luc xuyén tim
voi thé ning U(r), co ning E vi momen xung luong dbi véi tam luc mh cha
nd la nhitng dai lugng bao toan. Nhu viy

| S .
L + 1) + U = B
r2p = h, hay p=—.

Vi chiing ta ciing cé

., dr drdp dr hdr
T:—:———:(p-——-:——]
dt  dp dt dp ridp

nén phuong trinh ning lugng trd thanh

1 |h? fdr\?  ,h?
§m[;( (@) +TT_4 +U(T)—E‘

nre la
hd
dd): i y
272
ry/—|[E — U(r)] — h?
m
hoac ‘
hd
¢:/. > 3 . y
T
A K2
r\/m[E U(r)) —h

biéu dién géc ¢ theo tham sb r.

(b) Quy dao clia hat trong trudng luc xuyén tam la doi xitng déi véi duasng
thing néi tim diém dit cia luc vai diém tiép cin gin nhit (OA trong hinh
1.50). GAc tan xa cua hat 1a

8 =mn— 2Lp0
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voi [ ¢] xac dlnh badi

f'x hddr
=0 =
T rf 2!' 2

.!“'.ﬂ " i' L -F s [.Jr. == }._I
H\' e Ir]] ’

'“h !

0 ddy ruuin 1a khis - 0 trong phuong trinh nang luong hodc £ = Ulr) + 5.
Theo dinh luat bao toan

2
— _mé[;,“ mh = mbVy .,
khi do
= bt
‘1“‘"] :/ s
Vman 5 ii b ?-L’!Ea’ )

Hinh 1.50

Goi dN 1a s6 hat tan xa trong 1 ddn vi thoi gian trén mot goe khbi twong
{tng voi g6c tan xa f va 0 1 di, va n la sb hat xuyén qua trong mét don vi dién
tich thiét dién ngang ca chum trong 1 don vi thoi gian. Tiét dién vi sai duge
dinh nghia nhu sau
AN

i

' o o
Vi goc tan xa ¢ o6 lién quan vdi hing sé va cham duy nhét b, chiing ta co
AN = 2unldl

tuc la

der = 2mhdb .
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Chung ta ¢6 thé viét lai biéu thitc trén

iy
— | df
et ¢

1f {
da — Ih r_}‘rfﬂ' 4
) s fd

6 day 42 1a goc khou gitta 2 hinh nén tron thang vdi cac goe mad # va (- o
d§2 = 2 sin i
Chu v "t"ﬂ & day chinh la thiét dién vi sai trén don vi goc khbi,
(¢} Mét hat chuyén déng tu do trude khi va cham vao qua ciu CUng., Do

chung khong thé xuyén vao phia bén trong clia qua cAu, su bao toan dong
lwogng doi hon goc tai va goc phan xa dude biéu dién nhu hinh 1.51.

thnh 1.51

Khi do

. . fm = f}
h = usin S = usin 5 ) —uceos |

der ha . 0 ot
Lol = ) = —.
! LESTIN:] 2 B

Vi dai lucng nay khong phu thude vao goc tan xa, tong thlet dién tan xa la
oo Ands - mat,va bang voi thiét dién hinh hoc cla qua cau elng.

T do

1078

Mét vat co khéi luong 2 kg nhu hinh 1.52 khi dich chuyén va tha ra ta sé
dao déng khang ma sat trén mat phang ndm ngang vdi chu ki 7 /6 giay.

(a) Xac dinh lite 1ac dung dé vat dich chuyén duoc 2 cm khdi vi ui can
bing?
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(b) Néu c6 mét vat nho dit trén vat 2 kg, va hé sb ma sat giita 2 vat 12 0,1,
bién dé dao déng cuc dai 1a bao nhiéu dé cho vat nhd khéng trugt ra?
(V6i gia thiét chu ki khdng bi anh hudng khi thém vat nhé 1én trén).
(Wisconsin)

2kg

v eo ssa sy sy oL resrd

Hinh 1.52
Lai giai:
Goi k la hing sb ctia 10 xo. Phuong trinh chuyén déng cta vt 13
28+ kzx =0,

hay
fé+w2z:0,

& day z 1a dé dich chuyén cda vt ra khoi vi tri cin bang, va w? = ¥. Nghiém
tdng quat ctia phuong trinh la

z = Acos(wt + @) .

2 2 T
,11:—:2 - = =,
w ﬁ\/; 6

trdéchow =125, k=288 Nm~'. Néuz =108t =0,thi¢ =0, A = x0
va nghiém la r = zgcos(12t).

Chu ki cua dao dong la

(a) Luc tac dung cAn thiét 13
f=kr=288x2x10"2=5"76N.
(b) Néu vat nhd dich chuyén cting v8i vat 2 kg, né sé ¢b ciing gia tbc nhu
vat 2 kg, tire 1a & = — 144z cos(12t). Goi khdi lugng clia né 1a rn. Khi né bat

dau truot, luc ndm ngang 16n nhit tac dung 1én nd vugt qua lue ma sat tinh

0,1 x 1ng = 144mzxy ,
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ta co 0.98
y -3
Ig= =6,8x107°m.
0~ 144 —
Néu xo vuot qui gia tri trén thi m sé trugt. Do dé 14 bién dé 16n nhit d€ cho
no khong truot.

1079
Hai 4m thoa déng b ciing tin sb vi 4m lugng tao ra cudng dé bing khong
tai mot diém A nao dé. Tuy nhién, néu chi cé mdt trong hai ngudn, 4m luong I
t6i diém nghe duge & A. Giai thich tai sao theo dinh luit bao toan nidng lugng.
(Wisconsin)
Lai giai:
Goi s; va s, 13 khoang cach tir 1 diém trong khong gian tdi 2 ngudn 4m
thoa. M&i mét ngudn 4m thoa cho diém nay mét phudng trinh dao déng

. 84
= nsinfu (1= )]
n 181N W c

Yz = Igsin [u) (t - 2)] s

va

¢ 12 toe d6 4m thanh.

Néu s, va s, cing 16n hon nhiéu so véi khoang cach giita 2 nguén, ching
ta ¢ thé coi I; va I, x4p xi nhau, titc 14 I ~ I, ~ J,. Dao déng téng hop la

y=n+y=1I {Si“ [‘”(t N 871)} sin [w(t - %ﬂ}
= 2], sin {u) (t - %}5)] cos [“’(322;31)} '

3 diyy =0 néu

) eI, =02
2c 2

Két qua ctia dao déng tdng hop 14 0 néu tai diém ma s, — sy 12 56 1é 14n nita
bubc song )/2. Diéu nay khéng vi pham dinh ludt bdo toan ning lugng va
la hién nhién khi ching ta tinh todn dén ning lugng dudc bdo quin & trong
truong chita séng. Mic di bién dé va ning luong clia dao dong 1a bing khéng
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& niit, con 6 bung séng bién do ctia dao déng 1a gip ddi va ning ludng sé 16n
gap 4 1an gia tri riéng 18, Tinh toan cu thé sé thiy ning lugng cla dao dong
téng hop bing tdng ning luong clia cac dao dong riéng 1é.

1080
Mot vat ¢6 khéi lugng 70 & trong mét mit phing chuyén déng tron déu voi
tan s6 goc w. Luc hudng tdm dudc sinh ra bdi mdt 1o xo ma hang s6 lucla K
(bd qua trong ligc). M6t xung Iuc rat nhé tic dung vio vat. Tim tin sé cia dao
dong xuyén tam,
(Wisconsin)
Lai giai:
Trong hé toa dé cuc, hé phuong trinh chuyén ddng cda vat la
m(7 —r0*) = ~K(r - 1) ,
m(ré + 270) =0 .
Ti phuong trinh (2) ta ¢6

726 = const.

Goi R 12 ban kinh cia chuyén ddng tron déu ctia vat. Ching ta ¢6
mRw? = K(R — o), r26 = R*w .

Goi ' — r - R la dd léch so v8i chuyén déng tron déu. Ta co thé viét phuong
trinh theo tia nhu sau

Lo » Ri.? K, ,
r— —-’:‘-—- =7 - (_Rq_,:’)j = —;;(’I‘ + R— 1‘0) .

Néu xung luc xuyén tdm nhd, r’ < R va phuongtrinh trén trd thanh

R m m

hoac
K
P+ (3;.)2 + ——) r”=0.
m

’ A ‘ ) A N A A A N -“. _-_——7
Do d6 tan s0 cua dao dong xuyén tdm la w’ = V%“2+'%'
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1081

Mot hat c6 khébi luong m chuyén déng dudi tac dung cda luc hdi phuc
— Kz va lue can — Ru, trong dé z 1a d6 léch khdi vi tri can bang va v 1a van
tbe clia hat. Khi K ¢6 dinh va didu kién ban dau tiy ¥, tim gia tri R = R, cho
chuyén déng nhanh nhét ¢ xung quanh vi tri cin bing. C6 thé xac dinh diéu
kién ban diu (ngoai ¢ = v = 0) sao cho chuyén déng la nhanh hon dbi véi
R > R.va R < R.? Gidi thich.

(Wisconsin)

Lai giai:

Phuong trinh chuyén dong la mi + Ri + Kz = 0. Vi gia thiét z = Ae™,
chiing ta thu duge phuong trinh ma? + Ra+ K = 0, vdi

—R+VR?—4Km
o = .
2m

Nhin chung, néu R = R, = 2v/Km (tit dan t6i han), vét tién tGi vi tri can
bing nhanh nhét. Tuy nhién, néu R > R., vat c6 thé tiép can vi tri can bing
tham chi nhanh hon dudi diéu kién dic biét nao dé. Do dé, nghiém tdng quat
cla phuong trinh ¢6 dang

-~ R+ VR? — 4Km —R—+VR2—4Km
r=Aexp| - t + Bexp t

2m 2m

Chiing ta c6 thé chon diéu kién ban dau sao cho A = 0. S$6 hang con lai ¢6 hé
s0 tat dan la

_R+VR?—aKm _R+ /B -R R

2m 2m 2m

do dé su tién tdi can bing tham chi con nhanh hon dbi véi tit din tdi han.
Néu It < R,, ching ta cé

~R+i/R? - R? R

o =
2m

do d6 nghiém tdng quat 1a

({5229

Rt /R R%
+ B exp | — %‘ €xXp T .

98TW.G CTHOC
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Khi do su tién toi trang thai can bang la mot dao déng vai hé sb tat dan
B R

i “ n "
Y 21t

Chuyén déng tién i can bing la ludn ludn chidm hon so véi tat dan téi han.

1082

M6t ddng ca chay tu do trén mot dém cao su day dé cho bét dao dong
(hinh1.53). Déng cd lin xudng dém cao su 10 em. Ude tinh tbe dé quay (vong
trén phit) khi ma déng co sé dao déng thing ding ldn nhat.

(UC, Berkeley)

Hinh 1.53
Li giai:
Goi hé sb dan hdi clia dém cao su 12 k. Khi d6 kzr = mg, trong dé m 1a khoi

lugng cia déng co. V8iz — 0,1m, £ = ¢ =985 2 Khi do tdn s dao dong

ur do cua hé varla
-

| k
w — 1/ =99 g1
Vom
3 day, khi déng co quay véi the db

@ _B9x93 _ 915 vg/ph.
2 2r

céng hudng véi dém cao su sé xay ra va dong co sé bidu thi dao déng thing
ding 16n nhat.

1083

Mot & té chuyén dong theo hudng x va véi van téc nidm ngang khong
doi v. Xe & t& chuyén déng & noi doan dudng nhé 1én ¢6 dang mé ta bdi
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yy = A|l — cos(mx/l)] voi 0 < 2 < 2; yp — 0 (hinh 1.54). Xac dinh chuyén
dong clia tAm khéi cia xe trong khi di qua quing dudng nhd 1én dé. 1ay cot
xe nhu mét vat ning m vao mot 1o xo khéng khoi ludng cé chidu dai héi phuc
!y va hé s6 dan hdi k. Bd qua luc ma sat va cho ring 16 xo ludn thing ding
trong sudt qua trinh,

(MIT)

Hinh 1.54

Loi giai:
Goi toa db cha vat phu thude vao thoi gian ¢ 1a (z,y). Chon gbc 10a 4 sao

cho r(0) = 0. Khi dé z(t) = vt. Khi d6 phuong trinh chuyén déng cta vit theo
truc y la

my — —k(y —yo— ln) — my

o - AL % e | TUE
o k(y Y ) k) k.‘lcoa(z).

DatY —y - A — Iy + mg/k, ching 1a cé thé viét lai phuong trinh dudi dang

mY + kY = —kAcos (TrTm) .

D&y la phuong trinh miéu td chuyén déng ciia mét dao déng didu hoa. Thi
mot nghiém riéng cla phuong trinh ¢6 dang Y = B cos(™), chiing ta ¢

- (’T;")! +EB = —ka,

tic la
k%A
mwv? — k12

O day, nghiém téng quat cha phuong trinh chuyén déng clia vat ning la

5=

y = Ccos{wt) 4+ Cysinfwt) + Beos (ﬂTvt) + A4y - ‘r'r;c_g ,
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. n
VOl w — \f P

Diéu kién ban dau y(0) — Iy my/k, ¥(0) =0, cho C; — 0, ('} = —(B +

A) = ma?e? Af (k17 — mz?07), Do d6, chuyén déng cta khoi tim cia xe 6 to
duor miéu ta bai

Tt
yit) — Cyeosiwt) | Boos (fr; ) | Aty r_r:lE

—

i ! 1- . mTrud A ke A
¥Olw = af 0eilC) =~ i B =i

1084

M@t cii vong nhd ¢o khéi lugng Al va ban kinh r trén mot cai ban khéng
. 4 . ' L% P b - s i v ' < 1.
ma sat, Chiéc vong durge nén bdi 2 cai 1o xo gidn giéng nhau vai chiéu dai hoi
phuc Iy (I, 3 r) va hé s6 dan hdi k nhu trén hinh 1.55.
(a) Md ta cac ki€u chuan clia dao déng nhd va tan s6 cila hé,
(b) Cac dai luong cia hé thay déi nhu thé nao néu chiéu dai cta 15 xo la
20y?
(MIT)

k k

—2ip _.Jr~2.r4-_ Blg o=

Hinh 1.55
Loi giai:
(a) Vi Iy = r, su xoay bit ki ctia chide vong la nguyén nhan gay ra su thay

ddi khong dang ké chiéu dai clia 16 xo nén lue dan héi xuat hién ciing khéng
dang ké. Theo dinh luat 2 Newton ta cé

T 2+ >
M3 = —k[y/ (2o + 2)2 + y2 — o] s
\ {21'-{} + .'C]J + y"!
Far 3 a 200 =z
+ k(200 — 2)2 = y? — ] Sl S e
[V{k ! ’ B '\,-"!(2{9 I}? t y?
My = —k|V(2lo + 2)2 + 42 — lg] Y

V(20 + 1) + y*
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— k[\/(@lo — )2 + 42 — bo] \/m ,

2 IN 3 . y oA > - \ /. . 7 A M 3 4
trong d6 z, y mé ta vi tri tAm cta chiéc vong so véi vi tri can bang. Bo qua s6
hang bac cao hon bac nhit dbi véi dai luong nhd =, y, chiing ta ¢6

(2[0:_{:1‘)24-3,/2% ‘/4l§ﬂ:4l01‘%210 (1:§:§7—> =2yt zx.
0

Phuong trinh trd thanh

véi nghiém

z = Az cos(wyt + ¢z) ,
y = Ay cos(wyt + py) ,

trong dé w, = /2%, w, = /£ va hing sb6 A;, A,, ¢z, vy, dudc x4c dinh tit
cac diéu kién ban diu. D6 14 hai ki€u chudn ctia cic dao dong nhé.

(b) V8i chidu dai ctia 16 xo ting 1én thanh 2l,, trong sudt qua trinh dao
dong, moét 10 xo dude gian ra trong khi dé 16 xo con lai sé bi nén 1ai. Lo xo bi
nén sé tac dung mét lue dan hdi vao chiéc vong ngudc véi hue khi gidn ra. Do
d6 hé sb 16 xo 13 gibng nhau khi gian ciing nhu khi nén, phuong trinh chuyén
doéng sé la

. ST 2[0+I
Mi=—k[\/(Ql+1z)?+y2 -2
V(20 +z)2+y ol ot 14

k[l — 2 g — g0 T

(20 — )% + 32

~ —2kzx ,

Mij = —k[y/(2lo + 2)2 + y2 — 2lo) Y

V(20 + )% + 32

+ k[ (2l - )% + 32 — 2l0) M—yxTy—Q
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chi giif lai nhing sé hang béac thip nhit cia dai lugng nho «, y. C6 thé thiy
ring chuyén dong cia chiéc vong theo truc z tuong tt nhu 8 phin (a) trong
khi dé chuyén déng trong theo phucong y, mic du 1a khé phiic tap song véi
bac cao hon.

1085

Hai hat dudc ndi v6i nhau bdi mét 16 xo c6 hing s dan hdi K va & vi tri
can bang. Méi hat ¢6 khéi lugng m va tich dién duong ¢. Mét dién trudng nam
ngang khong déi E = Egi tac dung. Chi ¢6 lue Culdng tac dung, bd qua cac
hiéu ung tu, bic xa, ....Cac hat khong va cham nhau.

(a) Néu cac hat chuyén déng khéng ma sat doc theo truc @ trén mot thanh,
khoang cach giita chiing 13 d khéng déi, xac dinh d.

(b) Tim gia tée cua khéi tim clia hé trong trudng hop (a).

(c) Trong trudng hop (a), cho khodng cach d(t) chiu tdc dung bdi dac déng
nho quanh vi tr{ cin bang. Xac dinh tan sb dao déng cia hé?

(d) Cho hat chuyén ddng doc khéng ma sat trén mét ban nim ngang thay
vi trén mot thanh. Tim nghiém tng quat ciia phudng trinh chuyén déng. Ban
¢6 thé dé nghiém duéi dang tich phan.

(MIT)

L3i giai:

(a) Xeét luc tac dung vao hai hat nhu hinh 1.56, ching ta thu dudc phuong
trinh chuyén déng

gE +k(x2 — 21) — £ =m3,, (1)
qF + k(x1 — z9) + F. = miq, 2)
Trong do F, la lye tuong tac Culdng gilta 2 hat

1 2
F.= 7.
4mep (22 — 1)

Vai 3 — x1 = d, 1a mOt hi‘mg $6, iy = 7. Léy (1) trlt (2) chiing ta thu duge

2q2

=92F, = — *_
2kd ¢ dmegd?’
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E

= d —{z
AP NPt o A e X

l-l l’z

1 gf 2 gt

£ ——a— -—ag=_c

ﬁ'rl’:-fq.] kl'_r?-x.lj

[linh 1.56 Hinh 1.57

hoac

(k) Comg (1) vai (2) chung ta co
2q8 — m(x) | 1),

hode

'5 dﬁ}' Iy = %{Jll -+ i :F lé kh(a}i tfim ija h{?‘ Vat.

(¢) Lay (2) trir (1) ta thu duge

2

q

miry )+ 2k(ry - ) — gt _
LMEp L2 x 1:)

5
bat oy — 1y = d 4+ Ad, 0 ddy Ad < d, phuong trinh trén sé trd thanh

q*

i) + 2k(d 4 Ad) =

a = 7 Fog o at . i v s .
0 day Ad = C—'Eﬁgﬁ- Vi d* = # - va Ad < d, chung c6 thé viét lai nhu sau

mAd | 6kAd — 0
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2 .~ . A r IN A o I ro R A s ~ 7 g
chi git lai so hang c6 hé s6 bac mot %. Do d6 tan s6 goc cia dao ddng nho la

6k
w=4f—.
m

(d) Vbi ry, 12 va # nhtt hinh 1.57, chiing ta c6 thé viét phuong trinh chuyén

ddng 2 chiéu ctia hé
m¥r; = qFEi+ k(l‘g - l’[) - F,,
miry = gEi + k(l‘l - l’g) + F..

vai
_ g® (r2—ry)
‘ 471‘60 ll‘g — l‘1|3 '

Cong (3) véi (4) chiing ta thu dugc

. 2qE\ .
ry +rg = 7 1,

tuong duong vai hai phuong trinh vo hudng

.. .. 2qF
Ty +ITp = —n—l- ,

h+y2=0.
LAy tich phan ta duge

Et?
.’L‘1+172=q—n7+01t+02,

y+y2 =Dyt + Dy,

(3
4

(5)
(6)

3 day Cy, Ca, D1, D> 1a cac hing s6 tich phéan. Lé‘ly (4) trir (3) ching ta thu

ducc

ﬂl('l:Q - 'l;1) = QFC — 2k‘(r2 - 1'1) .

DAt ry -- r; = r va viét lai phuong trinh nhu sau

1 q°
F = — — 2k .
T (27!’607‘2 r) er

Trong hé toa dd cuc ta ¢

¥ = (F - r8%)e, + (r6 + 276)ep
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A

nen

Coo o 1d, .
r0+2r0—;a(7 8)=0,

cho ta A
r26 = hings6 = H, ching han .

Chung ta ciing c6

; 2k
2megmir m
Vai )
dr‘_,d?‘_ld_g Q_H
r_a_rdr‘_2$(r ): v rd !

né c6 thé duoc viét lai nhu

trong d6 F 13 hing sb. Lai 14y tich phén, ching ta thu duge

T

r d
/ e 2her? H2:t+W’ @)
\/F—mom;*n—f—v

trong d6 W 1a hiing sb. Ciing thé, khi

L \/(1'2 —21)2 + (y2 —n)?

chiing ta thu dugc

o : . d -~
H=r%= [(zy — .rl)z + (y2 — yl)z]a [arctg (H)} .

hoac

ro — I

Ht +V = /[(Iz —21)’ + (g2~ m)’d {arctg (yz_—_y&l)} ’ (8)

trong d6 V 14 hing sb.
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Tt bén phuong trinh tir 5, 6, 7, 8 ching ta tim dude ry. ra.y; va ys [ ham
theo ¢. Chu y rang cac hang so tich phan (-, (. Dy, 12, H.V F va Woduoge
xac dinh tlf cac diéu kién ban dau.

1086

Mét bd diéu khién & co cdu dinh thdi sit dung mét vat ning dao déng o
phia cudi clia mét truc ném ngang kich bdi mdt banh da quay deu nhu hinh
1.58. Mot 16 x0 1d o hé 50 dan hoi K va ¢ thé k.hong xodn ma cung khéng
uon cong ny;m trir mét phudng vudng goc véi phia phang (hm phuc) cia no.
Van tiic gae cua truc quay 1a w din déng tit bén ngoai, dan dan ting cho dén
khi cong hudng xufit hién (cong hudng d day urc la vat ning chuyén déng
theo quy dao tron). Litc can khéng khi (1 1& vén van toc cha vat nang) triét
tiéu nang ludng dua vao va diéu do gidi han cong hudng voi bién dé hiu han.
Ban ¢d thé cho ring bién dé dao déng cla 16 xo nho va 1o xo luén luén @ che
dé thang. DI vai van dé nay, han dit khodc khong can tinh dén luc can cta
khong khi.

(a) Hay chi ra cho biét cd hai tan s6 goc khac nhau khi xuat hién d mét
cong hudng. Tan sé dé la gi?

(b) Mé ta quy dao chuyén dong cia vét ning dbi vdi mét trong hai tan s6
cong hudng (chang han nhu vé mét birc tranh ciia van dé nay).

(¢) O tan s6 cong hudng thép, viet mét phuong trinh momen dbi vdi truc
quay 6n dinh nhu 1a mdt ham cta « va thoi gian,

(d) Chi ra ring c6 mét gidi han trén doi véi momen cha truc quay tai cong
hudng dudi. PBiéu gi xdy ra néu lo xo dan déng dong hd sinh ra momen quay
1dn hdn gidi han trén nay?

(UC, Berkeley)

Hinh 1.58
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Lo giai:

(a) Klu banh da quay vdi van toe gée ., vt m phai chuyén ddng dudi ba
chiéu, Tuy nhién, dao dong doc cua 1o xo 14 nhd, chiing ta cd thé coi nhu vat
khéng chuyén déng theo chiéu ciia true. Lo xo chi o thé ubn cong theo mét
hudng, goi » 1a ly d6 caa val m theo chiéu do nhu hinh 1.59. Van toc goc la

khéng déi khi cong hudng xay ra va chiing ta co thé coi nhu do 1a phuang
trinh chuyén ding vao lic cong hudng.

Hinh 1.59

Luc dan hdila — A'r va thanh phin cda trong lve tac dung theo hudng »
|& g cosiwt), ching ta cd thé bd qua luc can cla khéng khi, khi do phuong
trinh dao déng cua vat nang la

mgeosiwt) — Kr — (i rwt),
ture la
Fa Ar = g cos(wt) .
trong do
A2 = i -

!

Nghiém riéng ciua phuong trinh co dang r — Acos{wt), ching ta im A =
29— Phuong trinh thuan nhat 7 | A?r — () co nghiém téng quat la

r = Beos(At) + Csin(At) .

Khi do gia sit diéu kién ban dau r(0) = a, #() = b, ta thu dude nghiém ong
quat
4

r = acos(At) + ;sin{,\t} + m{cns{,\t] — cos(wt)] . (1)
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Mot chuyén dong tron ¢é ban kinh R 6 thé duge mé ta bdi phuong trinh trong
hé toa dd cuc la

r =2Rcosf .
Phuong trinh (1) ¢6 thé dudc viét dudi dang nay vai didu kién riéng biét nhu
sau. Néu chiing ta thay X trong (1) bang 0, ta thu dudc

r=a+bt+—g—2(]~coswt).
w

Néu chiing ta dit

at+bt+-L =0,
W

Ching ta thu dugc phuong trinh quy dao chuyén déng tron

g
r=-= cos(wt) .
Nghiém cta phuong trinh nay véi didu kién ban diu a = ~ &, b =10, vavoi

~ S s 5 ~ -
vén toc géc w thoa man A ~ 0, hoac

K
W W = E,

d6 1a mot trong cdc tAn sb cong hudng.
Mét céng hudng khac thu duge néu ching ta dat A = w vao (1), sé trd
thanh
b . gt .
r = acos(wt) + — sin{wt) + =— sin(wt) .
w 2w

S6 hang cubi cling & vé bén phai ctia phuong trinh ¢é bién dé phan ki theo
thdi gian. Tuy nhién, luc can cia khong khi sé lam mét di ning lugng dua vao
va gidi han céng hudng t4i mot bién d6 hiru han. S6 hang nay c6 thé tién dén
0 (c6 thé coi nhu bdi mét hé sb tit ddn — 3¢ trong phuong trinh). BS qua sb
hang cubi cling chung ta thu duge

T = acos(wt) + b sin(wt) = Acos(wt — a) ,
w

d6 chinh 1 phuong trinh mé ta chuyén déng quy dao tron. Tan sb cong huéng
tuong ung thu dude la A = w, hodc
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tlinh 1.60

(b) Quy dao tiang ng khi cong hudng nhu hinh 1.60. Voi cong hudng o
w1, diéu kién ban dau phai duoc chon hgp ly. Mat khéc, cong hudng tai ws co
thé xuat hién duoi bit ki diéu kién ban dau nao dé xac dinh bién dé A va goc
(. Do do . 13 tan s6 cong hudng thuce te.

(¢) Phuong trinh chuyén déng ngang clia vat nang la

Fo- g sin(w!t) = milrs + 2wr) .
Vai cong hudng thip. r = Acos(wt —n), chingtacd L — 0,7 — wAsin(t
), nén
- m] 2407 sinfwt — ) + g sinfwt)]

va momen guay a
= Fr=mdcosiwl — o) 2407 sinjwt - a) « gsin(wt)) .
(d) Khdng mét tinh tdng quat khi ching ta dit a — 0. Khi do
el 1{i’ — Aw® )Hiu{' wiy .,

6 day v < mA($ - Ax?) doi véi cong hudng thap. Néu momen quay sinh ra
béi banh xe 16 xo 14 lon hon gidi han wén do6, w s€ ting va trang thai cong
hudng sé khong gitr 1au hon.

1087

Mot vat ey chuyén dong quanh mot 16 tréng trén mat phing cha ci ban
ndm ngang khnng ma sat. Vat dude ndi vai mat 1o xo xuyén qua 14, Mot vat
1+ bi bude vao dau kia ctia cai Lo xo (hinh 1.61).
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(a) Biét vi tri ban ddu Ry, va van téc Vi trén mit phing cia cai ban va vit
my va my, tim phuong trinh xac dinh ban kinh quy dao lon nhat va nho nhat.
(b) Tim tan sd dao déng cia ban kinh quy dao khi quy dao chi hoi léch so

V(.j'j \-'(.} ng t!'{}n 1
/ \-\"]
; my

my

(Princeton)

Hinh 1.61
L&i giai:

{a) Phuong trinh chuyén déng cta m, va m; la

ma(F — r8*) = =1T', (1)
m]?’ié = mih \ (2)
T - mgg = mar , (3)

trong dé m h 1A momen xung luong, 14 hing s6. Khit 7' uir (1) va (3) ching ta
thu dudc
(7 + mg)¥ — my ré? + mag =0 . (4)

Két hop phuong trinh (2) va (4) ta dude

m hz

(my + mp)f — —5— = —mag . (5)
T

P N i d . " ” r - -
Vi 7 = #4 — 14 |3y tich phan biu thirc trén ta c6

iy h?
272

1 .
5(1111 + mag)r? + = —magr +C . (6)

i 0,r = Ry, 7 = Vgcose, rf = Vosing, tacd h = RyVysing, 0 day & la
goc gita Ry va V. Hang so tich phan € c6 thé xac dinh duoc

1 . :
G = ﬁl(ml + )V cos® & + my Vg sin® ¢] + magRy
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Dé r ¢b cuc tri, # = 0, phudng trinh (6) trd thanh
2mpgrd — 2012+ mih? =0,

ma nghiém sé cho gi4 tri 16n nhit va nhd nhét cia ban kinh 7.
(b) Khi quy dao cta m; la dudng trén, 7 = 0, va (5) trd thanh

pt = TR - 7)

m

v0i g 1a ban kinh quy dao trén. Khi quy dao hoi 1éch so véi tron, ddt r = ro+z,
trong d6 r <« rg. Phuong trinh (5) sé trd thanh

(my + mg)X — mih?/(ro + )3 = —mag .

-3
_ _ z _ 3z
(ro+x>3=ro3(l+?€) “To“(l__)’

Phuong trinh trén trd thanh

Vai

(my + mg)E —my h2(1'0_3 — 3zry?) = —mag .
St dung (7) chiing ta ¢6

3mogr

(m1 + m'z).'.i' + 0.

o
Diéu nay cho thdy = dao déng diéu hda don gian vai tin sb

w 1 3mag
27 2 (7711 + mg)rg )

1088

(a) Cho mdt dao ddng tir didu hoa tit din (trong 1 chidu) véi phuong trinh
chuyén déng
mE = —mwir — vz + Acos(wt) .
Téc db tiéu hao ning lugng trung binh theo thdi gian 13 bao nhiéu?
(b) Cho dao déng tit didu hoa véi phuong trinh chuyén déng

mi = —mwga: + oz? + Acos(wt) ,
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trong d6 « la hing sb nhé.
Vao thdi diém ¢ = 0, z = 0 va & = 0. Giai dbi vdi chuyén déng sau d6, bao
gom cac s6 hang bac 1 cia a.
(Princeton)
Lai giai:
(a) Phuong trinh chuyén déng la phan thuc chia
m3 + mwiz + vi = Aet .
Véi nghiém trang thai 6n dinh, ta thit z = zge™!. Thay vao ta ¢6

A
zp = - - = Be
0 m(wg - w?) + iyw

—i0

Y

voi
= 4 & = arctg it
V(0 R mef =)

Toc dé thue hién cong bai lte F = Re(Ae!) 1a

1
P = ReF - Rei = L (F + F*)(z + ")
= %(Fi t F*2" 'z 4 Fzm) = E(F*é + Fz2*)

Khi 14y trung binh trong mét chu ki thi Fz vd F*3* mbi sb hang mang mot
hé sb thdi gian e*2!, Nhu viy c6ng trung binh dudc thuc hién 13 bi triét tiéu
nhu lay tich phin trong mét chu ki

wADB

. : AB
= A 9B
_ wADB E’vw B ~w? B2 B yw?A?
2 A ' 2T 2m2(wd W) + 42w

3 trang théi ding, dé 12 tbc dd tidu tan nang luong cha dao déng tir, né duoc
cho bdi cong thuc hién dbi véi sb hang tiéu tan, tirc 13
3" w?B?
=
2 2

(Py = y(Rez)* = 5

Nhur d luu v, hai cach tiép can cho cung két qua.
(b) Phuong trinh chuyén déng bay gis la

mix + m.ng -~ A cos(wt) = ar? . M
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V&i i 12 mét s6 nho, ching ta ¢6 thé viét lai nghiém nhu sau
I = Ip+ oI +a23:2+--~k10+a;£1
rong x4p xi bac mét. o 12 nghiém dbi vdi o = 0, tic 1a nghiém caa
mig + mw%xo = Acos(wt) .

Mot nghiém riéng ctta phuong trinh thu duge bang cach dit zo = B’ cos(wt).

Thé vao cho ta B’ = m’ﬂ:ﬂ') Nghiém t8ng quat ctia phan thudn nhat cta
0

phuong trinh 13 dao déng diéu hoa. Nghiém téng quét diy du 13
ro = C cos{wot + ¥) + B’ cos(wt) .
Voi diéu kién ban ddu 7o = 4 =08t =0choy¥ =0, C = —B’, hay
rp = I'[cos(wt) — cos{wpt)] .

A 1 . s I ~ 3 N
Thay thé & = z¢ + ez vao (1) va bd qua cic so mil cua o bac cao hon 1,
chiing ta ¢6

= [cos(wt) — cos(wpt))?

B? I 1
— {1 +3 cos(2wt) + 5 cos{2wpt) — cos|(wo — w)t] — cos|{wo + w)t]} ,

m

hodc & trong da'ng phic

B 1 1, . .
5+ wgz] ~— |t + — it 4+ ~pt2wot _ ez(wg—u)t _ 6¢(w0+w)t . )
m o2 2
véi mot nghiém riéng hay thi
2 = a + bt 4 pgetdot 4 getlomwit o fei(“’°+“’)t .

Thay vao ta dugc

BIQ BIQ B12
¢ mwt' a 2m(w — dw?)’ €= bmw]
B/2 B/2
d= ——T7-—, =~ T 3 a5 -
m(w? — 2wwp) / m{w? 4+ 2wwp)

10BTALG OO HOC
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Nghiém tdng quét ctia (1) véi bac 1 cha o, ta
I =g+ ar
= B'[cos(wt) — cos{wpt)]
+ a{D cos(wpt + 0) + a + bcos(2wt) + ccos(2wpt)
+ d cos|(wp — w)t] + f cos[(wo + w)t]} .
V6i didu kién ban dduz =+ =08t =0tac6§ =0 va

0B (w} — w?)?

D=—(a+5b ] = .
(a+b+c+d+ f) 3mw§(w2—4w§)(w§—4w2)

Do dé, chuyén déng ctia dao dong tit diéu hoa duge mé td xap xi bai

. Alcos(wt) — cos(wot)] 10aA? cos(wot) N aA?
T m(w — w?) Im3wd(w? ~ dwd)(wi — 4w?)  m3(wf — w?)?
g {i cos(2wt)  cos(2wot) | cos|(wy — w)t] 4 cos[(wg + w)t] }
wi  2(wd — w?) 6w} w? — 2wwy w? + 2wuwy )
1089

Nhu di biét, néu ta khoan mét kénh nhé qua trai dat rin khéng quay mat
dé ddng nhéit tir Buffalo di qua tim trai d4t va dén Olaffub & phia bén kia, va
thd 1 hon d4 vao 16, ta sé thiy né & Olaffub sau mét thdi gian 7} = X, & ddy
wp 12 hing sb. Bay gig, thay vi danh roi hon d3, ta ném né vio 16 véi van téc
ban diu vg. vy 12 bao nhiéu dé hon da xudt hién & Olaffub sau khoang thoi
gian T = T, /2? Gia tri d6 tinh theo wp va R, ban kinh trai dit.

: (Princeton)
Lai giai:
Goi r 1a khoang cach giita vién da, c6 khbi lugng m, véi tam cia trai dat.
A x , A oy . 3 3, a ;
Luc hap dan tac dung lénno 1a F = —GL;T",'—B = —wimr, 8 diy wy = ‘/%ﬁ,
p 13 mat d6 chia trai dit ddng déu. Phuong trinh chuyén déng ctia vién da khi
déla
F=—wir.
Vién d4 thuc hién dao déng diéu hoa don gian véi mét chu ki 7 = 3}—’; Néu vién

da bat dAu tir vi trf Buffalo, né sé& dén Olaffub sau mét thdi gian T} = % = 2
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Nghiém clia phuong trinh chuyén dong 1a
T = Acos(wt + ) .
Vién dé bit du tai r = R vdi vin téc ban diu # = —v,. Ching ta cb

R = Acos g, —vp = — Awpsin p ,

2
Vo vo
= arct . A= 2 —) .
%) arcg(&”o), R+(w0)

Dé dén Olaffub tai t = l;l = 5, ta quy dinh

2 2
—RZ\/RQ—F(D—O) oS (E—H,o) = - R2+(v—0) sing .
wy 2 wp

Vdi sin?  + cos? ¢ = 1, chung ta dugc

R? R?

+ =1

2 Vo 2 )

R? Yo R2+ (—
() (2)
cho ta

vo = Ruwq .

1090

(a) Mot hat ¢6 khdi luong m chuyén dong dudi tic dung cia th_é nang
V(z) = cr/(2? + a®), trong d6 c va a 12 hing s6 duong. Tim vi tr{ trang thai

cin bang bén va chu ki dao déng nhé quanh dé.

A < \ . s 7. » \ ] vy . 9 '
(b) Néu hat bit dau tir diém db véi van tbe v, im khodng gia tri cia v ma

né (1) dao ddng, (2) thoat dén —oo, (3) thoat tdi +oo.

(Princeton)

Lai giai:
(a) Tai vi tri cdn bang, F = —dV/dz = 0, nghia 13

av  c(a? - z?)

dr (z2 + a2)2
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Do dé, ¢6 hai vi tri can bang, z, = a, z; = —a. VAy

d*v B 2cx(x? — 3a?)

dr?2 (22 4 a?)3
Ching ta ¢6
d*v d’v
— N — >0.
d12 T dl'2 z2

Tiép theo, z, 14 vi tri trang thai cin bing khéng bén, va z, 12 vi tri cin bing
bén.

V6i dao déng nhé quanh vi tri can bing bén, ditr = —a+a’, 6 ddy &’ < a.
Phuong trinh chuyén déng trd thanh

d’z’ cx'(2a —2')  cr’
dt? (2 —a)?+a?? " 203
Do dé, chu ki ctia dao ddng nhd tai £ = —a 1a

2 /2ma3 /
T:—TFTQN —77-1-(3-—:27ra Qma’
w c ¢

(b) Ning luong téng céng ciia hat 13

; 2 2
m me C
Vi-a) = 22 . 5
y V(e =—5 -5

E:

(1) V&i hat bi han ché quanh mét ving, ching ta ¢6 E < 0, tifc 1a

C

v< g — .

ma
(2) V8i E = "‘j& + V(z), dbi v6i hat chuyén ddng dén r = —oc, chiing ta
cd I > V(—o0) = 0, nghia la '
C

v > —

ma

(3) D& thodt dén +oo, hat phai di qua di€m 7, = +a, tai d6 thé nang 1a
cyc dai. Do dé ta ddi hdi F > V(a) = £, nghia la

%2a?

2¢
v > —_.
m

[~
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1091

M6t mat phiang nghiéng 3-4-5 dudce dit ¢d dinh trén mét dia tron co thé
quay dudc. Trén mét phfmg nghiéng cd mot vat dude dat ty do va he sb ma
sat nghi gitta nd va mat phang nghiéng 1a p, = 1/4. Vit duge gitr tai vi tri 40
cm so vOi tim quay cla dia (hinh 1.62). Tim vén toc goc w nho nhét dé gidr
vat khoi bi trugt xuéng mat phang (vé phia tam quay).

(SUNY. Buffalo )
LDem Y
=
| |
(S i 0 4
\—-‘/ \;\‘
mg g
x
Hinh 1.62 Hinh 1.63

Loi gidi:

Nhu trinh bay trén hinh 1.62, cac luc tac déng lén vat la trong luc rng, phan
luc theo phap tuyén N, luc ma sat nghi f, va luc ly tAm [ — g, N, P = mw?r.
Nhu vay, diéu kién dé can bang la

mgsint = Peosé + p,N |
N - mgeos@ + Psinf .

Tr do
mgsinfl = Peostl + pemgeosd + p Psin@ |
cho .
sinfl — g cosd 2
P= ———— mg — mw-r ,
(_ cos @ 4+ pigsin 9) J
hay
2 sinfl — pgycosty g %—%% 9.8
I — | == [ a2 | - == = 10,8,
cosfl + p, sin@ /) r s g Nk 0.4
nghia la

w=23.2rad/s.
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1092
Mot vat khoi ludng m weo can bang bdi mét 1o xo dude kéo voi mot lue
F = —K(r - 1), trong dé r la dé dai cia b xo va [ 1a do dai cua no khi tha

léng. Tai thai diém ¢ — 0 diém gan 16 xo & trén cung bit diu dao déng lén
xudng theo dang sin véi bién dd A, tan sb géc w nhu trén hinh 1.64. Thiét lap
va giai phuong trinh chuyén dong cho »(t).

(SUNY, Buffalo)

PITT
|
)
i
|
t

Hinh 1.64

Ldi giai:

Coi diém trén cling cta 1o xo, P, 12 gbe clia truc toa dd, vit m ¢ toa db r.
Tai t = 0, P bat ddu dao déng dudi dang sin, nhu vy, khoang cach giua diém
P va diém dd c6 dinh 1a Asin(wt). Do d6, vét m co phuong trinh chuyén déng

I‘.H
m u’l"”r t Asin(wt)] = myg — K(x —1).

baty —z - "4, wi — X Phuong trinh trén c6 thé dugc viét 1a
i~ wiy = w! Asin(wt) .

Thir nghiém dac biét y = Bsin(wt). Thay thé cho

w?A
e
WD‘_".J

Ta cd nghiém tdng quat 1a

2 Asin(wt
y = C cos(wot) + Dsinf{wgt) + “"_len[f:_] .
I.U‘['J !



$it dung diéu kién ban dau
mg — K{zr— 1), wclar — r:f’ .1, hayy =D

Va iy = (, chung ta dugc

2A
c=0 n=—"C _
wylwg — w)
Vata co )
A w m
E(t) = —,u’——-; sin{wt) — — sin{wgt)| + _!} 4+
wely e wp) ' K

1093

Mot vt khoi luong m trudt khong ma sat trén mét mat phang nghiéng co
khoi lugng A, mat phang nghiéng lai ¢o thé trugt ty do khong ma sdt trén
mat ban nim ngang (hinh 1.65). Viét cac phuong trinh day di dé tim chuyén
déng ciia vt va mat phing nghiéng. Khéng cén phai giai nhiing phudng trinh
do,

(Wisconsin )
Loi giai:

Nhut trén hinh 1.65, dit 1.y 13 hé toa d6 gdn voi mit phing nghiéng, truc
toa d6 nam ngang cua no trén hé toa do phong thi nghiém dugc bicu thila X.
Cac luc tac dong lén vt va mit phdng nghiéng dudc trinh bay trén biéu do.

Hinh 1.65

Chiing ta c6 phuong trinh cho mit phing nghiéng

MX = Nsina,
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cho chuyén déng cua vat doc theo phuong r
i+ X Qs @) — omgsina .
va cho chuyén dfng cua vat doc theo phudng y
—mXsina=N - HLCOS T,

]
Ba phuong trinh cho ba 4n s6 N.r va X do cd thé duoc giai dé tim chuyén
déng cna hé.

1094

Mét vong quay ngua gb (thd thudng thiy rong céng vién) bit dau quay
tir 1ac nghi vai gia téc goc khong dai 1a 0,02 vong trén gidy binh phuong, Mot
ngudi ngdi trén ghé cach truc quay 6 m cAm mot qua béng ning 2 kg (xem
hinh 1.66). Tinh dé 16n va chiéu ctia luc ngudi d6 cdn diing dé gilt qua bong
5 gidy sau khi vong quay bt dau quay. Chi rd chiéu so voi ban kinh cla ght

ma ngudi do ngdi,

(Wisconsin)

Hinh 1.66
Loi giai:
Xét hai hé toa dé L, R voi cing mét goe. . duoc b dinh v&i phong thi

nghiém, va 1t quay vdi vin tbc goc w. Cac dao ham theo thoi gian clia vecto
A wong hat hé lién hé vai nhau boi

(dA) (dA -
at J, " \at ), '

Tiép dé, cho mdt di€m c6 ban kinh vecto r ¢é gbe 13 goe wa dé ta ¢o

), - (5) e
i), \dt ), "
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va ;
(9N (drY L (e
az ), " \at) \a ), TGl ), "\ ), T
Hay
d dr\  (d’r o (&
dt ), \dt ), \az ), "% \dt ),
w X ﬂ) =w X dr + w x (@ xr)
di /, “ dt ), “ )
Dit
(_1_21‘) . dr\ _ dwy .
dat2 ), — dt ), at ), ~
ta co

d?r , , )
112 =a +2w XV +twx{wxr)+wxr.
L

Trong hé quay gan vdi vong quay ngua, phuong trinh chuyén dong cta
quabong F = m (‘f;—tg)L khi d6 cho

2

' ~ .
ma’ = F 4+ mw’r —mw xr—2mw x v,

viwlrdoviyr x (w xr) = —w?r. Vi béng dugc gitr &n dinh so vdi vong quay
ngua, a’ =0, v =0, va

F=-mJ ir+mwxr.

Vi hé quay R, dat truc z doc theo truc quay va truc x tit tdm quay hudng ra
ghé, ta co
w = wk. r=ri.

Litc F téc dong 1én béng 1a Tuc téng hop clia huc £ do ngudi giit va trong luc
F=f—mgk.

Ta ¢o
f = —mw?ri + murj + mgk .

Véiw = 0,02 x 27 rad/s?, w = 54, m = 2 kg, r = 6 m, ta ¢6
f=-4"74i+1,51j+ 19,6k N,

vi d6 1én = 20,2 N.



148 - Bai tdp & lui gidi Co hoc

1095

Mt hanh tinh ed mat dd déng nhat quay quanh mét truc 6 dinh véi véin
téc goc w. Do 6 chuyén déng quay nay, ban kinh xich dao Ry 1dn hon mét chiit
so voi ban kinh cue ¢ha né 12> nhu dude mé ta bdi tham s6 = — (Kp— Ep)/ Ry

Két qua nhiéu loan dé déng gop vao thé hap dén 13

g =P Ptene

(}_)(R‘g) " QGAIE‘-_. Rh‘i z_((,{)ifl) b
bR

trong do 0 la goc cuc va Palcos ) — EL;” ﬂ Néu ré diéu kién can bang kha
di clia bé mat hanh tinh va tinh gia tri clia £ theo tham 6 A = *“'z—fﬁ, trong do

¢ 1a gia 16c hip din. Udc luong tri s6 = cda trai dat.

(Wisconsin )
F 4
A
W
K"j hm ‘R
g R A
> X

Hinh 1.67

Lai giai:

Cac luc tac dung 1én mét phan tr khéi luong Am trén bé mat cua hanh
unh 1a lue hip dén, luc ly tAm va luc rang budce boi phin con lai ctia hanh
tinh, Diéu kién cin bing ctia bé mit 1a hop luc cia luc hap dan va luc ly tim
vubng goc vdi bé mit, co nghia 1a khéng cé thanh phin tiép wyén.

Gia sif bé mat ctia hanh tinh 12 mét elipsoit tron xoay véi truc z 1 truc déi
xung nhu wrén hinh 1.67. budng giao cua elipsoit tron xoay véi mat phang
la mot hinh elip

z = Rpros, r— Rpsmao,

trong do o 1a tham s6. Goc cuc # ciia mot diém wrén elip cho bdi

=B

tgh = Ry

tgor .

el 5
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Don vi ctia tiép tuyén 7 véi elip tai diém nay la

dx d
r o« ide + kdz = [ 12X + k&2 ) da
do da

COos o

(132 kR%tgf)do

= (iRg cosa — kRpsina)da =
Luc ly tAm f, tac dong lén Am la
fi = iAmRw’sin 8

va lire hip din téc dong 1én né 1a

GM.Am  2GM.RLAm
fr=-VV =V [ R + B P, (cos 6)

2 2
= GM.Am ( 1;2 6§gf Py(cos 9)) e, — 6GM£;+M}sin9cos ey .
Vai
e, =isiné+kcosh,
eg =1cosf — ksin @,
: 2 2
f, = GM.Am [—S‘Rif - 6;1};5 sin §Py(cos §) — 6;}?5 sin § cos? 9] i
] 2 6e R2
+ GM.Am [ C?; 65511: cos O Py(cos 8) + 5R4E sin? 0 cos 6] k
01 3 . 1 N
= GM.,Am {1 [_ﬁ —b (5 cos® 6 — 2 + cos® 6)] sin f
]. ‘ 3 2 1 <2 \
+k ~5 —b 5 08 6—§—sm 0/|_cos(? ,

vGi b = 6eR%./5R4.
Diéu kién can bing cta bé mic la
(fi+f) =0,
duadén R~ Rp ~ Rg
Riw?sinf — RLbGM,sinf ~ 0.
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Ta co
nREb  AREw BRpw® B

T 6 6CGM,. 6y 6
voi g 4%, Cho udi day, Ry — 6378 = 100 m, w — 525 radss, ¢ =
2 3
9.8 m/s”, 1a co

== 2.9x 103,

1096

Mét vé tinh chuyén déng v6i quy dao tron quanh trai dat. Bén trong no,
mét phi hanh gia cam mat vat nhd va ha thip no xudng mét khoang Ar so vdi
khdi tam ctia vé tinh vé phia trai dat. Néu vat duoc tha ra khoi trang thai nghi
(dude nhin bdi phi hanh gia), md 1a chuyén dong tiép theo duoe nhin bdi phi
hanh gia trong hé quy chibu gan vai vé tinh.

(Wisconsin)
Loi giai:

Vé tinh quay quanh trai dat vai van tbe goc w. Ta gia thiét ring m6t mat
clia vé tinh luén hudng vé phia rai dét, ¢6 nghia van téc goc quay cha nd ciing
la . Chon hi toa do gédn vai vé tinh, diém gbe 1a tdm khoi clia vé tinh va tam
clia trai dac d trén truc y nhu trén hinh 1.68, trong dé 17 1a khodng cach ur vé
tinh dén tam 1rai dat.

.
A
w
Trai B.i[}r\
R m
r
0 Fi
Hinh 1.68

Phudng trinh chuyén dong cha vt nhé co khéi lugng m trong hé vé tinh
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cho bdi phuong trinh (Bai 1094)

F=mr+tmwx((wxr)+2mwxr+mwxr
= i - mwir 4+ 2mw x 1,
Viw=0,w -r=0,taco

m¥ = F + mw?r — 2mw X ¢ .

Theo trén, F 12 Ivc hip dén do trai dét

GMm _GMm (R—r)

F;W(R—l‘)f\a“'}?:,’ (l~l:§%)%

GAMm 3y
x — — (R -
I (1 ! R) ( r)
_GMm GMm 3GMmy
SR R S

trong dé mw?r la luc huéng tam va

—2mw X ¥ = —2mwe, X (Te, + Yo, + z€;,)

- 2mw(zey — ye;)

la tuc Coriolis.

Nhu ban diu, r = Arey, va tht ca cac luc trén mat phing zy vat luén
chuyén déng trén mit phang nay. Do dé r = xe, + ye,. Néu vé tinh c6 khoéi
luong m/, ta co

GMm'
R2
Hay «? = SA. Vay s6 hang th(t 2 cGa F khit lyc ly tAm. S6 hang thit nhét
cua ¥ tac dong lén vé tinh va noi chung 1a ta khéng quan tam. Vi vay, phuong
trinh chuyén déng trd thanh

= m'Rw? ,

ey + je, = Iiuﬂyey — 2w(iey - ye;)
hay duéi dang,

j = 8wy — 2wt , (1)
i = 2wy . (2)
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Tich phén (2) va ding diéu kién ban ddu z = 0, y = Ar 6 t = 0, ta tim dugc
z=2wly— Ar). (3)
Thay thé trong (1) cho
j=—wly+ dAr
Nghiém t8ng quét ctia né 13 y = A cos(wt) + Bsin(wt) +4Ar, A, B 1 hing s6.
V6i didu kién ban ddu y = Ar, y = 0 tai t = 0, ta tim dugdc
y = —3Arcos(wt) + 44T .
Phuong trinh (3) trd thanh
T = 6wAr|1l — cos(wt)] .
Tich phan va ap dung diéu kién ban du z = 0 tai t = 0, ta thu dugc
z = 6Arwt — sin(wt)] ,
Do d6, chuyén déng tiép theo dude nhin bai phi hanh gia trong hé quy chiéu
vé tinh dugc mé ta bai
T = 6Ar|wt — sin(wt)] ,
y = Ar|4 — 3cos(wt)] .

1097

Xét mot vong tron ban kinh quay @ trong mét mat phing thing ding véi
vén té¢ gbc w quanh dudng kinh thing ding. Xét mdt hat c6 khéi lugng m
trugt khong ma sat trén vong tron nhu trén hinh 1.69.

(a) Dudi diéu kién cu thé ndo hat dé sé cin bang bén 6 § = 0?

(b) Tim gi4 tri khac ctia # ma trong mot sb diéu kién, hat s& can bang bén.
> .y . 2 -} = Py M .
Chi ra gia tri ctia w xay ra diéu kién c4n bing n dinh.

(¢) Giai thich cau tra 13i voi su hd tro clia dé thi thich hop ctia thé ning
theo 8 dugc do trong hé toa do6 quay.

(Wisconsin )
Lai giai:
Xét hé toa do (r,0) gin vai vong va ding két qua thu duge tir bai
toan 1094. V6i w 13 hiing sb, trong hé quay ta c6

g=TF+2wxr+wx (wxr).
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2
A
3 w
0|8
m
mg
Hinh 1.69
Vai
g = —ge. = geosfle. — gsintey
r — —afe, + afley
w=we, = —wcosfe, +wsinfeg

r — ae, ,

ta ¢6 phuong trinh chuyén déng cla hat theo chiéu ey trong hé quay la

af — —gsinf + aw?sinfleos @ (1N
DE tim céc vi i cdn bing, gia stt ¢ — 0. O trén cho diéu kién can bing, # = 0
vacosf - 95,

(a) Khi 0 gan bing khéng,

G'-.?'
sinf = #, cosf =]l ——
2
Ta cé thé xap xi (1)
ﬁ(g—uﬁ)&lzu néu 2240,
v [
Cowd A q :
604 -0t =0 neu = —w? =0,
2 a

R6 rang 14 néu va chi néu w? < g/, trong truong hop nhu vy hdp luc tac
dung 1én hat luén hudng vé vi tri cin biing, tai @ = 0 sé I3 cén bing &n dinh.
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(b) Gia tri khac ctta 8 cho hat can bing 6n dinh 13
— reene {9
0y = arccos <m> .
Dit 6 — 8y + 460, trong d6 56 < 8. Khi do

sin @ = sin(fy + 60) = sin Gy + cos 660 .
cos 8 = cos(fp + 60) = cos By — sin 8pd6 .

Thay thé trong (1) cho

d280 @\
W+(l_ {L2w4>uJ 50—0.

Do dé, diéu kién cin biing 6n dinh 14

1—-—=——>0, hay w> /2.
@t

_(© Thé ning cta hat trong hé quay gbm 2 phin, nghiz 1a thé ning hip
din V) va thé ning ly tdm V,, cho bdi

oy

9z "
nghia la

Vi = mgz = mga(l — cos8) ,
oV nrw?
- =7

Or '
nghia la

; 1 ;

Vi = —-ém.:,uz'r2 = - §ma2u)2 sin?é .

Do d6

1
Vo=V + Vs = mga(l — cos @) — 57710%)2 sin’ @ .
Hai vi tri can bing cho bdi %% =0

sinf = (. hay 0=0.

cosf = g_z hay 8 = arccos (%) .
aw aw

Hinh 1.70 (a), (b) va (c) 1a cac dé thi cia thé ning theo 6 dudc do trong hé
quay tuong ung véi w < \/g/a, w = \/g/avaw > \/g/a.



Co h_gc Newton 155

| S—
v
=]
aF----
:-————
L 3
@

(a) (b) (<)

Hinh 1.70

Thé ning V phai la nho nhat dé cin bang la 6n dinh. Day la trudng hop
(? = O trén hinh (a) va (b) va § — arccos( ?;) trén hinh (c). Diém 0 — 0 wén
hinh () 1a mdt vi tri can bang nhung 1a khéng én dinh vi V 1a lon nhét & day.

1098

M6t dia nam ngang c6 bé mit won hoin t0an quay vdi van toc goc w
quanh mét truc thing ditng di qua tim ctia nd. M6t ngudi @ trén dia cach mét
khoang R so voi diém gbc ban mét doéng xu nhin hoan toan cd khbi luvong m
(kich thudc bd qua) vé phia difém gde. Viéc d6 cung cip mét vén tde twong
déi ban dédu V' so véi dia. Chi ra rng su chuyén dong theo théi gian ¢, da bo
qua thanh phén (wt)? dude quan sat bdi ngudi rén dia 1a mot parabon, dua
ra phudng uinh cia parabon nay.

(Wisconsin )
Loi giai:
Dung hé woa dé Descartes gin vai dia, nhu vay truc z doc theo truc quay

. i En o & A . + 2 . A
va true r nguoc hudng véi van toc ban dau V cla ddng xu, ¢a hai truc r. y déu
nam trén mat phang dia. Trong hé quay nay, ta c6 (xem bai toan 1094),

mdv rructw
: F

e ~— — Xxr-mwx(wxr)—2mwx v,
ot dl

Vi khong ¢6 lire tac dong ngang lén dong xu sau khi bin va w = wk, & = 0, tir

11 BTALG SO HOC



156 Bai tdp & 101 gidi Ca hoc

trén ta co
F=wlr + 2wy, » (M
i = wy — 2wi . (2)
bat z = z + iy. Khi d6 (1) + (2) x i cho phuong trinh
P4 2w —w?z2=0. 3)
Dat z = ¢, ta c6 phuong trinh diic trung
V24 2wy —w? = (y+w)?=0.

Phuong trinh ndy c6 nghiém kép vy = —iw, viy, nghiém tdng quat clia phuong
trinh (3) 14

z=(A+iB)e ™ 4 (C 4 iD)te ™" .
Cac diéu kién ban ddulaz =R,y =0,i=-V,y=0hayz=R, s = -V,
tait =0, taco

R=A+:B, -V =wB+C+i(D—-wA),
hay
A=R, B=0, C=-V, D=wR.
Do d6 .
z=[(R—Vt) +iRwtle”®!
hay

z = (R — Vi) cos(wt) + Rwtsin(wt) ,
y = —(R — Vt)sin(wt) + Rwt cos(wt) .
B6 qua s6 hang (wt)?, tif trén ta c6
r~R-Vt,
y~ —(R - Vt)wt + Rwt = Vwt”.

Do véy, quy dao c6 dang 1a mot parabon y = ¥(R — z)2.

1099
Mot vit bit diu rai tit db cao h so véi bé mit trai dit tai vi d6 40 db Bic.
Véi h = 100 m, tinh d6 dich chuyén ngang cta diém va cham giy bdi luc
Coriolis.
(Columbia)
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Lai giai:

Néu vit ¢6 khéi luong m, trong hé chuyén déng quay cua trai dat, luc
Coriolis —2mw x t dude coi 12 lue tac dong lén vit. Ta chon hé quy chiéu vdi
g6c dit 1ai diém & trén bé mit trai dat phia dusi diém bat dau roi ctia vat,
vai truc o hudng vé phia Nam, truc y hudng vé phia Ddng va truc = hudng
1én trén theo phuong thing ding (hinh 1.71). Nhu véy, phuong trinh chuyén
déng ciia vat trong hé quy chiéu trdi dat la

mv = —mgk - 2mw xr
i j k
mgk — 2m |—wecos40® 0 wsin40°
i i :

Hinh 1.71

Ti trén ta c6 thé thu dugc cac biéu thic cho z, i va #, tit dé tich phan cho
ra , § va £, Cac ket qua dé sau lai duge diing trong biéu thitc cho &, 4 va . Vi
thdi gian roi ca vat di ngin so vai chu ki quay cla trai dat, ching ta c6 thé
bo qua s6 hang bac w? va viét nhu sau

= 0
i = 2gtw cos 40° |
I=—gq.
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Tich phén hai 13n va dung diéu kién ban dau ta thu dugc

z=0Uy
1 4, 5
v —Byt"w cos 407 |
t'l
g ==~ g .

2
Phuang trinh cudi cho thoi gian dén bé mat trai dir ctia vat khi 2 = 0

f2h
t=f=—.
[ g

Tiép do, d6 dich chuyén ngang ctia vat khi va cham la

1 /sh3 : B
y=—f— weosdD” =0.01Tm .
3 \' i

1100
(a) P4 16n va chiéu léch ctia qua doi treo tif dinh 18i ddy ciia thap Sather
(Companile) do sy quay ctia trai dat 1 bao nhiéu?
(b) Diém va cham clia mét vét roi tir dinh thép xubng 1a thé nao?
Gia thiét ring Berkeley @ 0° vi dd Bic va thap ¢ d6 cao 1a L m. Dua ra cac
gia tri s6 cho (a) va (b) dua theo cac udc luong L va 0.
' (Columbia )

Fl
a
8 Mg

Hinh 1.72
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L&i giai:

(a) Trén hinh 1.72, F, 1a [uc ly tdim tudng tuong, a la goc tao bdi trong
lue bidu kién mg, theo hudng vé tam trai dit. Trong luc mgo dbi voi trai dhe
khdng quay quan hé vdi cac dai lugng trén theo cong thuc

mg =mgp + F. .

Theo tam giac luc, ta cd

Fo myg
sina  sing’
hay
. F.sin® mRw?cos@sinf  Rw?sin28
sina = = = )
mg mg 2g
Do dé, d6 1éch ctia qua doi la
Rw? sin 26
La = L arcsin (i> .
29

(b) D6 dich sang bén clia vat roi tir dd cao L & phia bic ban ciu do e
Coriolis 12 vé phia Déng ¢6 dd 16n (bai todn 1099)

3
5:l -S—L—wcosﬂ.
3\/ g

1101

Duéi diéu kién dic biét thudn 1oi, mot dong bién tuan hoan ngude chiéu
kim déng hd khi duge nhin truc tiép i trén cao da dugc phat hién trong mot
16p rat biét 14p phia dudi bé mit. Chu ki quay 1a 14h. Tai vi d nao trén ban
ciu nio dong dé dudce phat hién?

(Columbia)
Ldi giai:

Ta chon hé toa dd gin vai trai dit cé gbe toa d6 dit tai diém trén bé mit
trai dét noi c6 dong bién, truc ¢ hudng vé phia Nam, truc y chi vé phia Déng va
truc z chi theo phudng thing dirng hudng 1én trén. Hoan luu trén dai duong
12 do luc Coriolis gay ra bdi gia téc b3 sung (bai 1094).

a=—-2wxv,
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, . . 1 Py A ’ 3 /. A \ - A . \
trong dd, w = wcos 81 + wsin Ok 13 van toc goc cua trai dat, 0 laviddo va v la
van toc coa dong bién. Ta cé

i j k
a=—-2w|—cosf 0 sind
v, vy, 0

Thanh phan nam ngang cla gia téc anh hudng téi luu thong cta dong bién 1a
ap = —2wsin(—v i + vj) = —2w.k x v,

vi ay ludn vuéng géc véi v, né khéng lam thay ddi d6 16n clia v ma chi lam
déi hudng. N6 khién cho dong luu théng theo duong tron. Dit Q 1a van tbe
goc cua chuyén déng tron. Khi
o2
lag| = 2wvsind = — = vf) .
r

trong dd, r la ban kinh cta vong tron, ta ¢é

] 0 2 24 6
sihf= —=— . — ==,
2w 14 4r 7

hay
0 =59°.

Néu dong bién & trén phia Bic ban ciu, w, k chi vé huéng cuc Bic va ay ludn
chi v& bén phai cha vén téc v. Diéu nay lam v huéng vé phai va lam dong luu
thong theo chiéu kim déng hd. Tuong tu vay, véi ban ciu Nam, luc Coriolis
gy ra hoan lvu ngudce chidu kim ddng hd. Do d6, dong bién tuin hoan dugc
phét hién tai vi d6 59° Nam.

1102
Mot thién thé nho 3 trén trdi dudc gitt chi bdi luc hdp din clia né va ¢d thé
bi pha v4 bdi luc tridu tao bdi mdt thién thé 16n khac néu nd. Voi mdr thién
thé c6 dudng kinh 1km va mét dé 2g/cm3, tim khoang cach tdi han tif trai dat
(gidi han Roche).
(UC, Berkeley)
L3i gii:
Gia sir trai dat dudgce giit 6 dinh trong khéng gian va quy dao ctia thién thé
nhd quanh tréi dit ludn cach mét khodng ! nhu trén hinh 1.73. Goi M 14 khébi
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luong ctia trai dat, m va p tuong ung 1a khéi luong va mat do cla thién thé
nho doé. Xet mot don vi khoi ludng cua thién thé trén doan OC cach € mot
khoang r. Ta cd tif diéu kién cdn bang luc trén né

: L o GAM f’:‘{%}.‘rrap
(- r)w” — ; - — — .
(I — x)? 2

Ta cling o dbi vai thién thé

GMm

g
milw I

N6 cho w? dude diing trong bicu thirc trén. Vi vdi 1« 1, chi gitf 1ai bac thip
nhat trong §, ta co
z (.q..w ) ;
dorp

Vai Al = 6= 1077 g, p o 2 g/em?, ta tim duge
[=1.20% 10" em — 1.29 x 10" km .

Néw | nho hon gia tri trén, Juc hap dan cta trai dit trd thanh qua 1dn nén thién
thé khong gitt dude don vi khoi luong va né bi 13 ra.

Hinh 1.73 ' Hinh 1.74

Néu don vi khéi lugng ndm phia bén phai ca ¢ trén dudng kéo dai OC,
la am nhung két qua trén vin ding. Chilng ta ciing cd thé xét mot don vi khoi
ludng d vi tri ngoai OC" nhu diém £ trén hinh 1.74. Ta ¢

S GAl 1 —
VIO )2 1 ptuteost = s  _wplat+yeos o,
(1 - )2t y? 3

v
[ — 2 =
0= {} = e—_—_—m—_—— oS i — —————
Vi=a)i+y VAT,
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Viz/l <« |, y/l < 1, vachi giir lai cac %) hang béac 1, ta cung thu duge két qua
nong w.

1103

Mot vong quay ngua gd (vong quay) ¢6 son hai truc (2,y) vudng goc va
quay trén trai déc (gia thiét 1a mot hé quy chiéu quan tinh zq, yo, 20) vdi van
toc goc khong déi w quanh truc thing ding. Mot con bo co khéi ltdng m dang
bd ma khdng bi trugt hudng ra ngoai doc theo truc r véi van toc khéng ddi vy
(hinh 1.75). Téng luc F; do vong quay tac déng lén con bo la bao nhiéu? Chi
ra tat ca cac thanh phén cha F,, trong hé quy chiéu trai dat zo, Y0, Zg CUA Con
bo.

(UC, Berkeley )

Hinh 1.75

Loi giai:
Trong hé toa dé quay (z,y, 2), con bo bo vai van tbe khéng déi vg doc theo

truc 2 khéng ¢6 gia toc, nhu vay, luc ngang tac déng 1én con bo bdi vong quay
1a (bai toan 1094)

F=2mwA v +mwx{w=xr),

trong do w = we,, v' = we,, r = re;. Con bo ¢6 trong luong - mge., nhu
vy vong quay tac dung mét phan luc mge, tac dong [én con bo. Ta ¢6 tdng
luc vong quay tac dung 1én con bo 1a

¥y = 2rmuvgwe, — -nru,‘;z'.r;cI + mge; .
Chon hé quy chiéu trai dat (2, yo, 20) sao cho tai t — 0, cdc truc tudng Ung
triing vai truc ca hé toa do quay. Tiép do6, biéu thi cic vects don vi doc theo
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Zo, Yo, 20 tUONg Ung la i,j, k . Ta cé

ez = cos(wt)i + sin(wt)j ,
ey = —sin(wt)i + cos(wt)j ,

e, =k.

DE don gidn, gia st con bo & diém gbéc tai t = 0, ta ¢6 = vot. Trong hé quy
chiéu trai dét, F, c6 thé dude viét nhu sau

Fy = —muow(2sin(wt) + wit cos(wt)}i
+ mupw|2 cos(wt) — wi sin(wt)]j + mgk .

1104

Xét mot sb cac hat cd ban tich dién ¢b cling ti s6 dién tich/khdi lugng
(e/m), tuong tac véi nhau qua cdc lue xuyén tim dugc bdo toan. Ching minh
rang chuyén déng cha cac hat nay trong mot tir trudng nhé B giéng véi khi
khong c6 tur truong khi duge xem xét trong mot hé toa dd quay vai mot van
téc géc w duge chon mot cach thich hop (dinh ly Larmor). Gia tri thich hgp
ctia w 14 bao nhiéu, va nhu thé nao dudc coi 1a nhé?

(Chicago)
L3i giai:

Gia thiét nr trudng 1a déu va goi hue xuyén tim tac dung lén mot hat 13
F(r). Xét hai hé toa d6 L va R véi cac goc 1a tam cia luc sao cho R quay véi
vén the gée w quanh diém gbe chung. Bai todn 1094 cho phuong trinh chuyén
dong (trong don vi SI).

F(r) +evx B=ma M

trong L va
F(r)+evxB:ma'+2mwxv'+m;u><(wxr) '®3)
trong R. Viv = v/ 4+ w x r, (2) ¢ th€ dugc viét 1a
ma’' =F(r)+evxB-2mwx (v-—wxr)—mw X (wXT)
=F(r) + v x (eB + 2mw) + mw X (w x r) .

néu R ducc chon véi
eB

2m
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va néu s hang ly tim mw x (w x r) ¢6 thé bd qua, phuong trinh trén trd thanh
F(r) = ma’,

nghia 13, chuyén déng cha hat khi dugc nhin trong hé quy chiéu quay 13 gibng

nhu khi khéng c6 ti truéng.

Két luin nay ap dung cho mét hé cac hat c6 cling ti s6 ¢/m va chiu céc
Juc xuyén tam c¢6 cing mét tdm. Cdc hat sé chuyén dong nhu thé khéng cé
tif trudng nhung hé xét vé toan bd tién déng trong hé quy chiéu phong thi
nghiém véi van toc goc w.

Chiing ta da gia thiét ring dbi véi mbi trong hé,

mlw x (W X )| < 2m|w x V|,

nghia la
2v
w L —
T
hay
Amu
B« ,
er

bi€u thitc nay gidi han cudng dé cla tir truéng.

1105

T4m quay ctia mét con lc ciing bi dao déng theo phuong thing ding véi
phuong trinh n(t) = 0y cos(wt). Con lic ndy bao gobm mot thanh khdng ¢ khdi
hrong véi chiu dai L va vat ¢6 khéi luong m gén 6 mét dau.

(a) 'im phuong trinh chuyép déng cho 0, trong dé # 1a gbc cha con lac
theo nhu trén hinh 1.76. Gia thiét 8 < 1 va ny < L.

(b) Giai phuong trinh Béc nhét voi iy véi cac didu kién ban dau:

(i)0=a 8=0va

(i) 6~0, d=a/4.
(¢} Udc lugng cac nghiém cho (i) va (ii) khi cdng hudng va mo ta su khac
biét gitta hai truong hgp.
)
Lgi giai:

(a) Dung hé toa db Descartes v&i goc dit tai O nhu trén hinh 1.76, truc r
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Hinh 1.76

nam ngang va wuc y thang dimg hudng xuéng dudi, Ta co
r— Lsint, y— Leos + ol — coslwt) |
il = = F s, o= g FTeos
V6i ¢ < | rad, ta ¢6 thé bo qua s6 hang bic 67 va coicosd = |, sinf = #, Ta ¢o
P Low? 4 Lo, G - L0+ gew cos{wt)

vit phuong trinh chuyén dong cho # 1a

P &
{1 + g rew” cos(t)|# =0, L)

ol

(b) Hdi vin nghiém gfm ding bac nhat vii o = w o dat

trong dé. - théa man phuong trinh =+ wi> — 0, viw) = 4, ¢ diéu kién ban
ddu gidéng nhu cho 1.
(1) VOi cac dieu kién ban ddu # = «, 0 — 0, ta cod

2 = acoslwegt) .

) —u costayl ) + aEl] .

Thé vao (1) va chi giir lai s6 hang bac 1 cha o,

Eowie aucostaptivostot) = S5 feosliwy 1 wlt) + cosliwn - w)f]) -

2
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Phuong trinh nay cé nghiém riéng

e i {_m:-:{[u,:” + w)i] n cos|(wo = w)t]} |

2 '2\'4)[) t w 2w — w
do do nghiém téng quat la

aw cos{(wp + wit]  awcos|(wg — w)t]

£ = € coslwyt) + Cysin{wot) — 2(2wg +w) 2(2wp —w)

Cac diéu kién ban dau £ = 0, £ = 0 tai t = 0 cho

2
_uuf?
L= . G-
L W T v SR
va
) = acos(wyt)
o aw? cos(wyt) _awcos[{wg +w)t]  awcos|(wp — w)t] }
L (2e) + w)(2wp — w) 2(2wg 1 w) 22wy — w)

(i) Dbi voi didu kién ban ddu 8 = 0, 6 — a\/% = awp, dat
@ — asin{wgt)
# = asinf{wot) + of(t) .
Thé vao (1) cho ta
£ + wit = aw® cos(wt) sinfwt)

2
E) %—{Silll(u&n b w)t] + sinf{wog —w)t]}

' . - -~
no cho nghiém tOng quat

aw sin[(wo + w)t] = awsin[{w — w)t]
2(2wp +w) 2(2wy - w)

§=1n (ffm(u;gt) o Iy S'lllf_u.’[;.!] -

Cac diéu kién ban ddu £ = 0, £ =0tait — 0 cho

(-:wi

oy =0, 2, = - —
l : {(Zwn + w)(Zwy — w)
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vado do

6 = asin{wpt)

70 { aw? sin(wot) awsin|(wp + w)t]  awsinf(wy — w)i] }
(

tT 2wy + w)(2wg — w) 2(2wp + w) 2(2wo — w)

L

(c) Cong hudng xdy ra tai w = 2wp. V81 w = 2wy, ta ¢d vai trusng hap (i)

= _ Moa - 3 _ o o2
0 = acos{wyt) AL cos(3wpt) = a [1 + A (wot)} cos{wot) ,
va d6i véi trudng hop (ii)
= asi _ e S PO/ R LN i
0 = asin(wot) 4L sin(3wpt) = a [1 i + 7 sin (wot)] sin(wot) .

Ta thiy bién d6 cong hudng bi gidi han téi = a trong ca hai trudng hop. Tuy
nhién, hai céng hudng xdy ra tai cac pha léch nhau 3.

1106

M@t ci bat hinh ban cau cé ban kinh R quay quanh mét truc thiang diing
véi van toc goc khong déi . Mot hat khéi lugng M chuyén dong trén bé mat
phia trong ctia bat dudi tac dung cta luc hap din (hinh 1.77). Thém vio dé,
hat con chiu mét luc ma sat F = —kV,,, trong d6 k 12 hing s6 va V,q 12 vin
téc cha hat so voi ba.

(a) Néu hat & ddy bat (¢ = 0), ré rang né & trong can bing. Chi ra ring
néu Q > 4, thi c6 gia tri 8 can bing thit hai va xac dinh gi4 tri 6.

(b) Gia stt, hat can bing & day bat. D& mé ta chuyén déng cda hat trong
lan c4n cia diém cin bang, ta xay dung mét hé toa dd Descartes quan tinh
cuc bé (z,y, z) va bd qua d6 cong ciia bat trit trong tinh toan luc hdi phuc hip

dan. Chi ra rang véi |z| < R, |y| < R, vi tri ctia hat thda man z = Re(zpe*),
y = Re(yoe™), trong dé

. kA g\? k\?2
2 A g " 2 _
(A+M+R)+(M)Q 0.

. A £ 4, > r N . s A I A .
(c) Tim van toc goc, g, cua bat ma tai do hat chuyén déng tuan hoan.
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Hinh 1.77

(d) Co mdt su chuyén trang thai tr &n dinh sang khéng &n dinh tai © = {}g.
Bang cach xét cac tan s6 lan can (), chitng minh riang chuyén dong dn dinh
vai Q < Qg va khéng 6n dinh vai 2 > (.

(MIT)
L3i giai:

Trong hé toa dd quay vdi van toe goc §2, phuong trinh chuyén déng cta

mét hat khéi luong Al theo bai toan 1094 la
F=Ma+2MQxv t MO x (Qx1)+ MQxr,

trong d6, a’, v/ |a gia téc va vin téc trong hé quay.
Vdi hé quay, chon hé toa dd cau (r. 4, ) gdn vdi bat véi gbe ¢ tai tam bat,
ta ¢ §2 = 0. Trong hé toa do cau, ta ¢
é, = feg + @sindd,,
ég = —fe, + geosde,
e, = —ygsinfle,  Peosbeg .
Do dé, voi mdt hat tai r = re,, vén toc 1a -
v =T + rf;'cg 1 r¢sinfle, |
va gia toc 1a
a = (F — r? — rp?sin’ Be,
+ (rf + 270 — r° sin 0 cos ) eq
+ (r@sin@ + 27 psin @ + 2rfp cos e, .



Co hoc Newton ‘ 169

(a) V6i hat chuyén dong trong bat dang quay, ta cé
N = —-Qcosbe, + Qsinbey ,
r=Re,, r=#F=0, Vg = Rleg+ Rpsinbe,
F=Mg+N-kVy
trong do,

Mg = MgcosGe, — Mgsinfeg ,
N = - Ne, .

Do d6, phuong trinh chuyén ddng cta hat trong hé dang quay theo chiéu
ep Va €, tuong Ung 1a,

MR6 — MRp? sin 8 cos §
= —Mgsin 6 — kR6 — 2MRQsin 0 cos @ + MRQ?sinf cosé

MRjpsin 8 + 2MROp cos 6 = —~kRpsind + 2MRQ6 cos 6 .

Lic can bang, 6 =0, 9 =0, 6 = 0, p = 0, va ta thu dude
—Mgsin8 + MRO?sinfcosf =0,

tir 46 cho
g

sin@ = 0, hay cos 8 = B2

Do dé, 6 = 013 mdt vi tri cin bing. Néu Q > \/% c6 mot vi tri can biang khac

la
8 = arccos (-I—{—%) .

(b) Duing t0a dd Descartes (z, y, z) v&i hé quan tinh cuc bé ¢6 gbe tai § = 0
& day bat va truc z doc theo truc quay. Trong hé nay, vectd vi tri ciia hat gén
day bat la
r =zi+yj+zk~zi+yj,

bd qua dé cong cha bat va phuong trinh chuyén dong ctia né la

Mi = Mg — kVq + N
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Hinh 1.78

Nhu trén hinh 1.78, thanh phan luc N doc theo r xap xi 0 va thanh phan

Mg doc theo r la

Mgz My
~Mgsinf cos oi — Algsin flsin pj = —%i - %J

vhisint = G, cospm Sosinpa 4. Clng voir' =V + 82 =1,

—kV g = —kF + kS x '
k(1 v kg — 20 .

batr = rye™, y = yoe™ 6 trén trd thanh

- g kS
A A+ I g+ —m=0.
( att n) tat yrn =0
k2 5. K g
R L A = = =iy
M"’+( +M’\+R>“’“ .
Vai nghiém khac 0, ta can
g K q k) |
2 R i . T r
A+M)\+R ¥ - A?+B+£2+ EE:U
kQ) NIRL B Al R M '
A * 1%} L n

- . |3 - A v A 2 + A2 a 1 3 [ 4.
Do do, néu co dieu kién nay, ta co thé mo ta vi tri cua hat bai

T = Re[rge™), y= !'{r*[yue"“') :

(1)
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Két ludn nay chi hOp 1é chi véi |z] < R, |y} <R vi ta di b6 qua dd cong va
xem nhir hat chuyén déng trén mit phdng nim ngang.

(¢) V& bén trai cia (1) c6 thé phén tich thanh thua s6 va chitng minh ring
c6 cac nghiém

kA g kQ
Mo T =
tuM TR Yy

Doi v6i chuyén dong tudn hoan, A phai 1a 40, A = iw, trong dé w 14 thuc. Can
bing hai phin thuc va 3o ca hai vé ta ¢6

va w = +0.

DéE théa man nhimg diéu dé, ta cin

/9
Q=23,/==%0
R 0

dé chuyén dong 13 tudn hoan. Chi ¥ ring diu ‘+°’ va ‘— ing vdi hai chidu quay
ngugc nhau.

(d) Nhu d trinh bay & phan (a), néu < g, chi c6 mét vi tri cin bing
¢ = 0. Cén bang tai day 1a 6n dinh. V3i Q > g, ¢6 hai vi trf can bing 6 = 0
Vi 6 = arccos(#). Tuy nhién, cin biing tai vi tri truéc 1a khéng 8n dinh, do
d6 can bang 8n dinh bi dich t8i vi tri sau néu Q > Q. Do dé véi 6 = 0, c6 su
chuyén tiY 6n dinh sang khéng 6n dinh tai Q = Q.

1107

Mot hat khéi luong 7n ¢6 thé truot khéng ma sat & bén trong ctia mot bng

kd T N 1 rd Ié x A \ ’
nho cong thanh dang hinh trén ban kinh a. Ong quay quanh mét duong kinh
thing diing véi téc d6 w rad/s khéng ddi nhu trén hinh 1.79. Lip phuong
trinh vi phan cia chuyén dong. Néu hat bi nhiéu loan nhé so véi vi tri can
bang khéng 6n dinh tai vi tri = 0, tim vi tri c6 déng niing cue dai.

(SUNY, Buffalo)

Loi giai:

Trong hé toa dd quay (r, 0, ) gin véi 6ng tron, ta c6 (fir bai toan 1094)

F=ma'+2mw x v+ mw x (wxr),

12-8T8.6 OO HOC
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mg

Hinh 1.79
vai
F=mg+N
= —mgcosfe, + mgsinfey + Ne, |
w=wcosfe, wsinfey,

a = —:.‘a.lf‘i“)'er + aéeg ,

v = afley. r=ae; .
Phuong trinh chuyén dong theo chiéu ey khi do 1a
mal = mgsin 8 + maw?sinfcos P .

Vif =4 % = %%, phudng trinh & trén véi didu kién ban ddu @ = 6 = 0 tai
t = 0cho

ad? = aw?sin? @ + 2g(1 - cos0) .
Trong h¢ toa dd quan tinh tai thoi diém triing véi hé quay, van te cta hat la

v=vi+wxr =a9&g+aw5inﬁe¢ .
va déng nang cua no la
E = 1irn[f_lzt';""“ + a®w?sin? )
2 N
= %m [w?a?sin? @ + 29a(1 — cosf) + w?a®sin” 6]

= ma|w?asin? # + g(1 — cos8))] .



Co hoc Newton 173

D& E dat 16n nhét tai 6, ta cin

dF d’E
(w)% =0 (d?)% <0

Vi
dE
i mal2wlasinfcosb + gsinf] = 0,
d’E
de? = mal4w?a cos® 8 + gcos§ — 22l ,

ta c6 dbi vdi vi tri ddng ning cuc dai

6= néu  w?< = )
2a
—g £ 2 g
0q = arccos neu > =,
o= are (2w2a) Y7 2
1108

Goi S 12 hé truc ¢6 tam dat tai tAm trai dc, véi truc z hudng vé phia cuc
Bic 1a mét hé quy chiéu quan tinh. Goi 5’ 1a hé dit twong ty nhung quay ciing
vdi trai dat.

(a) Viét phuong trinh phi tuong déi tinh cho thiy phép bién déi dao ham
theo thdi gian cha mdt vecto bét ki tir §’ sang S. Ding né dé tim biéu thic cho
lue Coriolis cho mét vat chuyén déng trong $'. Dinh nghia tit ¢a cac ki hiéu.

(b) Trong ban cAu Bic, tim chiéu cda lyc Coriolis tac dung 1én mot vét
chuyén déng vé phia Dong va mét vit chuyén dong thing ding 1én wén,

(¢) Xét mét vat rai tif mét dd cao 10 fut taj vi d6 30° Bic. Tim gin diing
db 1éch ngang do luc Coriolis khi né roi dén mit dit. Bd qua lyc can khéng
khi.

(SUNY, Buffalo)
Ldi giai:

(a) Dat XY Z 1a hé quy chiéu quan tinh S va X’'Y’Z’ 1a hé quay S’ gin cb
dinh vai trai dét, nd quay véi van tbe géc w. Trong &', mot vects A tiy y cb
thé dugc viét thanh

A=A+ A+ Ak,
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Trong S, dao ham theo thoi gian ctia A 13

dA  (dA,. dA,. dA, i dj | dk
A k) +{A,2 44 4,25 .
dt (dt’+ @t & )+( rg T va T

Goi d* /dt 1a dao ham theo thdi gian trong ', khi d6

TA _ dhs  dhy  dAs
dt  dt at 37T Ta

Dong hoc chia mot vat rin cho

é— X i dj X ﬁ— x k
a - wWxh o opTexd g mexk
T d6
dA d*'A . . d A
7T +w x (Azi+ A+ Ak) = 5 +wx A,
Nhu vay, véi vecto ban kinh r t6i mét diém P, ta ¢é
de _d'r
a at YD
d?r _d* + wr] 4w x d"r+ “r
dt?2 — dt dz “ @ ar
—d‘2r+2wxd*r+wx(wxr)+d.w><r
T di? dt dt )
Chi y & trén
d.w—d—‘:’-—wxu—
dt ~ dt dt

Dinh luit 2 Newton 4p dung cho hé quan tinh, nhu thé v4i mét hat khéi
lugng m tai P bi tac déng bdi luc F, ta ¢
d*r d*?r d*r ' d'w

F:mw——— 27 + 2mw wx +mwx(wxr)+mdt

XTI,

Biéu thi 4 & bang mot diu chAr trén va chi y 13 véi trai dit & = 0, phuong
trinh & tren dugce viét thanh

mf =F — 2mw X F — mw x (w X 1)

dbi voi hé toa dé quay. Diéu nay chi ra ring dinh luit 2 Newton vin hop 1é
néu ngoai F chiing ta dua vao hai luc tudng tuong: —2mw x i, lue Coriolis,
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va —mw X (w x r), luc ly tim. Nhu vay, mot vat khoi lugng m chuyén déng
trén trai dit v4i mét van tbe v/ duge quan sat trén trai dat nhu chiu mot luc
Coriolis —2mw x v/,

(b) Chon cho S’ mét hé ¢b dinh tai mot diém trén bé mit trai dAt tai vi dd
A va dit cac vecto don vi trire giao cta no 1a i, j, k chi tuong g theo hudng .
Nam, Dong va theo phuong thing ditng hudng 1én trén. Khi d6
w = —wcos i+ wsin Ak .
(1) Khi vit chuyén déng vé phia Déng, v/ = gj, luc Coriolis 1a
Fe = —2mw x v = 2mwy sin A\l + 2mwy cos Ak ,

no c6 do6 lén

|Fe| = /(2mwy sin A\)2 + (2mwy cos A)2 = 2mwy

va chi vé huéng Nam. nghiéng mét gée ¢ cho bdi

wo= - (3-).

(2) Khi vat chuyén ddng 1én trén, v = 3k, luc Coriolis 1a
F.=—-2mw x vV = —2mwzcos \j ,

né cé dd 18n 2mws cos A va chidu huéng vé phia Tay.

(¢) Phuong trinh chuyén déng cho mét vit rdi tu do trong S’ 14

mZ = 2mwysin A ,
miy = —2mw(Zsin A + zcos ),

mz = —mg + 2mwycos A ,

voi didukiénbandduz =y =0,z =h = 10ft, £ = = z = O tai t = 0. Tich
phan va diing cac diéu kién ban du ta duge

& =2wysin A,
y=—2wlzsin A+ (z — h)cos ],
z=—gt+ 2wycos .
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Thé vao hé phurong trinh ban diu ta dugce

# = —4w?|rsin A + (z — h) cos \]sin \ ,
i = 2gtwcos A — dwly ,
% =-g—4w?[zsin A + (2 — h)cos N cos A .

2 ’ A s » Py /”
Bd qua cac s6 hang ¢ w?, ta ¢6 gan diing

=0,
i = 2gtw cos \y ,
Z=-g.

Léy tich phén, ap dung diéu kién ban diu va khit ¢, ta duoc
8w? cos? )
2 3
=|————)(h- .
y ( % ) (h—2)

Khi vit roi dén mat dit, z = 0,

(2wcosA) 2h3
y=|—F5 )\
g

Vai h = 10 ft = 3,05 m, A = 30°, ta tim dugc y = 1,01 x 10~¢ m. Do d4, db
léch do luc Coriolis vé& phia D6ng ¢é do 16n 1a 0,01cm.

2. PONG HOC CUA HE CAC CHAT DIEM (1109-1144)

1109

Mot xe khéi lugng M c6 mot e6t & trén nd, trén cdt treo mét qua béng khbi
leong 1 bing mét soi ddy manh gin 8 diém P. Xe va béng c6 van téc ban diu
12 V. Xe nay dam vao mét xe khéc c6 khéi luong m va dinh vao né (hinh 1.80).
Néu chiéu dai ctia dy 13 R, chi ra riing vén téc ban diu nho nhét d€ 1am qua
béng c6 thé chay theo hinh tron quanh diém P13 V = [(m + M)/m]/5¢R. Bd
qua ma sat va gia thiét M, m > pu.

{(Wisconsin )

Loi giai:

Voi p <« m, M, dinh ludt bio toan déng lugng

MV = (M +m)V’
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F
R
n
M m
v
Hinh 1.80

- Y E] . .
cho van toc cua hai xe sau khi va cham,

v MV
M4 m

Xét chuyén déng tron clia qua bong d dinh xe M néu né dimg yén. Néu tai
diém thap nhit vi cao nhét bong c6 vén toc twong ing 1a V; va V3, ta co

1 1
QL‘VF = ﬁPVzE +2ugRt |
Vi
F=T+u,

trong d6, 71" la hte cing cha diy khi béng 6 diém cao nhét. V5 nhd nhét khi
T = 0. Do d6, V; nhd nhét cho bdi

5 1
Vi’ = SHgR + 2ugR

nghia la
V= +5gRR.

Vi xe chuyén dong, V, 1 vén toc cha bong so véi xe. Vi voi bong co van
téc ban ddu V va xe co van the V/ sau khi va cham, vén téc cia béng so vdi xe
sau khi va cham 1a vV — V', Do d6, V nhd nhat dé bong chay theo vong tron
sau khi va cham dudgc cho bai

g
Wil = o o = /5gR ,

M+ m

nghia la

B o
V= 1"‘ V59R .
7
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1110

Mot xe khdi lugng m chuyén dong véi van téc v tién lai gAn mbt xe cb khi
luong 3m dang ding yén. Lo xo bi nén trong khi hai xe ddm vao nhau (hinh
1.81).

(a) The db cua xe cé khéi lugng 3m bing bao nhiéu tai thoi diém 16 xo bi
nén cuc dai va ning luong bao toan?

(b) Cau tra 10i sé 1a thé nao khi ning luong khéng bao toan?

(c) Van toc cubi ciing clia xe nang hon sau mét khoang thoi gian dai trdi
qua néu ning luong dugc bao toan 1a bao nhiéu?

(d) Pua ra vin tbe cubi cing cia xe ning hon khi va cham hoan toan
khong dan hbi.

(Wisconsin )

Loi giai:

(a) Khi 16 xo nén cuc dai, hai xe 12 gin nhau nhét va tai thdi diém dé
chuyén déng véi van téc ' ching han. Dong lugng bao toan cho

mv = (m+ 3m)v’,

nghia la

Nhu vay xe nang hon ¢é van tée % tai thai diém dé.

(b) Ngay néu nhu cd ning khdng bao toan, két qua trén van ding vi né
duge rat ra tif sit bdo toan ctia déng luong, diéu dé ding chirng nao khéng co
ngoai luc tac dung.

Hinh 1.81

(c) Nang lugng va dong lugng bao toan cho

mv?  meP  3mal?

2 2 2
mu = mu} + 3muh |



Ca hoc Newton 179

, ’ . a 4 . \ -
trong dé, v}, v4 tuong ing 1a van toc sau khi va cham clia xe nhe va xe ning.
y - y A £ A- \ .
Do d6, xe ndng hon ¢o6 van toc cuoi cung la
2mv v

1 .
Y2 m+3m 2

(d) Néu va cham 13 hoan toan khdong dan hdi, hai xe sé chuyén dong cling
nhau sau khi va cham. Vin téc khi d6 clia ching 1a ¥ nhu cho 6 (a).

1111

Tinh toan G, L va cac khéi lugng:

(a) Chu ki quay cua moét sao déi ¢é hai sao cung khdi luong (M; = M, =
M) cach nhau mo6t khoang L 14 bao nhiéu?

(b) Chu ki quay ctia mét sao dbi c6 hai sao khac khéi lugng (M # My)
cach nhau mét khoang L la bao nhiéu?

(¢) Chu ki quay ctia mdt sao ba ¢6 dang hinh tam gidc déu (canh L) déng
khdi luong 14 bao nhiéu?

(d) Chu ki quay ctia mdt sao ba ¢6 dang hinh tam gie déu (canh L) c6 ba
sao khac khéi ugng (M, # M, # Ms) 1a bao nhiéu?

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) Sao déi ¢ cling khoi htang
Luc hap din tac ddng 1én mbi sao la f GM?/L?. Ban kinh cia quy dao tron
cha méi sao d6i voi hé 13 khdi tdm ctia sao déila R = = L/2. Gia tdc hudng tam
ctia mbi sao 13 a = v2/R, trong dé v 14 téc db clia mbi sao trong hé khdi tam.
Diing nhitng diéu trén ta c6

M»2  GM?
R L2’

hay

» GMR GM

VST T
Do d6, chu ki cta sao d6i 1a

2nR L 2L
T=—= =aly/—.
v i GM
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Hinh 1.82

(b) Sao déi khéng cling khéi lugng
Dt O la khéi tAm cha sao déi. Khi d6 nhu trén hinh 1.82,

Mol LML
VT ML+ My T M+ My

Voi M, f = GM,M,/L?, ban kinh ctia chuyén déng tron 1a {;, va gia toe
hudng tam la a; = v}/l;. Do d6

Miv]  GM\M,
L 12

cho
1'13 o GI‘.I-_] r!] G!‘.{z “.E{Q_

L L L M+AM’
Chu ki quay cua M, khi dé la

nm M+ My, MG G(M, + M)~

T|Z?‘.’TZ—]_‘2’T ML LM, + M) =27TLV L

D6i chi sb treo 1 thanh 2 & wén ta ciing duoc chu ki Ty (ng vdi M,.

My
L L
L
M My
Hinh 1.83

(¢) Sao ba dang tam gidc déu c6 cing khéi lugng
Pat O la khoi tdm cua sao ba (hinh 1.83). Theo hinh hoc [; = +/3L/3. Vi
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M), hop luc ctia lyc hap dan tao bdi hai sao theo huéng O va co do lén la
(2GM2/L%) cos 30° = /3G M? /L2 Néu t6c db cia nd 1a v, ta ¢b
Me? 3GM?
LT

hay
2 V3GMLl,  GM
L T L.

v

vay chu ki cua sao ba la

only V3 [ L

Ti= = nlL ,
» 3 VGM
Y
My
“3
0 X
My fz )
Hinh 1.84

(d) Sao ba dang tam gide déu khdng ciing khoi luong
Dung hé toa dé nhu trén hinh 1.84. Toa d6 cha M), M; va M3 tudng (ng la
(0,0), (L.0) va (L/2, Y3") va vecto ban kinh cta khéi tam C la

-"\‘1:1
r—y‘; 1"_ . Ui+1\-ri+v—§?d'
CSTM, T M+ Mg+ M\ 2T gt sl

L 1 V3
= M+ =Ms )i+ o] .
M, + My + M; [( 2 2M3>'+ 2 3"}

Luc hip dan gay bdi M, va M, 1én M, tuong ing 13
("’1!1 My,
hg=— E;—l
va

s =—77 \3'* 3!

G M, Ms ( - \fﬁ.)
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do vay, hop luc lén M, la

fi =fi2+fis
_GM Ms\. V3., .
2EM;3 .
L [(MQ 3 )1+ 3 3_):|

Diéu nay cho thiy f; song song véi r.. D$ 16n céia né 1a

M My + Ma\? 3M2 GM
G 1\/( 2 3) + 218 ‘\/&§+M§+M2M3.

h=—"s 2 4 L2

Ban kinh ctia quy dao tron quanh khéi tim ma sao M, chuyén déng la

L
Ry=7r.= M2 4+ M2 + MaM; .
! Te M1+M2+M3\/ 2+ My + MaMs

Tir 46, phuong trinh chuyén déng cia M, la

M1U2 GM;
Rll :( 13 )\/M22+M32+M2M3,

cho tbc dd v; cia M,

= \/ +M3 +M2M3(IZ)

By
g (1\422 —}-Maz + MQM;;)
L M+ My + M;

Do d6, chu ki quay ctia M, 1a

_27|'R1

T =
]

| L
= 2L ,
”Jﬂm+%+m>

DO ro rang ciling la chu ki cia M, va M;.

1112

Mot hat khéi lugng m, dién tich ¢, va vin téc ban diu v va cham thing
vao vit gibng viy nhu vy nhung ban diu diing yén. Khodng cich gin nhét
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gita hai hat (theo cd hoc ¢8 dién) 14 bao nhiéu? Vin toc ctia mbi hat ngay khi
tién dén gin nhau nhit dé 13 bao nhiéu? Van téc cubi cling ctia mébi hat 12 bao
nhiéu? Ching minh cho nhing céu tra loi dé.
{(Wisconsin )
Loi giai:
Van tbc wong doi bang O khi hai hat & vn tn gan nhau nhét. Dong 1u0ng

bdo toan nén mv = 2mv’ v v’ = v/2 13 vin tbc ctia mébi hat ngay khi tién gan
nhau nhét. Bao toan ning hrong cho

va do vy

mu?

13 khodng céch tién gin nhau nhit. Van tdc cubi cliing bing 0 véi hat tdi va
biing v dbi vdi hat lic dau diing yén. Diéu nay c6 thé thiy duoc tif su ddi xing
cua bai toan.

1113

Hai qua cAu thép, qua dudi c6 ban kinh 2a qua trén c6 ban kinh a, roi it
d6 cao h (do tif tAm chia qua cdu 16n) 1én mot tAm thép nhu trén hinh 1.85.
Gia st tim clia cac qua chu ludn nim trén dudng thing diing va tht c3 cic va
cham 13 dan héi. Dé cao cuc dai ctia qua ciu 3 trén c6 thé dat téi 13 bao nhiéu?
Goi y: Gia thiét qua cAu 18n va cham voi tAm thép va déi lai truéce khi né dap
vao qua ciu nhd.

(Wisconsin)
Loi giai:

Goi khéi luong ciia qua cdu nhé 1a m, va cla qua 16n 1a mo. Khi dé m, =
8mny. VAn toc cham dét cia qua cdu 16n 1a v, = /2g(h — 2a) va van toc clia
n6 ngay sau khi bét lai tit thm thép vin ¢ dé 16n 12 v. Tai diém nay, van tbe
xudng clia qua chu nhé 13 v; = /2g(h — 2a) = v,. Goi vén téc cla qua cu
16n va nhé tuong (ng sau khi va cham dan héi 1a v), va v} va coi chiéu huéng
1én trén la chiéu duong. T su bao toin dong luong va ning luong cho ra

MaUs — TNV = mZU'Q + mlv.'z s

mvt  mal mpl mpf?
2 2 2 2
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€@
2

4

Hinh 1.85
ching co nghiém
vy = 5—;% = gm
= 22 = 2 ol —a)

Cd nang ctia qua cdu bé bio toan, do d6 db cao cuc dai (so voi tam thép) cia
qua ciu be la
i 520
il T ek 7 U8
3a + gl ( a)

=33 =
ﬁ+29

1114

M6t toa xe tran dudng sat khbi luong Al ¢6 thé 1an khdng ma sat doc theo
duong ray nim ngang nhu & hinh 1.86. N ngudi, moi ngusi cé khéi ludng m,
ldc dau ding trén toa xe 6 trang thai nghi,

(a) N ngudi cung chay vé mét phia cla toa xe; tbe db clia ho so vdi 10a xe
la ¥, ngay trude khi ho nhdy xuong (déng thoi). Tinh van tc clia toa xe sau
khi moi ngudi nhdy xubng.

(b) N ngudi chay khoi toa xe lan lugt timg ngudi mée (chi cd mdt ngudi
chay mbi 14n), moi nguoi déu co van toe V, so vdi toa xe ngay tritde khi nhay
khéi toa xe. Tim bi€u thirc van téc ban dau ciia toa xe.

(¢) Trong hai trudng hdp (a) va (b), truong hop nao toa xe ¢b van toc 1dn
han?

(CUSPEA)
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£ 3 )
@]
L u - |
rs L A A L A i L o g g o ar sl
Hinh 1.86

Loi giai:
(a) Khi khéng co ngoai luc ngang nao tac dung, khdi tim ctia hé bao gém
toa xe va N ngudi ditng yén. Lay truc r doc theo, ta ¢6 v6i khi tam,

Mzy + Nm-fnguﬁi
fan = M+ Nm
Iem — 0 — Mz + Jv"mi'nguﬂi 1

1 I3 . [ - L - £ E) 4 E] e . . .
0 ddy iye va g4 tuong Ung la van toc cua toa xe va cua moi ngudi va sau khi

- . . (o 1. . .k . " ) = . r
moi nguoi doi khoi toa xe. Khi viét ye — Vye va chi y rang .5 = Vae — V5,
ta co

MVie + Nm(Vie — V1) =0,

tir do cho ta
NmV,

Ve = ———- .
= M4+ Nm

(b) Xé1 chuyén roi tir n nguoi dén (n— 1) trén toa xe. Dt V;, 1a van toc cla
toa xe khi n nguoi rai khoi xe. Bong ludng tong cha xe voi n nguoi la

P, = MV, + nmV, .

Khi ngudi thit » nhdy khoi toa xe véi van tée V, so véi toa xe, déng luong clia
hé bao gdm toa xe va n ngudi la

Po 1 =MV, 1 +t{n DmV,_| +m(V,_ — V).
Bao toan dong luong 7, | — P, chota
(M )V, — (M +nm)V, 1 — ml |

hay
mV;

v =V, + —-.
ml ! A +nm
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Do do
ml.

Voos = .
e n+;:’u+(n—i+l}m

Khin = N, Vy = 0 ban dau, ta c6 vdi s — N,
at

mV, i mV,
Vo = =)
q ;;1-[+(3V—1'+1}m nz__‘ljw+ﬂm.

(c) Khi
N

Z } > 1\"
— Minm M+Nm'

toa xe trong truong hop (b) cé van toc cudi cling dn han.

1115

Mot vién dan khéi luong m dudc bin ra (vdi van tée V) vao mdt bia khoi
lugng A7, bia cé mét 16 trong ¢6 16 xo vdi hing s6 dan hoi k. Bia ban dau dimng
yén va co thé trudt khéng ma sat trén bé mit nim ngang (Hinh 1.87). Tim
khoang Ar ma lo xo bi nén lai cuc dai.

(CUSPEA)
M
v m
—
LA AEAR 0 4 S0 i S S8 0 0 6 A0 8 50 40 0 0 B i S £ 2 0 07 4

Hinh 1.87
Ldi giai:
Tai khoang khac 10 xo bi nén dén cuc dai, vién dan m va bia M chuyén
déng véi cling van toe V.. Bio toin nang lugng cho ta

mbe mV? MV} kiAr)?
—=—t 4 + o .
2 2 2 2

va bao toan dong lugng
mV — (m+ M)V,
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cho ta

;’ inM

S \f kim + A |

1116

Mot ngdi sao nang khéi ludng Af va ban kinh R chuyén déng vai van toc

Vv di qua méi trudng khi rit lodng mat db p. N6 kéo cac hat vé phia né bai

trudng hip din va bit tit ca cic nguyén tlf va vao bé mat ctia né. Tim lyc kéo

vao ngdi sap oo tnh dén su gin diing 1 van tbc nhiét clia cac nguyén tit bo
qua so vdi | V| va cac riong tac clia cic nguyén tif véi nhau ¢6 thé bé qua.

(CUSPEA)

=

P

A AAL A4

Hinh 1.88

Lai giai:

[mng hé toa db chuyén déng vai ngdi sao, cac nguyén tir khi chuyén dong
vGi van the  V vé phia ngoi sao vo cung. Dudi anh hudng cha trudng hap
dan quy dao cia ngdi sao, phac hoa vé cac nguyén ui khi 13 nhu hinh 1.88,

Dat b 1a théng sd va cham 16n nhit ma vai nd nguyén tf khi chi bi bir
bdi ngdi sao va v la van the nguyén tif khi ngay trude khi bi bit. Xét bao toan
momen xung ludng cho ta

vR — bV,

va bao toan ning lugng cho ta

w2 GM _ V?
2

(]

R
tir d6 ta co
52 R (V‘g 26‘}'»1)

-.;-

13ETALG GO HOC
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Luc kéo vao ngdi sao bang xung lugng duge hip thu trén mét don vi thai gian

2 » J—
p_dP _ . VAL p(-V)

dat o Ao At
R?p y  2GM
= b2V V = T V2 —)V.
b p % ( + R
1117

Xét tap hop cac chit diém m chuyén dong theo quy dao tron xung quanh
tdm chung vdi ciing mét déng ning. Néu luc 6 mit duy nhit 1a lyc hap din
tuong hd (luc Newton), tim mét dé hat nhu ham ctia ban kinh r tir tim d¢€ giir
dudc mit d khéng ddi 6 moi thdi diém? (Thita nhén ring mat do 13 déi xitng
cAu).

(Columbia)
Loi giai:

Dit T 1a déng ning clia mdi hat. Khi né chuyén déng theo quy dao tron

ban kinh r duéi tac dung ca luc hip din tuong hé, ta c6

va_GMm
r  r2
Do dé
1 5, GMm
T-Emv ooor
cho ta

khi khéi luong t8ng ciia cic hat chuyén déng trong hinh ciu ban kinh r tai
tam chung. Vi

dM = 4mrlp(r)dr

o LM _ T _
PT) = 4xr2 dr . 2nr2Gm
tif 46 ta nhan dugc mit do hat 1a

=P _
M = o =BG



Cd hoc Newton 189

1118

Cho hé N chét diém véi luc xuyén tam bd sung theo titng cdp, stt dung
dinh luat hai va ba Newton dé chitng t6 ring momen dong luong toan phan
clia hé 1a mét hang s6. Tinh toan dé ¢b phu thudc vio diém chon la géc toa
dd hay khong?

(UC, Berkeley )
Loi giai:

Momen xung ludng ciia hé ¢ N chit diém xung quanh gbc c6 dinh dugce

dinh nghia nhu
L= Z T, X Pj.
1

Dinh luit hai Newton F; = 4‘5—" cho ta

dL
‘E :Zr‘- x ¥, :Zri X Zf,‘j :ZZ]‘, Xf,‘j )
' i J# i A
& day f;; 1a uc chia khéi lugng thit j tc dung 1én khéi lugng thit i. V3i hai khéi
lugng thit i va j, dinh luit ba Newton cho
Bj=—1f,
va do d6
Iy Xf¢j+l'j ij,;:(l‘,'—rj)xf{j—:o,

bdi vi r;, — r, song song véi f;;. Vi tdng )P E#i(r,-_ x f;;) 1a do cac cdp cuc
giéng nhu f;; va f;; gdy ra, ta c6

dL
@
¢o6 nghia la
L = hingsb.

Vi gbc toa dd trong chitng minh nay 13 tuy ¥, nén két lun khéng phu thude
vao viéc chon gbc toa dd.

1119

Hai ngéi sao khéi lugng M va m cach nhau mét khodng cich d chuyén
ddng trong cic quy dao tron xung quanh khéi tim tinh. Ta c6 thé coi cac ngdi
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sao gan diing nhu chét dim. Trong vu nd sao siéu méi, sao khéi lugng AL mét
khdi luong AM. Vu né 14 uitc thai, déi xing ciu, va khéng giy ra phan lyc
1én phan con lai. N6 ciing khéng ¢6 anh hudng truc tiép 1én sao khac. Ching
minh ring hé sao déi con lai 12 dugc lién két khi AM < (M + m)/2.

MIT)

Hinh 1.89

Lai giai:
Lay khéi tam nhu 13 gbc hé quy chiéu cb dinh va dat 7, r, tuong imng la
khoang cach tir khéi tim dén M, m trude khi n8. Ta c6

 md . _Md
T M+m 2T Mam

1+ 1y = d, 71

3 7 > A . > -
Van toc goc w cha chuyén déng tron cia M thda man

s GMm GMm
MT]U.’Z = T, mr2w2 = T s
hay
G(M +m)
2 __
YETa

Sau khi M bung né khéi lugng AM rdi ngdi. Vi vu né khéng gy ra phan luc
1én phin con lai va khdng anh hudng 1&n ngdi sao kia, nén t8ng déng ning va
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A « 3 A 3> N N - < P Av . a AR
thé ning toan phan cua hai sao trong hé quy chiéu gin véi khéi tam mai 1a

- 2 2
T (M AJQW) (riw) + m(rzgw) T

 day Ty 1a dong ning ctia hé mdi trong hé quy chiéu ¢b dinh néu tdng khéi
luong ctia né tip trung & khdi tAm. Déng luong clia hé mdi trong hé quy chiéu
c6 dinh (hinh 1.89) 14

(M —AM+m)v=mrow — (M — AM)riw =rwAM ,

& day v 1a van tbc khbi tam cia hé méi, vi déng lugng clia hé gbe mrow —
Mriw = 0. Vi vdy, ning luong tdng cia hé méi trong hé quy chiéu khéi tim
mdi la

G(M — AM)

TV =_
+ d

1
m+ %(M - AM)(rw)? + §m(r2w)2
_!
2

_GMm
d

(AM)?
=M TmpE ")
GmAM

d

(M — AM +m) - 2

1 1
+ §M(T1w)2 + §m(r2w)2 +

1 2 (AM)?(riw)?
— R AMe) S T AM +m)

“GMm n GmAM N l
2d d 2

(AM)?
T 2(M ~ AM +m) (riw)’
(AM)?(riw)?
2(M — AM +m)
f‘l(AM)2
M—AM + m]

AM (riw)?

1 1
= ——Mdrw? + drw?AM - 2

2 J—
5 SAM(rw)

_ _%r,wi’ [Md _2dAM + rAM +

= dryw?” (2AM — M — m)(AM — M)
T (M — AM +m) —aom '

Diéu kién dé hé hai sao mdi gin b6 vi nhau 14 T + V < 0, ¢6 nghia 14
QAM < M+m, AM<M,

hay
20M > M +m, AM > M.
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Khi AM < M, diéu kién doi hoi 1a

A
i A B

1120

Thuyén tnirdng mot con tau nhd khi dén ddi ling gid xich dao quyét dinh
ap dung gidi phap kéo neo (m — 200 kg) 1én dinh cot budm (s = 20 m). Phan
con lal cua tau nang A/ — 1000 kg,

(a) Tai sao tan bit ddu chuyén déng?

(b) Tau sé chuyén déng theo hudng nao?

(¢) N6 chuyén déng nhanh nhu thé nao?

(Chicago )
Loi giai:

(a) Chuyén dong thing ding ctlia nco gay nén luc Coriolis —2mw x v, d
diy v la vén tde chia neo va w van toc goc cha qua dat, va do do tau chuyén
dong,

(b) Khi w chi huéng bic va v huéng thing ding, luc Coriolis chi hudng
tiy. Vi vay tau sé chuyén déng theo hudng téy.

() Khi momen xung luong tdng cta neo va tau dbi véi khoi tam cha qua
dit trong hé quy chiéu quan tinh duse bao tean, ta cd

(M 4+ m)riwg = [M-r‘2 + m{r 4 .t,:)""]u,f ;

¢ day wp va w tuong Ung la vin toe gOc cua trai dat va tau, r 13 ban kinh (rai
dat, cho ta

W o (M +m)r?
wo (M 4 m)rt+ 2mrs
hay
W= W —-2ms ~ —2ms
w0 (M4 m)r+2ms E_"li’ +om)r

Do dé toc dé wrong dbi cla tau Ung so trai dat 1a

—2mswp

4.9 x 1071 .
M+ m BN

u=rlw wy)=

DAu am chi ra ring tau chuyén déng theo hudng tay.



Cd hgc Newton : 193

1121

Mau phan ¥ ¢é dién don gian ctia CO, 1a cau tric thang cia ba khéi lugng
v6i lyc tinh dién gilta cac ién dudce bidu dién bang hai 16 xo ddng nhét cé chiéu
dai can bang ! va hiing s6 dan hdi 13 k, nhu & hinh 1.90. Thita nhén ring chi
c6 mdt chuyén déng theo dudng can bing goc la ¢6 thé, ¢6 nghia 14 bé qua sy
quay. Dat sn 13 khéi lugng cia O va M 14 khdi lugng cta C* .

(a) Hé co bao nhiéu bac dao déng tu do?

(b) Hay dinh nghia toa do thich hop va xac dinh phuong trinh chuyén déng
clia cac khéi,

() Tim 161 gidi cho phuong trinh chuyén déng trong do tit ca cac hat dao
déng véi tan 5o chung (kifu dao déng chuin) va tinh tin sb c6 thé.

(d) Tinh bién dé twong dbi ctia dich chuyén ctia cac hat d6i véi mdi mét
ki€u dao ddng ddé va mé ta ngudn goc chia chuyén déng cia mbi kifu dao
déng. Co thé vé so do.

(¢) Ki¢u dao déng nao co thé hi vong phat xa dién tir va clp da cuc cia
mai kidu dao déng 1a gi?

(MIT)
m M m rq X2 X3
et it
P it T i nan i)
o o o 0 ¢ Q"
1inh 1.90 Hinh 1.91
Loi giai:

(a) Hé co hai bic dao déng tu do. _
(b) Dat uy, 24 va r3 1a dich chuyén tudng ung cta O ,C' 1, va Ot vi tri
can bang ciia ching, nhu & hinh 1.91. Phuong trinh chuyén dong 13

e’y = k{xry — aq),
Miy = klry - x2) k(rz —z() = k(x| — 222 + 13) ,

mIy = —k(ry—1,).

(c) Dat ry = Ajcoswt, 3 = Aycoswl va r3 = Ajcoswt trong phuong
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trinh trén. Ta cé
(k — mw?) Ay — kAy =0,
—kAy + (2k — Mw?)Ay — kA3 =0,
—kAy + (k —mw?) A3 = 0.
V6i A), Ay, A3 khong ddng nhit bing 0, ta doi hoi

k — mw? -k 0
—k 2k — Mw? —k =0,
0 —k k — mw?

ching c¢é cac nghiém

{ k [(2m + M)k .
Wy = - Wy = —_— va w3:0.
m mM

Céc tin sb g0C w) va wy tudng Ung vaéi cac dao dong cod thé, trong khi w3 ing
véi dao dong tinh tién ctia phan tir xét nhu mét khéi.
(d) Thay thé w; va w, vao cac phuong trinh v3i Ay, A, va Aj, ta tim dudgc

1 1
bién dé twong déila | 0 | chow; va =21 | cho ws, nhu dugc mb ta trong
-1 1
hinh 1.92.
0 c” o
~> [ <«
Wy
o c” o
> o >
w2
Hinh 1.92

4
(e) Kiéu dao ddng w, sé khong lam xuét hién bic xa vi tdm dién tich ditng
yén trong dao ddng. Ki€u dao ddng ws c6 thé 1am xudt hién bitc xa ludng cuc,
trong khi bitc xa tif cuc va bac cao hdn 1a ¢6 kha ning d6i véi ca hai kiéu dao
d6ng (")) va w3.

1122

Liy mét chudi rat dai cic hat dude ndi véi nhau bdi cac 10 xo gidbng nhau



(“d hoc Newton 19_5

v6i hé s6 dan hoi K va co db dai can biing 1a a, nhu hinh vé 1.93. Mai hat tu
do dao déng doc theo truc r. Tit ca cac hat déu co khoi ludng 1a 1n ngoai trix
mot hat ¢ khéi lugng g < m. Khoi lugng ciia 1o xo nhd khong dang ké.

" my -
mw@ww:
NI

Hinh 1.93
(a) Xét tir hat “dac biét”, moi lién hé giira vecto song va tin sd cta dao
déng dua dén 1 thé nao?
(b) V61 s0ng co vectd song k, xac suat phan xa khi song dap vao hat dic
biét do 1a bao nhiéu?
Goi y cho (b): Thi mét nghiém co dang
Iy = At & Bem™an v 5 <0,

Iy = Ce™™  vdi n>0.

trong do A, I3, va (7 l1a cac ham cia thai gian.

(Chicago )
Loi giai:
(a) Voin # 0,
" A ;
Iy — — _I(In e l) + (xy — ?L'n-!—l” = ——(2Z; * T4+t —Tn-1)-
m m

Dit 1, = Ae'tkem 1) yap biéu thite trén ching ta nhin dugc

. K . 2K
--n.n..’"".rn =-—(2- etk € Ika)-*—n - ' [1

cos(ka)|ry .
m m

hoac
; 2K
w? = 21 — cos(ka)] -
m
(b) Thir mét nghiém co dang

P = [‘qelkau b Be—zkunje—lu—'! Véi T S U )

P C\‘er(kﬂrl——u}f} v n>0.
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V61 n = 0, tuong ung 0 trén la ¢ — A + 3. Thay nghiém vao phuong trinh
chuyén déng ctia hat n = 0,

Fy

Iy — (250 =z — T 1}
T
chung ta tim ra
wimy
T-"m | B) —2(A4 Bl - (A+ B)e'*® — 4e *2 . etk
\
Hoac
) T -
Y L T . [LB
m—ny,  m— g L — cos(ka)

imesingku)
= Ly — — + B
{ (rr - )|l cos(ka)) }

Do do xac suat phan xa la

] -2 s 2 —~ ]
121" n ( m )‘ sinfka)
Al m— iyt |1 —cos(ka) '

1123

Ba vt thé cé khbi lugng bang m va dude chi ra bing céc chisb i = 1.2,3,
ching bi bude thue hién cac dao déng nhé doc theo cac true dong phiing khac
nhau vdi cac goc hgp thanh 1a 120” & cac ché giao nhau, nhu hinh 1.94, Cac 1o
xo lién két giong nhau giit cac vt thé dé & gan cac vi tri cén bing vdi khodng
cach I wr diém giao nhau ctia moi truc, nghia 13, dé dai cén bing clia méi 1o
xo 1a /3. Cac ciu héi dudi day co thé tra 10i duge ma khong can dung dén
cac phudng phap giai tich téng quat.

(a) Chi ra rang cac phudng trinh chuyén déng cta ba vat duoc bidu dién
bing hé lién két.

dr; )
%{T’ = =K, ~klzy + 3>+ 73) |
trong dé r,(1) + { chi ra cdc khodng cach tuong Ung cia chang tit diém giao
nhau. (Dac biét, cd A va k déu biing 3/4 ctia méi hing s6 dan hai).
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Hinh 1.94

(b) Xac nhén ring mét kiéu dao déng chuin la dbi xitng hoan toan
Ii(t) = x,(8) = r3(l) .

Va xac dinh tan s6 cta no.

(¢) Chi ra riing cac kiéu dao déng chudn con lai suy bién va xac dinh tin
50 cha chiing.

(d) Tim mdt cap nghiém thue {r|(t),.ry(f), r3(!)) miéu ta cac kifu dao
déng chuan true giao suy bién.

(e) Tim maot cap thay thé cac nghiém lién hgp phire biéu dién cac kiéu dao
déng chuan tnire giao suy bién.

(Chicago )

L&i giai:

(a) Xem hing s6 ctia mdi 16 xo 14 5 va xét cac hat ¢ va j duge dit & r,
va r, tir cac vi tri can bidng tuong Gng. SUc cdng cia 1o xo gitra 2 hat la
(4, + .0, vos 30°, vi thé thé nang clia hé sé la

3n 2

U = 2wy +i)

2 4 (z9 .I'_'j.:'j + (14 + 3,f|}2] .

Luc tac dong I1én hat tha ¢ sé la

v 3
—b - _",_q I'+ZIJ
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phudng trinh chuyén déng clia nd sé 1a
mi, = Kr, k(ryt z3 1t 13)

voi K = k= 3L
(b) Néu r, = zy = ry, tit ¢ 3 chuong trinh quy vé thanh dang khéng lién
két
mi, = —(K + 3k)z; -
Nghiém s¢ 1a
; —avos(wt + )

voi

/K + 3k
o~y

m

(c) Hai kifu dao ddng chuin con lai 1a truc giao voi kiéu dao déng doi
xing & trén. Chiing thoa man diéu kién

nt+ry+a=0,
ddi véi né cac phuong trinh chuyén déng dé quy vé dang khdng lién két
mzr, = —Kzx;.

bat r, = b, cos(w't + '), ching ta co
K
Sheo W=k
: m

Tan s6 nay la tudng w cho ca hai kiu dao déng, chinh vi thé ching la suy
bién.

(d) Hai ki€u dao déng chuin truc giao suy bién co bién do 1a by, by, by tha
man 37, b, = 07 Vi the

cho mét cap nghiém thire, trong dé ¢ 1a mét s6 thuce tuy v,
(e) Ta c6 thé lya chon, cac bién dé phitc cho phép,

by=d, by=de* T, by=deT s,
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rong dé d 1a s6 thue, cho mét cap nghiém kiéu dao déng chuln trye giao suy
bién.

1124

Ba vat thé gidng nhau, mdi vat co khbi lugng 14 m, dude két ndi véi nhau
bing cac 16 xo c6 hing s6 dan hdi A, nhu trong hinh 1,95, Chuyén déng bi
zidi han trong mot chiéu.

F
—1T™A 8 c
c

Hinh 1.95

O thoi difm t — 0, cac vt § trang thai nghi 6 cdc vi trf can bang. Tac dung
l1én vat A madt ngoai luc dan dong phu thude vao thoi gian F(t) = [cos(wt),
¢ > 0. Tinh chuyén d6ng clia vat C.

(Princeton )
Ldi giai:
Coi x4, x5, x¢- 1a cdc toa do cha ba vat va a 1a dd dai tu nhién cia moi 16
xo. Cac phuang trinh chuyén déng la
feos(wt) - K(rp—24—a)=mZy4,
Klre —rg—a)— Kirg ra a)— mig,
—Klre —xp—a)=mip.
Tap hop cac phuong trinh trén cé thé dude viét nhu sau
feos(wt) = m(¥q+ ¥+ Ic),
freos(wt) —2uK = m(ia — i)+ K(za —20),
fros(wt) =m(xa — 22 + To) |+ 3K (xq — 20y ~ 1),
hoac
[ eos(wt) = miyy . (1)
feos(wt) — 2aK = miy+ Ky , (2)
feos(wt) = mijz + 3Ky;3 , (3)
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VOiyy = T4+ 25 +2ZC, Y2 =2Ta — TC, Y3 = Ta ~ 2z + zc. C6 thé théy ré‘mg
v1, ¥2 va y3 12 ba toa d6 chuin cha hé dao d6ng nay. Cac diéu kién ban dAu tai
thoi diémt =01a

IA::O, rp = a. 1‘(,':20., :f,‘AZiJB:.’I':C:O,
hodc

Y1 = 3a, Y2 = —2a, y3 =0, h=y2=y3=0.

Phuong trinh (1) ¢6 thé 14y tich phan, véi cic diéu kién ban dAu nhu wrén sé
cho ta
f

YL = W[l — cos(wt)] + 3a .
Dé gidi phuong trinh (2), chiing ta thit mdt nghiém riéng cé dang
Y2 = Ay cos(wt) + By
va thu dugc A; = K—_%;;, B, ='—2a. Nghiém t8ng quat 14

_ feos(wt)
2T K - ma?

trong do wy = ,/%. Tir diéu kién ban déu cho ta

2a + C; cos{wat) + Djsin(wst) ,

f
C=cgome D=0

D€ gidi (3) ching ta thit nghiém riéng c6 dang

y3 = Az cos(wt)
va nhan dudc A3 = f/(3K — mw?). Nghiém téng quat 13

cos(wt .
y3 = 3—);(?("1& + Cj cos(wst) + D sin(wst) ,
trong d6 w3 = /3% Diéu kién ban diu cho ta
- f _
G= g D=0

Chinh vi vy cac nghiém sé la

"y1 = -m%{l — cos(wt)] + e,

‘ﬂ Y2 = r_‘["—w~5[cos(u-.tt) — cos(wat)] — 2a,
i

Etyii = F_{WICOS(M) — cos(wat)]
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Chuyén dong ctia vt C 13 t8 hop tuyén tinh clia y, y2 V3 y3

xc_%l_ygﬁ+g_2 +3n{w 1 — cos(wt)]
T e em——
+ -——L—Q—[cos(wt) — cos(wat)] .

6m(w? — w?)

. ro L N \ 7 P 13 2 n .3
Ghi nhd rang w, va w3 la cac tan s6 chuan cia hé thong.

1125

M6 hinh ctia vong benzen rét hitu ich cho mét s6 muc dich 13 vong day
gan vdi 6 hat khdng c6 ma sat, v8i cac 16 xo6 cang gitra cac hat, nhu hinh 1.96.
M&i hat c6 khéi lugng m va tht ca 10 xo ¢6 hing sb dan hdi la K. Cac hat dugc
danh s6 dé tién phin loai. Vong dugc dit ¢b dinh trong khong gian.

(a) Tinh, hoic viét ra bing truc gidc, tin sb riéng cia cic kiéu dao déng
chudn, chi ra moi trudng hop suy bién. Trong hinh 1.97, vé titng kiéu dao
dbng bing cach ké mot miii tén gin méi vat chi ra hudng chuyén déng va té
ddm cac vat ding yén.

(b) Khéi tdm c¢6 thé dao déng vdi tin sb 13 bao nhiéu?

() Kiéu dao déng nao c6 thé lién quan dén kiéu dao dong cha phén tlt
benzen thurc?

Goi : C6 thé bé duge nhiéu tinh todn dai sb bing cAch xem xét tinh d6i xing
ctia bai todn.

(Princeton )
Loi giai:

(a) Xem v, 1a dich chuyén ctia hat thit n. Phuong trinh chuyén dong cta

no la
myy, = K(wn-!-l - wn) - K(wn. - 1%—1)
= K(wn—l + Yn+1 — 21»[’11) -
Dat v, = Aye™*, ching ta nhin duge
_'"_7"-'-’2An = K(An_1 + Anp1 — 24y) ,

hay
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0.0
0.0,

Hinh 1.97

trong do

K

Dé hé phuong trinh thudn nhat tuyén tinh co mot nghiém khac khong, dinh
thitc sau day phai bang khong

= 1 0 0 0 1

1 =1 0 040
01« 1 00 0
10 01 ¢« 1 0 '
0 01 = 1

1 000 1 ¢

hoac
=6t 9 A=+ 1% D¥He+2)(c-2)=0.

Chinh vi viiy cac nghiém sé 1a

fl=2 g3= -2 £3=1,

E4 = 1. £n = —1, 5 — -1.
Cac tan so riéng tuong ing 14

. 4K . : 3K
2 v 2
W - — 7 U.

m T
) 3{'!. 2 h’
Wy = —, W = — . wp = —.
X m ° M b m
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C6 thé nhan ra ring kiéu 3 va ki€u 4 ciing nhu kiéu 5 va kiéu 6 déu suy bién.
Thay sy, £4,. .., eg lan ludt vao hé phuong trinh A, _) 4+ €4, + Apy | = 0, ching
ta c6 thé tim ra cac ti sé bién dd cia mdi kidu chudn. Két qua duge miéu ta
bang hinh 1.98. Cac dich chuyén ctia 6 hat c6 d6 16n tuong tf nhau trong cac
kiéu 1, 2, 3 va 5 ngoai trif trong ki€u 3 va kiéu 5 cac hat thit tu va dau tién
ding yén. Hudng cua ching duge chi ra trong hinh. Kiéu 2 tuong ng véi sy
quay ctia hé théng nhu 12 hé ddy di. Trong kiéu 4, cac dich chuyén cla hat
thir 2 va hat thit 5 16n gap déi so vdi nhitng hat khac, va trong ki€u 6, cac dich
chuyén cta hat thit 3 va hat thir 6 cung 16n gép 2 1an so v6i nhirng hat khac.
Nhiing su dich chuyén 16n hon nay chi ra bing 2 mii tén ciing hudng trong
hinh.

o - ZBRS, 2 =
D P @ O
SN, S, S
Je o 4%
TS 2 TS
0 P ® P
S—L2 S S
T
Hinh 1.98

(b) Tir hinh 1.98 ta thiy chi ¢6 & kiéu 5 va & kiéu 6 tAm khéi cé thé dao
déng vai tan so Vk/m.

() Vi tam khoi cta phén tif benzen thue khéng thé dao dong, chi co cac
kiéu 1, 2, 3 va 4 c6 thé lién quan véi phin tir benzen thuc.

1126

Xem xét mét hé thong cd dién cac chit diém cé khdi luong m, voi cac vecto
vi tri r;, moi hat chiu tac dung cia mér luc F,.

(a) Xét lughg 37, m,T, -1;, gid stf ring né ludn ludn hiu han va chitng minh

14-BTALG CO HOC
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dinh ly virian
i s
T = = EZI: F[ -T; ,
trong d6 7' 1a tdng déng ning clia hé va diu gach ngang biéu thi trung binh
theo thoi gian.

(b) Trong trudng hdp mét hat duy nhét chiu tic dung clia mét luc theo
luat binh phuong nghich dae, chira rang

trong dé V' 1a thé ning.
(SUNY, Buffalo)
L gii:
(a) Xem Q(t) = %", m,¥, - r,. Chung ta co

Q(f} = znlti‘i I+ Z LR
1 i
= ZTH"I"? t ZFi'T: 5

Trung binh theo thdi gian ctia Q(t) la
I/TQt)dt—1/T2m-i~2dt+l/TZF Cridt
T a [ o T Jo ‘. L] - . 1 1 i t

cu thé la

[Q(T ]—2T+ZF, r,,

trong dé r 13 chu ki néu cac chuyén déng 13 tuin hoan vdi cac chu ki gibng
nhau, hodc néu khéng 7 — oc. Trong ca 2 trudng hop, vé trai phuong trinh
bang khéng va chung ta ¢o

T+ Fir=0

d6 13 diéu phai chitng minh.
(b) Khi tac déng 1én mot hat duy nhét bing mét luc d 1é vdi binh phudng
nghich dao khoang cach,

F=% hy v-=

T

g
r

r

L]
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trong dé ¢ 13 hang so. Khi dé dinh 1y virian cho ta,

T _EE,..,.__E(E)* v
o2 -2\ r 2
1127

Ba hat m;.m, va my, duge dit 8 3 gée cua mot tam giac déu c6 canh 13 s,
cac hat hat nhau theo dinh luat hdp dan ciia Newton. Xac dinh chuyén déng
quay khién cho khoang cach tuong dbi ciia méi hat khéng thay déi.

Gai y: Viét ra luc trong hé khéi tdm tac dung 1én mét trong cac hat.
(Wisconsin)

m3

Hinh 1.99
Lai giai:

Trong hé 10a do6 Descartes ra trong hinh 1.99, ba hat m, mga, ma co toa dé
tuong ing 1 (0,0), (s,0) va (2, ¥32). Vi tri clia tam khéi C 1

Som,r
1
rg —
E M,

3

§ -mx.). V3 _ .
- == —m
my + mg + ma [(mg N 2 b 2 Al

Xét luc tic dong 1én m;. C6 2 lyc hit

Gnumng., . Grmyma (i \/ﬁ])
1 =+ _‘2

f12 -

; va fis = .
42 1 g2 2
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tuong ttng do my va m3 gy ra. Hop luc cia ching 1a

G 3 .
fi=fip+fiz = :;1 [(mz + ,—n—3> i+ £77'»3.]

Vi f; song song vdi ro va c 2 déu bit diu tir ciing gbe O, f; di qua tam khoi C.
Chinh vi vy m, chiu tdc dong bdi lizc xuyén tim véi tdm & C va do d6 m, di
chuyén theo mot vong tron tam khéi C. Ban kinh cia quy dao hinh tron nay

la
8
Ri=Ir| = | —— \/T;L2+m2+mm.
! |O| (7n1+-nu—+rn3) 2 3 23

3« Y

Aoy 5 s . 2 =
Vin tbc tuyén tinh cia my 13 v; dudce cho bdi w> = Ifi|, hodc

m §

UQ—RI\f|—§ m%—l—mg-l-mgmg
1 1 ! m1 + My + ms3 )

Bing cach hoan vi cac chi s6, két qua trén ciing dude ap dung cho mg va mg.
Chinh vi viy chuyén déng quay khién cho khoang cach ciia méi cip hat khéng
thay déi 13 chuyé&n dong tron ¢é chu ki

9 -
T = 2rky _ s S ‘
1 G(m1 + ma +m3)

Chu ki ndy chung cho tit ¢4 3 hat.

1128

Hai hat phi tuong déi tinh c6 khbi lugng va ning luong bing nhau dude
chi ra trong hinh 1.100 va cham gin nhu thing vio nhau. Trong mét hé toa
dd (hé tam khéi) di chuyén véi van tbe 13 V, cac hat ¢6 vé nhu va cham dbi
d3u véi nhau.

(a) Tim V, van tbc cva hé tim Kkhéi.

(b) So sanh ning lrong tng trong hé théng tdm khébi véi ning luong tdug
ban diu.

Trinh bay cau tra 1i ctia ban dudi dang van téc u va géc va cham 6.

(Wisconsin))
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Hinh 1.10Q
Lai giai:
Dung hé phong thi nghiém & hinh 1.100 va iy thai diém va cham t = 0.
Cac vectd vi tri cia m; va my tai thoi diém t < 0 1a
ry = uti,
rz = —ut(cos Byl + sin Bgj) -
Do vay vecto vi tri ctia tam khoi la

mMary + ey ry +ra
[ = =
: my 4+ ma 2

1
= Sut|(l — cosfp)i - sin foj]

khi m; = m; = m, chang han.
1 + ~ 5 - " 3 A Aoqs
(a) VAn toc cha tdm khoi, tic la cua hé tdm khoi la

V=i — ‘2‘[(1 cos )i — sin fj) .
(b) Trong hé tam khéi, van the cha m, 1a
V=t —F. —ui ;[{1 — cosfp)i — sin fgj]
i . . R
i 5“1 + cos fg)i + sindyj] ,
va Van toc cua my 1a
V) =1, - F. —  ufcosbpi + sinfgj] — g-[(l — cos )i — sin Bj]

= g!ll + cos fg)i + sin 8j] .
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Tong ning lugng clia m; va my khi do la

12 2 ;
E = m;l + E_i.?.__ = Q;rr[uz(l } cusi?o} .

Vi ning lugng toan phan ban diu 1a

ti s6 cla 2 nang luong la

1129

Mét qua rbe-két duge phéng thing 18n trén va nd va thanh 3 manh ¢é khoi
lwgng bing nhau khi dat dén diém cao nhét clia quy dao (hinh 1.101). Mét
méanh roi thang xudng dudi sau thoi gian t;, con 2 manh khac cham dét sau
thai gian ¢;, sau khi nd. Tim dé cao h(t, t2) tai thoi diém ma qua dan vd lam
ba phén.

(Wisconsin )

Hinh 1,101
Loi giai:

Van tbe va xung lugng cla cta qua réc-két 1a bing khong khi né cham to
dinh clia quy dao. Su bao toan xung luong sau vu nd cho ta

V] + MaVy +Myvy = 0.

Vi

My = my — mj,  +wet+v3—0.
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Vi manh thit 2 vi manh thit 3 cham dét ciing lae, cdc thanh phén thang ding
cha v, va vz 1a nhu nhau. Vi v, huéng thﬁng xuéng duéi, nén moi thanh phén
thing ding clia v, va v3 13 —v; /2. Tit dé dbi véi manh thit nhit va manh thi
2tacod

2

t
h=viti + 9*—1- s
2
h = —uite g_tg
2 2’
chota
o = 98— 1)
YT o0 1y
h— gtita ] t1 + 2ty
2 2t + 1ty
1130

Mot vé tinh ¢ khéi ltong m chuyén déng trén qui dao hinh tron ban kinh
R véi van t6¢ v xung quanh trai dit. N6 dot ngdt nhan mét vat nhé khéi lugng
dm diing yén trude khi va cham. Tim sif thay ddi ning lugng t8ng cta vé tinh,
va cho ring quy dao mdi 13 gin tron, tim ban kinh cda quy dao mdi.

(Wisconsin)

La&i giai:

Truéc khi nhan vit khéi luong nhd, vé tinh chuyén déng trong quy dao
hinh tron, do dd

mu? _ GMm
R R

tir d6 cho Rv? = GM, trong d6 M 13 khdi luong ctha qua dit. Chinh vi vay
tdng nang luong ctia né la

Sau khi nhan mét khéi lugng nhé tinh ém, téc do cla vé tinh thay déi thanh
(xem quf dao mdi gan troén, mic du thye té né 13 quy dao elip)
;) mu
m+om’
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va tdng ning lugng ctia né tré thanh
1 miy?

2m { om

y 1 .
E = —2(m + dm)v"? =

Do véy nang lugng mat di do su va cham Ia

. l m 1 &m
E — E=-mv* - ) = S
g ; m+ dm g m+ dm

= —uédm .

2
Néu ban kinh ma&i 1a £’ ching ta cing ¢6

R'v™? = GM = Rv?,

. 7 .
R,:(L{) R__(m+6m) Rx(l-ﬁ-%m)}{.
U m m

cho ta

1131
Cho mét hé théng nhu hinh vé 1,102, hai vét c6 khbi lugng gidéng nhau va
khéi lugng clia cac 16 xo 1a khong déng ké. Tinh chu ki dao dong néu cac vat
dudc giai phéng tir chu hinh d6i xing ban ddu nhu hinh vé.
(Wisconsin )

Hinh 1.102

Loi giai:

Do tinh dbi xitng, cic dao ddng clia 2 vét 1a gidng nhau, Xem xét mét trong
hai vat va viét phuong trinh chuyén dong

mi=-Kr-K'(z+z)= (K +2K")z,
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trong dé z 14 ly dé i vi tri can biing tuong ¢ng. Khi d6 tin sb géc ctia dao

doéng la
_ [K+2K
_‘/7m ,
m
r=mJksar

Chu §; néi chung cé hai kiu ctia dao déng tuyén tinh cho hé théng nay tuong
ttng vai hai ki€u chuin. Nhung diéu kién dbi xitng ban diu xac dinh ring chi
mot ki€u duoce kich thich.

va chu ki cua dao déng 14

1132

Xét hé théng trai dit — mat tring va dé don gian gid thiét ring c6 thé bd
qua moi tudng tac vai cic vat khac. M3t tring di chuyén quanh trai d4t cham
hon su quay ctia qua dit tao ra cac dong thiy tridu trén qua dét. Mot tinh
trang tuong tf trén sao Hoa, nhung vai su khac biét dé6 mét trong nhitng mat
tring clia quay quanh sao Héa nhanh hon su quay cta hanh tinh. Chitng minh
rang mdt hé qua ctia ma sat thiy tridu 13 trong mét hé théng khoang cach mat
tring — hanh tinh thi ting Ién vi trong trudng hop kia né giam xudng. Trong
trdng hop nao thi gidm xubng?

(Wisconsin)
Ldi giai:

V6i hé théng trai dit — mat trang, luc ma st duge gay ra bai thiy triéu 1am
cham tbc d6 quay cda trai dt. Tuy nhién, t3ng momen xung 1uong cla hé trai
dét — mit trang dugce bio toan bdi vi su nmng tdc giita hé théng nay véi cac
dbi tong khéc c6 thé dude bd qua. Su gxam momen xung lugng quay clia trai
dét sé dan t6i sy ting momen xung luong ctia mét tring quanh trai dét (chinh

xac la xung quanh tdm khéi ctia hé théng). Momen xung ludng ctia mat tring
la J = mR%w. Vi

. GMm
2 _
mRw* = T N
ching ta cé
M
J=mR2 S _ vGMR
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@ day chiing ta xem tim ctia trai dAt 13 gin diing ditng yén, do d6 R 1a khoang
cach trai dat - m3t trang. Khi J ting, R ciing sé tdng. Chinh vi vy déi véi hé
th6ng trai dit - mit tring, su anh hudng cta thuy tridu 1am ting khoadng cich
gilta trai dat va mit tring.

Véi hé sao Hda — mit tring, mit tring quay quanh sao Héa nhanh hon su
quay cia sao Hda, chinh vi viy luc ma sat giy ra béi hién tuong triéu sé lam
ting tdc d6 chuyén ddng ctia sao Hoa, momen xung luong quay clia né do dé
sé ting 1én. Vi tdng momen xung lugng dugdc bao toan, momen xung lugng
clia mit trang sé giam. Nhitng ludn cif trén chi ra rang khodng cich giita sao
Hoa va mit tring cua no sé gidm.

1133

Hai chit diém, mbi chét diém ¢é khéi luong m, dude dit ding yén trén bé
mit nam ngang khong ma sat. Chiing dudce ndi bdi mét 16 xo ¢b chiéu dai can
bing / va hing sé K. Tac dong mét xung I tai thdi di€m ¢ = 0 1én mét chit
diém theo mdt hudng vudng goéc véi 16 xo. Gia st rang 16 xo ludn nam doc
theo duong nbi chiéu dai I va khéng bi cong.

(a) Sau thdi gian t, nang lwong t8ng cong va xung hugng tdng cha hai chét
diém sé nhu thé nao? '

(b) Vin tbc ctia khéi tam (ké ca hudng) va tdng momen xung luong quanh
kh6i tAm s& nhu thé nio?

(¢) Khoang cach 18n nhét giita hai chit diém trong chuyén déng sau khi
xung tac déng sé nhu thé nao?

(d) Toc d6 titc thdi 16n nhit nhin dude bdi mbi hat sé nhu thé nio? Hiy
giai thich.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

(a) Do si bdo toan cla xung luong va clia co ning, xung lugng toan phan
va ning luong toan phan cta hai chit diém & thoi diém ¢ 13 gibng nhu khi
chiing & théi diém ¢ = 0 sau khi tac d6ng bing xung lic

P2 12

P =1, FE=_— = -—,
2m  2m

(b) Hé cd t8ng khbi luong 12 2m, xung luong toin phan 13 7, chinh vi vay
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tam khéi c6 van tbe 13
I
Ve = — .
¢ 2m
Sau khi tic déng vio mdt xung, momen xung luong ctia hé théng quanh tam
khdi 13 L = £. Vi momen xung lugng bio toan trong hé tim khéi, L 12 momen
xung lugng quanh tdm khdi & tit cd cac thoi diém sau dé.
. < > ’ P A A A > Ry
(c) Coi I 1a khoang cach 16n nhat dugc yéu cau. Bao toan momen xung

lwrgng va co nang
I\, 1l
om (M Sd
m (%) o=,

Iy \? I'\? 1 s I?
™M - Kl — -
m<2¢) +m(2m> +2K(M l) o

2mKly, — 4mKI, + (2mK1? — 133, + I*2 =0,

cho ta

nghiém thuc duong cia né 1a khoang cach cuc dai giita hai chit diém trong
chuyén déng sau xung trén.

(d) Coi r 12 khoang cach giita 2 chat diém. Sy bao toan ciha co ning dua

ra
1 r N2 [\ 1 I\* 1 , I?
5‘2711,[(599) +(§)}+52m(%> +§K(-T“l) = om
hoic

m . . 1 L

I(.’L'QLPQ + £2) + EK(::: ~1)2= hingsb,

chi ra riing khi z = I, d6ng nang cua hé 2 chét di€m, dudc cho bdi sb hang
dAu tién & vé bén trai 13 16n nhit. D6 13 truéng hop tai thoi diém ¢t = 0. Ngoai
ra, tai t = 0 chi ¢6 hat bi tac déng bdi xung ¢6 vén toc trong khi hat kia vin
diing yén. Chinh vi thé hat ddu tién sé c6 van téc I6n nhét

1
'v}w - —
m

3 tai thai diém ¢t = 0.
Diéu kién z = ! dbi khi lai c6 th€ duoce thda man. Tuy nhién, vi van tbc cia
hat thit nhit khéng tién vé khong, do d6 hat thi 2 ciing khéng thé dat duogc

vén téc 16n nhét néi trén. Do dé véan tée 16n nhét hat thit 2 ¢4 thé dat dugc
nhé hon van t6¢ vp,.
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1134

Mot chudi xich vdi ti sé khéi luong/dé dai = u treo thing ditng & mot dau
noi tac dung mdt lyc hudng [én F nhu hinh 1.103. Tim phuong trinh chuyén
dong cho A, d6 cao clia d4u phia trén so vdi ban (h 1a do dai clia doan xich
treo tu do).

(Wisconsin)

F
A

-
o N

Hinh 1.103

Loi giai:

Vi bai toan nay dé cip dén bién khoi lugng nén sé thuan tién hon khi lam
viéc vOi xung luong. Xét su thay d6i xung luong cia chudi day xich trong mét
khodng thai gian tit ¢ dén t + At. Néu h va » tong tng 13 d6 cao va van tbe
chia phén day xich treo tu do & thai diém ¢, xung lugng cia nd 1a pho tai thai
diém t va u(h  Ah)(v + Av) & théi diém ¢ + At (xem hinh 1,104). Phan Ah
ctia chudi xich cham téi ban va truyén mot xung luong = pAhw cho ban trong
khoang thai gian, dinh ly xung luong dua ra

ulh — Ah) (v + An) + pAhv — pho = (uhg — FAL,
hay, chi giif lai cac thanh phin bac nhat
phdv = (phg - F)AE .
Khi At — (, phudng trinh wén tré thanh
jhir = phg - F .

Khi 1 — —A, chiing ta ¢ phuong trinh chuyén dong
};‘1

iz _
wh

q .
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Hinh 1.104

1135

Ding phuong trinh tén lta dé tim khéi lugng con lai m cla tén l¥a (theo
khéi luong) ma & dé xung lugng cua tén lia 1a cuc dai, ddi vdi mot én lira
khéi luong m bit diu ditng yén trong khéng gian tu do. Vin toc xa khi 1a mét

o A
hang so vy.

-

(Wisconsin)

Lo giai:

Phuong trinh chuyén déng cho mét rbe-két (tén lia), van tbe v, trong

khéng gian nr do la

mde  —vpdrn
dt— dt
nghia la f
vpdm
dy = —2—— |
E T

Léy tich phan, chang ta duac

m
v=—yn| — | ,
g

trong dé 1y 12 khoi luong roc-két khi bin di. Xung luong ciia roe-két la

I —mv — —mugln (—ﬂi) .

my
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~ , .z . - p3 s
Dé no dat gia tri cyc dai ta can cé

fdﬁ =—v01n(£) ~v99=0.
dm mo

Vi thé rée-két ¢ xung luong cuc dai khi khéi lugng con lai la
mg

m =
e

1136

Mét qua réc-két duge phéng thing 1én trén khéng van tbe ban ddu. N6
duge diy boi khbi lugng phut ra véi van tbe phut khéng déi u so véi rée-két
vi vGi the d6 khong d6i dugce xac dinh sao cho gia tbe ban dau 13 khéng. Gia
st gia the 1a hing s6 theo luc hap dén.

(a) Tim gia tbc ctia rbc-két nhu 1a mot ham cia thai gian;

(b) Chi ra cich ban sé tim dé cao ctia réc-két nhu 13 mot ham cua thai
gian.

(Khéng cén thiét phai 1y tich phan).

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) Xem v 13 van tbc ena réc két, phudng trinh chuyén dong 13

mdv _ udm m
da g-

Vi dm/dt = hing s6 va m = myg, dv/dt = 0 tai t = 0, phrong trinh trén cho

dm _ _mog

dt u

3 bat ki thdi di€m ¢ nio sau khi phéng. Liy tich phén ta duge

Phuong trinh chuyén déng bay gid trd thanh

t\ d 24
my 1- £ ~H=(mo"m)9=mog ,
u / dt u
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hay
dv 92t
dt ~ u—gt’
né dién ta gia téc ctia réc-két nhu 13 mét ham cia thoi gian.
(b) V3n te & tai thoi diém ¢ 1a

t /
gt ’ u
= t' = —qgi .
’ /og(u~gt’)d gﬂl“(u—gt)

Tich phan 14n nita cho ta dé cao clia rde két nhu 13 mot ham cia théi gian

h t Y +uln —— | dt Loty / [ In — i’
- — u = — .
0 g . gt! 29 ¢ o u-—gt

1137

Mot thing khéi Iugng M (khi tréng) ditng yén tai thdi di€m ban dau va
chita ddy nudc duoce kéo 1én tir giéng bing mot soi dy thimg voi mét luc 8n
dinh P. Nudc bi rd ri ra ngoai vai mét toe d6 déu va thing sé trong sau thoi
gian 7. Tim vAn téc cda thung tai thoi difm ma né rd i hét nudc.

(Wisconsin)
Li gidi:
Coi t8ng khéi lugng ctia thung va nudc 1a M. Khi d6
t
M=M+m- =
+m T

trong d6 m 1a khéi lugng ban diu ciia nuéc. Vi nudc bi 1d ri ¢6 van téc bing
khéng véi thung, phuong trinh chuyén ddng 13

dv
M—=P— Mg,
dt Mg
hay
P— My P
dv="—7g U (M+m—%t g>d

Van tbe clia thiing & théi didm bi rd hét nudc1a

T
Pdt PT. (M+m
_ - T = —1 - .
v /DM+mﬂ’"~T—t g m “( M ) 9T
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1138

Mbt tau kiéu roc-két véi khdi luong M, va duge nap day nhién lidu khéi
lugng 1ny cét canh thing ding trong mét truong hap din khéng déi nhu hinh
1.105. N6 phut nhién liéu vdi vén téc Uy so voi con tau. Nhién liéu se phut hét
sau mot khoang thaoi gian 7j,.

(a) Tim phuong trinh chuyén dong cta roc-két theo dAf/dt, Uy, g, va M,
trong d6 M 1a khéi luong cha rbe-két & thdi diém ¢.

(b) Van tbe clia phudng tién & tai thdi diém t, khi tit ca nhién liéu duoc
phut hét ra ngoai la bao nhiéu (viét theo My, mg, g va ip)?

T
ng

i IH

(MIT' )

Hinh 1.105
Loi giai:
(a) Coi roc-két co khbi luogng M va vén tde V', trong khodng thoi gian At
phut ra mot khéi lugng AM véi van tde Uy so voi rbe-két va nhan duge thém

mét van toc AV. Lay hudng duong 1a hudng thang 1én trén, ching ta cé theo
dinh ly xung luong

(M - AAN(V + AV) + (V + Un)AM — MV = —MgAt

cu thé 13
AV AM
M = L Mg,
Al ° At ¥
hay khi At — 0,
dV dM
M—- =~ :“ — Mg.
(b) Phuong trinh c6 thé viét lai nhu sau
dA
dV = —Uy— — gat
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LAy tich phan chiing ta ¢
V=-UhM-gt+K.
Khi M = My + my, V = 0 tai thdi diém t = 0,
K = UyIn(Mp + mg) .

Vay khi M = My & thoi diém ¢ = ¢, chiing ta cé

My+m
V = U[)lrl (Oh—foo) —gto .

1139

M6t giot nuée nhd két tinh trong suong mi tinh déng déu. Sau dé né roi
xudng, di qua ddm suong mu quét thinh mot dudng. Gia si ring né gift lai
hét tit ¢ cac hat swong khac trén dudng ma né roi xubng. N6 van giit nguyén
dang hinh cAu va trugt khong dinh. DAn din tiém cin né roi véi gia tbe khong
doi a:

V(t) — at, dbi véi t 16n.
Tim a.
(MIT)
Ldi giai:

Coi p1, py tuong tng 1a mét dé cla giot nudc va suong, £(t) 1a ban kinh
va V(1) van toc clia giot, va gid sUf ring strc ndi clia khang khi cé thé bé qua.
Ding "phuong trinh réc-két" trong bai 1138, véi

4
Alzgﬂ,Rsph Us=0-(-V)=V,
va thay
V - -V,
dM __dM
di dt '’
ching ta cd
4 4 dV _d (4, 4,
= A /gty ="nR
g et dt(s’er‘) gm g

15-ETRLG OO HOC
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hay
dv dR
. 43Vl =Rg.
R +3Vg = Fe
Giot nutée quét thanh mét hinh tru 7 R2V trong don vi thai gian, do dé6 tbc do
thay d&i khéi luong m ctia né 12

d 4 . dR
m_ 4 (—nRSpl) = 4dnpiR*— = nR*Vp, ,

dt ~ dit \3 dt

cho
V=mR,

trong dé n = py /p,. Nhut vy ching ta co
4nRR + 12nR* = Ry .

Vit ldn, V = at holc R = 4%, chiing ta d3t & = bt* + ¢, trong d9 b, ¢ la céc
hing sb va thay né trong phuong trinh vi phan. Dit bang nhau cac hé sé cda
t2 va t° tach riéng & hai vé cha phuong trinh, ching ta c6

56nb— g =0, 8nb—g)c=0.
D& c6 nghiém thich hogp, ching ta lay

g9

:%, C:O,

Do dé V = 4nR = 8nbt = 4t, nghia 1a gia tbc tiém can 13

(I:?.

1140
Mot déng hd cat dat trén mot cai cAn. Ban diu tht ca cat (khéi lugng m)
trong ddng hd (khéi lugng M) dudc giit 6 phéu chita trén. Tai ¢ = 0, cat bit
dau roi xubng. Néu né chay khoi phin trén 8 mét téc dé khong ddi dm/dt = A,
vé (va danh diu dinh Iudng) so dd chi ra sé doc clia cin 8 moi thoi diém ¢ > 0.
: MIT)
Loi gidi:
Gi sif tAt ca cat roi xubng day clia phin dudi clia ddng héd cat, chinh wi
thé véi tit ca cac hat déu roi tir d§ cao 14 A. M6t hat roi tir khodng cach niy
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W

IHomJgthIgh ———————— -

mOE T T

(Memlg-AJ2gh |-~ I |

i i

| L

1 1 1
0 f‘ fz r-ltf?

Hinh 1.106 Hinh 1.107

sC co vén tf‘ig_l " = /2¢h khi n6 cham tdi day va khi dén day né mit mét thii
gia'ﬂ ty = vl”ufr?;.
Dé doc gia tri ctia cin, ta xem xét bon chu ki dudi ddy theo thdi gian:
Chu ki 1: Thai diém ¢ = 0 khi cat bat dau roi téi thoi diém ¢; khi cat bét
dau dén day clia nira dudi. Gia tri doc duoc trén can d chu ki nay la

Wy — (M ~m)g — Mg. <t <y,

trong dé ¢, — Zgh.
Chu ki 2: Tai théi diém #, khi cdt bit ddu dén ddy cho dén thdi diém ¢, khi

Uit ca cac hat cat thoat hét khéi nira trén cda chiée déng hé. Trong chu ki nay,
luec tac dong 1én can bao gém 2 phan: trong lugng clia cat nhu da dua ra o
phuong trinh trén vai ¢ = ¢, va mdt phian do xung luc clia cat 6 ddy cda nita
dudi dong hd vai dd Lon

drr -

V— — A/ 29k .

dt ?

Do do cédn chi
Wo=[(M } mlg — Mig] + AM/20h = (M + m)g, o <t<ty,

trong d6 1: = /A
Chu ki 3: Thai diém ¢, khi tAt ¢ car rdi khoi nira wén cha dong ho cho dén
Ay g < ik 1 . 0. ‘ ' - = - ” .
thdi diém f; khi tat ca cat cham i day. Gia tri doc wi cén la

Wi = Wy + Alt — ta)g, fa <<t <1,
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trong db t3 =ty + t;.
Chu ki 4: Thoi gian sau d6 tat ca cat cham tdi day. Gia tri doc tif can 13
hiing sb tai :
Wy = (M +m)g, t>1t3.

Sb doc ctia cin dude vé trong hinh 1.107.

1141

Mot qua roc-két c6 khéi luong tie thdi 1a m dat duge mét sire ddy cb dinh
F bing cach phut chét né ddy tbe dé thip vdi van téc tuong dbi cao. Roc-két
luén hudng lee ddy clia nd doc theo hudng ctia vén toe tic thdi u. Béi vay né
chuyén déng tit ban kinh ban diu 14 ry (do tif tAm cta trai dat) t6i mét ban
kinh r3, 18n hon, duy tri wrong cling mit phing va bay theo mdt dudng gan
giébng dudng xodn b¢. Ban kinh ban dAu r, gan véi ban kinh trai dt ro, & d6
gia toc trong trudng 1a g, trong khi r4 > ro. Toa d goc 0t tim qua dét 1a ¢.

(a) Momen xung ltong ctia rbc-két trén khéi luong don vi 13 mot hing sb
cha chuyén déng? Thao lun.

(b) Tim céc biéu thite dbi vdi van tbe titc thdi v va gia toe trong trudng g
theo r, ro, 7, va ¢ .

(¢) Tim céc biéu thic ddi véi # va ¢ theo cic dai lugng da liét ké & trén.

(Princeton)
Loi giai:

(a) Dung toa dé cuc (r,¢) nhu di néi & trén. Momen xung lugng clia réc
két trén khéi lugng don vi 13 j = r24, Mic di trong hue 14 luc xuyén tdm, song
luc day rée-két thi khéng. Vi vy momen xung lugng thi khéng phai 1a mot dai
lugng bio toan. ,

(b) Van tbe tic thdi cia rée két 1a

u = uye; + u,ey = 1e; + rye,

véi db 16n
u= 724+ 7r23%.

Gia téc trong trudng g 12
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Vigo = Qr",i, 6 ¢6 thé dugc viét nhu
0

(¢) Phutong trinh chuyén ddng cha roc-két 1a

du
f=m—
at
trong d6 f = F + mg, m = m(t), cac s6 hang lién quan téi "—d’tﬂ duoc bo
qua. Do luc ddy F luén song song vdi u, cic thanh phin ctiané 1a F, = F:—;,
F, = F™. Gia toc trong trong 1 g = —ge,. Vi thé phuong trinh chuyén
déng c6 cac phuong trinh thanh phan 1a

. Fr mgors
mF —r¢?) = f, = — — -Zgo,
\/ 72+ 292
Fré

m(ré + 2¢) = fo = —e,
)=l /72 + 292

tit d6 c6 thé nhan dudce cac bidu thic d6i véi # vi ¢

1142

Mot con thu dung tén lita ddy & xa moi trudng hip din c6 mét ngudn ning
luong E. Con tau c6 khdi luong ban dau 13 m; va khéi lugng cubi 1a m,.

(a) Tim van téc 16n nhét v con tau cé thé dar dude bit ddu tr khi né ding
yén. E, my, vd ms c6 dinh nhung van tbe khéi khi phut ra w (so véi con tau)
¢6 thé bién thidn nhu 13 mét ham ciia khdi luong thife thdi m cha con tau.

(b) Van tbc 16n nhit v c6 thé nhan dugce 13 bao nhiéu néu van téc phut khi
w 1a khéng déi?

(Princeton )
Lai giai:
(a) Tich phan phuong trinh chuyén déng cia con tau 1a (bai tip 1138)
m% = (m)
dt dt
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va lay diéu kién ban diu v = 0, m = m, tai thdi diém ¢ = 0, ching ta c6

V= — / w(m)dm

Jm, ™M

Vay vén to¢ 16n nhit 12

TILD wlm
Umax = —/ ( )dm .
)}

n m

(b) Néu w 14 hiing s6, van tbc 16n nhét 12

m)
Umax = W 1IN -
2

1143

Mot hat bui hinh ciu roi qua mét dam may mil mong nudc ¢6 mat do
khong d6i. Téc d6 bam hoi nude thanh giot dé tf 1é thudn véi thé tich chia dam
mAy mi ma giot quét qua trén don vi thoi gian. Néu hat bui d6 ban dau ditng
yén trong dam may mb, tim gia tri gia tbc cha giot trong nhitng khoang thdi
gian 16n.

(Princeton)
Lai giai:

Gia stt hat byi hinh ciu ban déu ¢ khéi luong M, va ban kinh Ry. Ly vi
tri ban d4u cfia hat bui nhu gbe toa dd va truc £ hudng thang xubng dudi. Coi
M(t) va R(t) 14 khéi lugng va ban kinh clia giot & tai thdi diém ¢. Khi d6

M(t) = Mo+ (R - R)p,

trong d6 p la mat dé cda may mu nudc, cho ta

dM _ per2d

aa T
Giot nutdc d6 c6 tibr dién 7 R? va quét thanh mét hinh tru thé tich mR2: trong
mét don vi thai gian, trong d6 z 13 van tS¢ ctia nd. Vi tde dé bam cia cac phin
t nudc ti 1é thuin vaéi thé tich nay, ching ta c6

aM

- = anR%1,

dt
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« 14 hiing sb duong. Vi thé
i=2p.
binh ly xung lugng cho
Mt +dt)z(t +dt) — M(t)z(t) = Mgdt .

Dung dinh Iy Taylor d& khai trién M (¢t + dt) va (¢ + dt) va chi gilt 1ai cac s6
hang c6 bac thp nhat, chiing ta nhan dugdc

M
:t%t—+11/fjé=11/[g.

V3i t 16n, M(t) ~ 3mR3p, dM /dt ~ 3M R/ R, vi phuong trinh trén trd thanh

. 3R’ ag
R4+ —=—=.
+ R 4p

V61 mét nghiém riéng hop vai trusng hgp ¢ 16n, dat
R(t) = at® |
trong d6 a 1a hing sb, & phuong trinh trén ta c6

og
a=—".
56p

Vi thé véi trudng hop ¢ 16n,
. 4p gt

— 2at == .
T « @ 7

Vay gia tbc trong trudng hop ¢ 16n 1a g/7.

1144

Gia sit mot phi thuyén cé khbi lugng mq vi tiét dién ngang 13 A di chuyén
voi van téc vy khi ndé cham vao mot ddm bui dimg yén ¢6 mat dé p nhut hinh
1.108. Néu bui dé cham dinh vao phi thuyén, tim 13i gidi cho chuyén déng
tiép theo ctia phi thuyén. Gia st A ludn 14 hing s6.

(Princeton)
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Hinh 1.108

Loi giai:

Gia sit ring dam bui xuat hién ma khéng cin trd con tau. Dinh luat thi 2
Newton ’

d(mv)
a -0
hay
md—v + vi"—l =0
dt dt
ngu y rang mv = mgvo. Do dé
dm
= —_—= A
dm = puvAdt, 7 PAU,
Chung ta ¢co
d Adt
2% o,
v Mmoo
LAy tich phén chiing ta rhan duoc
1 2pAt
m =+ C,
v moYo

* 1
trong dé C 1a hing s6. Néu ching ta do thdi gian tit thoi diém diu tién con
tau cham dam bui, thi v = vg tai t = 0, cho C = vy 2. Do vdy chuyén déng cuia
phi thuyén ¢6 th€ midu ta bing

1 1 2pAt
2 2 + :
v h) movg
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3. PONG LUC HOC VAT RAN (1145-1223)

1145

Hai dia kim loai tron c6 ciing khbi luong M va c6 ciing d6 day ¢. Dia 1 ¢6
mat 46 déu p; bé hon mat dd déu cla dia 2 p,. Mét trong hai dia, vét nao cbd
momen quan tinh 1én han?

(Wisconsin )
Lai giai:

Coi ban kinh ctia céc dia 1in lugc la R; va R,.

Vi cac dia c6 cuing khéi lugng va dé day, do dé chiing ta ¢6 p, R? = pyR2,
hay

R}

R—§ P
Momen quan tinh cua cic dia la
MR? MR}
I = 5 I = 5

chinh vi vay
I R_% o

I, R p1

Vipy < p2, I) > I. Do dé dia 1 ¢6 momen quan tinh 16n hon.

1146

Cho ring momen quén tinh ctia mét hinh 1ap phuong déi véi mét truc 12
Iy, truc dé di qua tam khédi v tdm ctia mét mét. Tim momen quén tinh dbi véi
mot truc qua tdm khoi va mét goc cha hinh 1ip phuong.
(UC, Berkeley)
Lai giai:
Dung hé toa dé Descartes c6 gbc & tam khdi va cac truc di qua tAm cia 3
cdp mat cua hinh 13p phuong. Chiing ta c¢6

I:m::[yy:Izz:IOa
Izyzlyz‘—'lz.rzos
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Momen quan tinh ddi véu mét true ¢o cac cosin chi hudng A, . v 1a

i= 84 pl‘] Lig a'-"""f;; 2pirly, = 2uM oy = 2Aplyy,
|'_,3\E + ;12 + :z"_].f“ .

Dé tim cosin chi hudng ciia mot vectd ban kinh r tir goc toa do 1di mdr gae clia
hinh 1dp phuong, khéng méat di tinh tong quat, ching ta ¢é thé chi can xét goc
vai cac toa dd o,y = duong. Khi dé

r—oai | aj | ak.

Trong <6, chiing ta cor 2a la d6 dai cha canh hinh ldp phuong. Vi r| —
ching ta ¢o

1
X s fii'E W
V3
do do
} —_ f|_‘. 3
1147

Mot dia mong ban kinh /2 va khdi luong A nim trong mét phing ry co
mét chit diém khéi lueng m — 5M /4 ndm trén mép ctia nd (nhut hinh 1.109).
Mamen quéan tinh cta dia d6i voi tim khéi cia né 1a (wrue = hudng ra ngoai
mit to giay)

M0 o
MR
I = Je lu 1 0

Hinh 1.109
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(a) Tim tenxo momen quan tinh cta t& hop dia va chét diém dbi véi diém
A trong hé toa dé dudc chi ra trong hinh vé,

(b) Tim cac momen chinh va cac truc chinh déi véi diém A.

(¢) Tac dung d€ dia quay quanh truc y véi vén tdc géc w bdi cac chér xoay
3 cac diém A va B. Miéu ta momen xung lugng quanh diém A nhu 1 mot
ham cua thoi gian va tim vectd luc tac dung tai diém 53 (bd qua trong luc).

(UC, Berkeley)

Loi gidi:

(a) Pong gép ctia mot phan i khdi luong Am tai vecto ban kinh r =
(r1..rp. z3) cho cdc momen quan tinh va cac tich quan tinh goc 1a

5, = Am(r25U —z,5),

trong do &y, = 1 néui = Jy6i; =0 néui # 7. Chinh vi vy tenxo momen quan
tinh cta chét diém déi véi A la

. 1 -1 0

50 2
51 iR 11 o
0 0 2

Tenxo momen quan tinh cia dia d6i véi A, theo dinh ly cac truc song song

13
5 (5 0 0
MR? [ °
’f 01 0
00 6

A s 1 2 ~ 1 £ Iy A . 7, 1
Vi thé tenxo momen quan tinh cia dia va chat diém do6i voi A la

, /10 =5 0

R?
#T"S 6 0
0 0 16

(b) Dé tim céc truc chinh v3 cac momen quan tinh, gidi phuong trinh dic
trung sau

10—~ —5 0
MR? )
A -5 b—~ 0 =0,
0 0 16—+~

hay
(16 — y)(y? — 167+ 35) =0 .

Cac nghiém la
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~ = 18, Ny =8 —-129,  y3=8+29.

Vi thé ba momen quén tinh chinh déi vdi truc A 1a

29 29
Iy = 4MR?, L= (2 — g) MR?, I = (2+ g) MR? .

Cac cosin chi hudng clia céc truc chinh (), g, v) tudng tng vai I; thi duge dua

ra bai
-6 -5 0 A
-5 —10 0 unl =0,
0 0 O v
nghia la
—6A ~-5u=0,
52— 10u=0,
Ov=0.

NghiémlaA=pu=0,v=tayy. Vi
Nyt =1,

theo dinh nghia, cac cosin chi huéng la

Cac truc chinh d6i v8i I, va I3 ¢6 cosin chi huéng dude cho bai
2+ /29 -5 0 A
-5 -24+V29 0 ©p] =0,
0 0 8+29) \v
nghia la

2+ V2NN —5u=0,
—5A + (=24 V29)u =0,
(8 4+ V20 =0,

trong d6 diu & trén 1a cho I, va diu & duéi la cho .
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Céac nghiém la

. v=20.

A 2429 {0.677

o 5 ~1.477

Khi dé vi A2+ 42 + »? = A% + u? = 1, chiing ta ¢

| |—(A2+1)_%— 0,828
SN “loser

ool 0,561
=N—-—pH2={"
wi=(1-#) {0}828

Chiing ta ludn doi hdi ring cic truc chinh déi véi I va I3 13 trire giao
AaxAa + popz +vpvz3 =0.
Chinh vi vay chiing ta 14y céc truc chinh nhu sau

(05 0‘ 1) »
(0.561,0,828,0) ,
(—0,828.0.561,0) .

(¢) Tenxo momen quan tinh 7 chia hé théng dia va chét diém débi véi diém
goc A um dudc trong (a) lién quan dén hé wa dé (+.y, z) gan véi dia. Trong
hé nay momen xung lugng ctia hé thdng quay vdi mét van tbe gbc w 1a

L=1Ivw,
hay
L, » /10 =5 0 0 0
MR~ - M
L, | =M 5 6 o = 1:“’ 6
L, 0 0 16 0 0

Xem xét hé toa do6 thi nghiém (2’,y,2’) c6 cing truc y nhu hé toa dé quay
(z,y, z) sao cho cac truc tuong itng triing nhau tai thdi diém ¢ = 0, nhy hinh
1.110.

Khi

z' = z cos(wt) + zsin(wt), Y=y,

2’ = —zsin(wt) + z cos(wt) ,
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wi

wi

Hinh 1.110

ching ta ¢6 thé dinh nghia vecto bién déi

cos(wt) 0 sin{wt)
L= b 1 0
—sin{wt) 0 cos{wt)

sao cho vectd V duge bién ddi theo
V' =58V,

Ap dung phuong trinh trén cho vectd momen xung ludng, ching ta xac dinh
dude momen xung luwdng xung quanh A trong hé toa dé thi nghiém la

L4 - —beos(wt)
A AMR? d
L] =sL =222 6
L Dsinfwt)
nghia la
—5MR? SMR?*w SMR?w
&= i cos{wi), L,= 8 ; = L= 2 s sin{wt)

khi xét mét minh cai dia. Truc y 1a truc quan tinh chinh va do do su quay
quanh no sé khéng giy ra bt ki mét luc nao 1én cac chdt xoay. Vi thé cac luc
trén cac chot xoay hoan toan do su quay ciia chit diém. Trong hé quay chét
diém chiu mét Iuc ly 1dm c6 6 lon 28 16 duge can bing bdi cac luc téc
dung 1én dia bdi cac chbt xoay dé. Luc tac déng 1én cac chbt xoay 1a phan iuc
clia cac lue nay. Chinh vi vy chdt xoay B chiu mét luc cé dd 1dn "i‘i’-’—g@i cung
huéng nhu luc ly thm trén chéat diém. Trong hé phong thi nghiém néi trén, luc
nay quay vai mot van tbe goc w.
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1148

B6n vat khéi luong nhu nhau va bing m, n3m trong mit phing zy 3 cac vi
tri (z,y) = (a,0), (—a,0), (0, +2a), (0, —2a). Nhitng vit nay dudc noi véi nhau
bdi cac thanh khong khéi luong dé tao thanh vit rin.

(a) Tim tenxd quan tinh, ding cdc truc z, y, z nhu 13 hé quy chiéu. Biéu
dién tenxg nhu 1a mot ma tran.

(b) Xét mo6t hudng duge dua ra bdi vecto don vi fi ndm "cin bidng giita"
cdc truc duong z, y, z, nghia 1a tao thanh cac géc bang nhau vai 3 hudng nay.
Tim momen quan tinh déi vdi sy quay quanh céc truc nay.

() Cho trudc tai mdt thdi diém ¢ nao d6 vects vén tbe gée ndm doc theo
hudng trén n, tim géc hop bdi gilta vects momen xung lugng va n tai thoi
diém do.

(UG, Berkeley )
Loi giai:

(a) Cac phan ti I;; clia tenxo quan tinh duge dua ra badi
l,;j = Zmn(rﬁ&j - .’L'n‘nn))
n

trong do

2

2 2 2
Th = Tp, +In2+a:n3A

Vi it nhit mét trong nhitng toa dé cha méi hat 14 0, z,z, = 0, chinh vi vy
I;; = 0 v6i moi i # j. Voi ¢ = j, do tinh ddi xiing chiing ta c6

I = 2m(a® — a?) + 2m(4a? — 0) = 8ma?
Ipo = 2m(/a2 - 0) + 2m(4a? — 40®) = 2ma? ,
Iz = 2m(a® - 0) + 2m(4a® — 0) = 10ma? .

Vi vay tenxo quan tinh dudc cho bdi ma tran

8ma? 0 0
0 2ma? 0
0 0 10ma?

(b) Khi hudng dita ra tao gbc gibng nhau véi cac truc, cac cosin chi hudng
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cha no A, g, v 14 bing nhan. Momen quan tinh déi voi huténg nay la
T = 2210 4 (21 + V2133 — 2uvlng — A3 — 22ulhz
= (8ma? + 2mw? + 10ma?)\2

= 20ma®)? .

Cac cosin chi hudng tuin theo diéu kién

M2 =302=1,

cho A? =31 Wi thé
20

I:?ma .

{¢) Hudng n thi dudc dua ra boi

—

A
n=|u|l =A
v

Tai thoi diém T, w song song vai i

w=wh= \w

Momen xung luong tai thoi diém nay la

hay

véi do6 16n

L =) ma’w/82 4+ 22 + 102 = V168 ma’w .
GocopgitaLvanla

L-n  A?mae?w(8+ 2+ 10) 1 20

Ccos p = = = — = 0,891,
¢ L Ama?w\/168 V3 /168
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nghia ta
b =27°.

1149

Do dé det & cue, trai dit c6 mdt momen quan tinh déi véi truc cuc hai 16n
hon so v8i momen qudn tinh déi véi true xich dao clia né. Gia st c6 ddi xing
fruc quanh truc cuc.

(a) Chitng minh rang cac s6 hang chi yéu cla thé hép din trén bé mit cta
trai dat c6 thé duge bi€u dién nhu sau
- GM ! C-A (a)? 3cos?d — 1

B r Ma? \r 2 ’
trong d6 C va A tudng ing la cdc momen quan tinh quanh truc cuc va truc
xich dao, A 13 khéi luong trdi dét, a 12 ban kinh trung binh cia trai dat va r
13 khoang cach t6i tam khbi cia trai dit. Hé sb (C — A)/Ma? 1a khoang 1073.

(b) S6 hang thit hai sé c6 hiéu dng truong ki nao khi mét vé tinh quay
quanh quy dao tron quanh trai dae?

(¢) Néu phap tuyén vdi mat phing cha vé tinh nghiéng mét goc « vdi truc
cuc trai dat, dan ra biéu th{tc cho dé 14n cia hiéu ung nay bang viéc 1ay trung
binh theo thoi gian trén quy dao tron.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

(a) Chon truc cuc la tryc z va miit phﬁlng xich dE_lO la mét zy. Dat phén
khi luong dAf cla trai dat c6 vectd vi tri ’ = (2/,y, 3') va dir vé tinh phia
trén bé mat cha trai dét c6 vectd vi tri r = (z, v, 2). Khi d6 thé ning hap dan
trén mét don vi khéi lugng cua vé tinh la

G'dM GdM
ve- s/ 1
‘ |r—r| [r?2 —2r - r' + 122

/GdM or-r 2] 73
T 72 r2.

tich phén trén toan trai dit. Khai trién Taylor, bé qua s hang bac cao hon

(fri)’!, ta co
_ [ GdMm 1+r-r'_7"2_'_3(1'-1")2
r 72 22 "~ 2 ré ’

18-D78LG GO HOC
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Vi r 1a vecta khong déi va wrdi dat dudce cho a elipsoit doi xing

fr-r"d.f't'! = r-/r’rh\-f — 0.

Do da

v a2 o
r,.-‘_—@‘-‘I C‘[[ it ]u!M

2
oM
B r
¢ (e’ + gy’ + ==y = (2 + % + %) (2™ + Y+ =) 141
r 2r? o -

Do tinh dou xiing cda trai dat, cac tich phén ciia 'y, /=" va 2'c’ 14t ca bing
khong va ta co

GM
=-—
-
G
_?.:s/r’fi P4yt 4
o . _ . s oy AT
B (I_.y,g .2 yJJ_u 4 _g.e:.ra T i :_yh!:,]g i
-

Bay gitt chon truc r va i wy v (chiing nao chung con nim trong mat phang
xich dao), d€ tich phéan cia » bang tich phan clia y'. Nhu thé

CA ©C 227 4 gy 4 92222 . 25 gt 9
U= — AT
2l

T it

D2

B T 2 2402 232 ’.':2 '2:2 . 3 '_-zf.?"
: (;/[[—1 L T .H A Jmu
I b

: — — —=dM
r y3 ‘).],.J.

CGM G (32 1 B L ol v ol
-5 - (5 a) fiet v - et

CAf e |
B _E(F’ .);)(I\r 1,). ]

_ CM /*[L o | e
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Vil, =1,=A,1,=C,z=rcos6, dday 6 1a géc giita r va truc cuc biéu thire
trén co thé viét nhu '

GM C—A sa\2? /3cos?8—1
U——-r {1_}\,‘[@2 (;) ( 2 )}

(b) Phuong trinh (1) c6 thé dugc viet U = Uy +Uq. Uy = —CM 13 thé ning
trén moét don vi khoi lugng vé tinh ¢6 thé c6 néu trai dét 13 hinh cAu hoan héo.
Us xudt hién do dé det cue. N6 lam xudt hién thém luc b8 sung trén mot don

vi khéi luong clia vé tinh F = —~VU,. Vi Vr = £, vr=5 = =8¢, vr—3 = 3¢,
V:2 = 22k,
3G(A - C) 522

Luu ¥ rang phin thi nhit trong ngojc vudng vén sé 13 liuc xuyén tdm, mic
du khoéng phai kiéu binh phudng nghich dio. N6 khong 1am thay di d6 18n
va huéng clia momen xung lugng quanh tim trii dat; do dé né khong anh
hudng dén m3t phing quy dao, nhung chi lam cho vé tinh 1&ch khoi qui dao
tron chit it. Phan thi hai,

_36(A=0)

F,
5

zk

khéng phéi 1a Iuc xuyén tam, né 1am cho mat phing quy dao tién ddng xung
quanh truc z.

(¢} Vi chuyén ddng cta vé tinh rit gin v8i chuyén dong déu véi tim &
g6c, do sur dbi xiing tich phén cta F,dt trén mét chu ki chuyén déng tron

bing khéng, cho nén anh hudng trung binh ctia né dén chuyén déng 1a bing
khéng. Momen xodn gy nén béi F, dbi véi tm trai dit 1a

3G(C — A)

5 (~yzi+ zzj) .

M=rxF,=
Dit giao cit giita mit phang quy dao v mit phing xich dao la truc z (hinh
1.111). Trong qua trinh quay, yz luén luén dudng trong khi gia tri trung binh
ctia zz 1a bang khéng . Do dé, qua mot chu ki momen xodn trung binh hudng
theo huéng —z. Vi vects momen xung lugng nim trong mit phiing yz va nhu
vy vubng goéc véi momen xoadn trung binh, nén momen nay khong lam thay
ddi d6 1n ctia momen xung lugng.
Vectd momen xung lugng L c6 hai thanh phin L, va L,."Vi momen xoin
trung binh, né nam trong hudng —z, vudng géc véi L., nén nd khéng anh
hudng dén L,. Do d6 né khéng 1am thay déi géc « gilta L v truc z. Két qua
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4! |

x

Hinh 1.111

la L sé tién déng quanh truc =, vach ra mét hinh nén nita goe dinh o trong hé
toa d6 ¢6 dinh & mot ngdi sao d xa. Vi hé quy chiéu (,y. z) ¢b dinh so vdi quy
dao, truc .+ s¢ quay quanh tdm trai dit trong mit phing xich dao.

Dat ¢ 1a goc gitra vectd vi tri ctia vé tinh va truc o, Khi dat # = 0 tai ¢ = 0,
ta cO # = o, w 13 van the goc cha vé tinh. Vi y = rsinfsina, 2 — rsmcos a,
trung binh M trén motchu ki 7 — 7 la

G- Ay
(MY 1 LT [ yzdt
'f‘"f Jo

G — A)sin(2a) [T
i i
BCIC A)sin(2a)

— —i -
Ard

sin? {wt)dt

Vi (M) vuéng goc voi momen xung luong L, né sé khién cho vectd momen
xung luong tién dong quanh truc z voi van toc goc

; [(IVI}] 3G A)sin(2e)

o= = K

riw Ardw

1150

M6t banh da c6 dang clia mét dia day déu dusng kinh 4 ft niang 600 Ibs
(pao) va quay véi toe dd 1200 vong/phat. Tinh momen xodn khéng déi can
thiét dé no ding quay trong 2 phut.

(Wisconsin )
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Lai giai:
Phuong trinh chuyén dong ciia banh da la
I = —M |

trong dé / 1a momen quan tinh va M 13 momen xoan dé dimg. Vi thé

Mt

ﬂ = w'n ]

Khi banh da ngirng quay & thoi diém ¢, 0 — 0 va

A= e
t

VeI [ — MY — 1200 Ib fi?, wg — 407 rad/s, t = 120,

A - 4007 pd] fi (paodan fut) — 39 Ib ft (pao fur)

1151

M6t cau trie dude 1ao thanh ur cae thanh ¢6 d6 dai bing nhau tir 1 dén
11 duge chi ra nhu trong hinh vé 1.112, duge ldp ban 1€ 6 cac khép néi & cac
diém A. B, ... G. Diém A dude xem nhu la ¢ dinh, trong khi ¢ chi duge tua
thing ditng. Bd qua khdi lugng clia cac thanh, Mét vét niang w duge dit o .
Méi cau kién chi chiu sitc cang T hode luc nén €. Giai tim cac luc tua thang
ditng 6 A va G va tim luc cing T hoic luc nén €' & méi thanh.

(Columbia)
] Ts
B 0 F I / s / f:.\ s
C C
My Yor May %3 ]L'T? G\ Noy
alf Max G Cy
._4,3’_ C EEL FW» /Cz C/ Cg CﬁlCIO Cw\
v T s w N

Hinh 1.112 Hinh 1.113
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L&i giai:
Xét cAu triic nhur mot khéi théng nhit. Cac didu kién cin bing cho céc luc
6 A va G va cho momen xoan xung quanh A cho

Nax =0,

Nay + Noy —W =0,

AFE - W —AG Ngy =0,
w do W o
Nax =0, Ny = 3 Ngy = 5

Xem cdac luc cing va cac luc nén trong cac thanh nhu chi ra & hinh 1.113. Xet
cac didu kién cin biing cho diém A chiing ta ¢6

NAy—TlsinGO" ZO,
Cy—Ticos60° =0,

Giai ra
2V/3 V3
s ——W C = —W .
9 27y
Xét su can bing cua cic luc thing ditng & B, C, D, G, F. Chiing ta nhan dugc
bing cach xét hinh 1.113

T

23 2 23
cg:n:‘—fw, T5=ca=$w, C7=T5=—‘£W,
Ngy  4V3 4v3
Ty, = = — = = .
n= e - 9 0 Ge=Tn=—gW

R&i Xét su cin bing cia lyc nim ngang & B, C, E, F ching ta ¢4

Ty — (Th + C3)cos60° =0,

Cs — (C3+T5)cos60° — Cy =0,
C10 - (Cg - 07) cos 60° — Cs = 0,
Tg — (T11 + Cy) cos60° =0,

=W, c,-,:-?w, cwz%‘/-g-w, Ta=4—‘g—gw.
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1152

Mot thanh cing, mong, déu ¢6 khoi luong M dude nang bdi 2 con lan
quay nhanh, truc ca ching duoc gitt @ mét khodng cach ¢6 dinh a. Thanh
ciing ban dau duoc dit ndm yén tai mét vi tri bat d6i xitng nhu hinh 1.114.

(a) Gid s nhing con lin dé quay nguge chiéu nhau nhy hinh vé. Hé sb
clia ma sat dong giffa thanh citng va cac con lin 13 x. Viét ra phuong trinh
chuyén déng cta thanh va tim do chuyén doi z(t) cha tdm C thudc thanh
cung tir con 1an 1 gid st rang r(0) — xp va r(0) = 0.

.«x-.i
{ “C

1
@9@; L@ @l

Hinh 1.114 Hinh 1.115

(b) By gid xem xet trudng hop cac quay cua 2 con lin la bi dao nguge lai
nhu hinh 1.115, Tinh d6 chuyén ddi £(¢), lai gia st rang (0) = 2 va i(0) = 0.

(Princeton )
[ -g—=
b x
N M2
f f,
mg
1 Z
Hinh 1.116

Loi giai:
(a) Cac luc tac dung bdi con ldn 1én thanh ¢ing nhu wong hinh 1.116. VGi
su can bing doc theo phuong thang ding ching ta cin
N+ Ny= Mg, aNy = =M, ,
chora N N
N, = (1 = i) Mg, Ny=-Mg.
L 43

Cac luc ma sat dong la

fl = }-""Vll f? = P-}VE 1
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véi cac hudng duge chi nhu ra trong hinh vé. Hiy nhd ring khi tit i cac
con lin quay nhanh, su thay d6i trong hudng chuyén déng ctia thanh cing sé
khdng anh hudng t6i cac hudng cta nhimng luc nay. Tir dinh luat 11 Newton ta
co

M
M'i:fl—fz:#ag(a*zx)-

Voi £ = 2z — @, phuong trinh trén trd thanh

g__—€7

dé 1a phuong trinh chuyén déng clia mét dao déng ti diéu hoa. Véi cic didu
klenkhdxdauf =229 —a, £ =03t =0, nghiém la

&€ = (2z9 — a) cos(wt) ,

trong do
219
a

w =
Vi vé

Y = (I a)co%( t)+a

r = 0 5 S(w 5

(b) Vi cac hudng quay cua con lin ddo ngudc, cac luc ma sat ciing dao
ngudc hudng va ching ta cé

Mz =f-fi,
hay
€= ?ﬂs
trong d6 € = 2z — a giong nhu trudc dé. Chuyén déng khong con 1a dao dong
diéu hoa don gian. Véi cac diéu kién ban diu giéng nhau, nghiém 13
£ = (zo - %) (7% 4 e“) = (22 —-a) cosh(wt) ,

nghia la

T = (Io - %) cosh(wt) + (2_1 ;

trong d6 w = /224, Chd y ring néu xy # S, thanh sé di chuyén theo mot

hudng dén khi né mat su tiép xiic v4i mét con 1an, tai thoi diém dé phuong
trinh khéng con duge ap dung.
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1153

Mot con ldc xodn bao gdbm mét day thing ditng gin vai mot vat, vat niy cé
thé quay xung quanh chiéu truc thing ding. Xét 3 con lic xodn bao gdm cac
soi day giéng nhau treo cic khéi rin dong nhit gidng nhau hinh lap phuong.
Mbt hinh khéi lap phuong dudce treo & géc, mét hinh 1ap phuong khac treo &
giita mét canh bat ki, con 13¢ con lai duge treo 6 diém giita cia mot mat nhu
trong hinh vé 1.117. Ti sb cac chu ki cia 3 con lic nay nhu thé nao?

(MIT)

Hinh 1.117

Lai giai:

Trong ca 3 trudng hap néi trén, diy treo thing ding di qua tdm khoi cta
khéi 1ap phuong rin. Vi elipsoit quan tinh ctia cdc khéi lap phuong rin dong
nhit 12 mét hinh cAu, nén quan tinh quay xung quanh bat ki mét hudng nao
qua tam khéi déu gibng nhau. Vi thé cdc chu ki cda ba con l3c xoin nay la
bang nhau.

1154

Hinh 1.118 chi ra mét hinh dnh don gidn héa mét truc cam véi cac chét
diém m va 2m duge dat cb dinh trén cac thanh khong khbi lugng, tt ca trong
cling mét mit phang. N6 quay véi mot vén tée gbe khéng déi w quanh truc
OO’ qua truc dai, dudc gilt bdi cac 8 truc khdng ma sat 6 O va O'.

(a) Momen xoan dbi véi diém gilta cla truc dai gy ra bai cac 8 truc sé
nhu thé nao ?(Dua ra d6 16n va hudng).
(b) Dat mét truc, giit yén trong mat phing chita cac vit, xung quanh mot
A . 2 i . M Y a . A Iy ; \ M 5
vat co thé quay v8i mornen xoan bang khong khi van 10c goc 1a hang so.
(UC, Berkeley)
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ImL sy

Hinh 1.118

1.0l giai:
Chon mét hé woa dé gin vai true \rm goc o diém glua (7 cua truc quay dai,

truc = doc theo truc (X2 va truc @ nam trong mat phing cia céc chiit diém
nhu hinh 1.119.

Hinh 1,119

Tenxo quan tinh twong d6i vai ¢ duogce tinh bang cach dung cong thire

— SO, (r28;;  Tpiray), rong dé 2 = 2, | z2, + £2,. Khi cac khoi ludng
co toa do
m - (0.0,1), m:(L0-1).
25 (0.0, -1), m:(=1.0,0) .
ching ta co

Grrd® 0 2ml?
I = 0 Bml? 0
2mi? 0 2ml?

Xét momen xung ludng J va momen xoan M xung quanh C, ching ta c6

d] Jd°J
M_dt‘_ T bwxd=w=xd,
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trong dé cac ki hiéu * chi dao ham theo hé toa dd quay (z. y, z), vi van téc gbc

13 hang s6. Khi dé
0 1
J=Jw=T1|0|=2mlPw|0] ,
w 1

ching ta xac dinh duge

i j Kk
M=wxJ=| 0 0 w |=2m2%7%.
omllw 0 2mlw

Momen xoin déi véi diém gifta ciia truc quay gay ra bdi cac 8 truc c6 d6 16n
2mi*w? va theo huéng y .

(b) Coi truc trong mat phing rz quanh dé momen xoin 1a 0 nhu 1a truc
2’ va gia sit n6 tao ra mot goc § voi truc z. Xem hinh 1.119, truc «/, 3’ va 2/
tao thanh hé toa do Descartes, trong dé truc z’ ciing ndm trong mit phing xz.
Trong hé quy chiéu nay, van tc géc w 1a

wsiné
w = 0
wcos b
va
6mi%wsin 0 + 2ml?w cos
J=Tw= 0
2mil2w sin 8 + 2ml?w cos O
Vi thé
M=wxJ
i j k
= wsind 0 w cos B

mi?w(6sinf + 2cosf) 0 2mi%w(cosh + sin )

= 2mi%w?(sin 26 + cos 26)j

V6i M = 0, ching ta can
tg20 = -1,
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nghia la # = —22, 5% hay 67,5°. Chu y rang truc =’ quanh ndé momen xoin thiét
dién |4 mdt ruc quan tinh chinh. Nhu véy ciing cd thé tim duoc bang phuong
phap bai 1147.

1155

Mot dong XU vOi mat phdng cua no lhang ditng va quay VU] vin tc goc
w trong mat phang cua né nhu hinh 1.120 dude dat ndm xuéng mot bé mit
phang Van 16¢ goc cudi cling cta ddng xu la bao nhidu?.(Gia sit déng xu ding
thing duge bé qua ma sat lan).

(Wisconsin )

i

Hinh 1.120
Loi giai:
Su quay ctia ddng xu thuc hién trén mét mat phang nim ngang. Vi cac luc
tac dong 1én dong xu cu thé la luc da F va trong luc P, ca 2 diéu ¢é hudng d1
qua tam khdi cha dung xu, momen xung lugng cla dong xu quanh tam khbi

ctia no duoe bao toan, Vi vy van 1de goc vin 1a o sau khi no duge dat xuodng
bé mat phing.

1156

Chan ngudi kich thuée binh thuodng thay thodi mai khi di bd ngoai tu
nhién, sai budce di chirng mét budce rén mot gidy, nhung khéng thoai mai khi
bi budce phdi di vé nhanh hon hay cham hon. Bo qua dnh hudng ctia khap dau
01, ding mé hinh dan gidn nhat ban co thé uéc lugng tin sb xdc dinh nhip di
do, va tim xem no6 phu thudc vao dic tinh nao cta chan.

(Wisconsin }
Loi giai:

Xét chan nguoi nhu 1a mor thanh déu e6 chiéu dai I Trong md hinh don

gidn nhat, tan sb du dua ctia chan phai bing tin s6 dic trung clia thanh khi
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[ " L] ) -
né du dua xung quanh diém cudi cb dinh cta né. Chuyén déng dé 1a chuyén
dong clia mot con lac kép miéu ta bdi

| R 1
,—:_Iml fli= —§mginm{i.

hay
; 3y
[ 0 — 0.
T
d6i véi ¢ nho khi do tan s0 dung dua la v = £/ i3 Néu chiing ta coi | =
0.4m,thiv=1ls '

1157

Hinh tru ¢ (khéi lugng 10,0 kg va co ban kinh 0,07 m) lan ma khéng truot
1én mot ddi nghiéng M nhu hinh 1.121. Soi day khéng dudi thing ra ma cuén
xung quanh hinh tru .

(a) Tru ¢' di chuyén thing ding 1én duge bao xa khi dude kéo bdi vat the
ning 2 kg di chuyén xuéng mat mét?

(b) 06 16n va hudng cha gia tHe 14 nhu thé nao?

(¢} D& 16n va hudng cha luc ma sat tinh tai diém nép xac 7 1a nhy the
nao?

(Wisconsin )

Hinh 1.121

Loi giai:
(a) Vi day khong duge kéo lhfmg, khi tam cua C di chuyén di lén trén
mat nghiéng vai mot khoang cach Awr, vat co khoi lugng 2 kg ciing sé roi
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xuéng mét doan ding bang Az. Tuy nhién, khi d6 mét thém mét doan dai
Az cha soi day ciing td ra trong qué trinh d6 dugc. VAt 2 kg thuc té sé roi
xubng thém 2Az. Chinh vi viy khi né di chuyén xubng dudi mét mét, tru C
sé chuyén déng di 1&n mit nghiéng mét doan 0, 5 m, hoéc di thing ditng mot
doan 0, 5sin 30° = 0, 25 m.

(b) Cac luc cé lién quan dugce chi ra trong hinh 1.121. Hiéu Ung trén c6
nghia 13 dbi véi vat khéi luong 2 kg chiing ta ¢6
2 =mg— F .

Véi hinh tru C ching ta ¢é

Mi=F+ f— Mgsin30°,
I8 = (F - )R .
trong d6 I = 2 MR?. Hon nifa, vi tru C l3n ma khéng trugt nén chiing ta con

co
I =RO.

Cac phuong trinh trén cho ta

. ( dm — M

—  — }g=-0,0435g = —0, 42 -2,
8m+3M)g g = 0,426 ms

Nhu vy gia tbe cé 46 16n 0,426 ms—?2 va tac ddng hudng xubng doc theo mit
phing nim nghiéng.

(©) f = AM(E + g) = 40 x 0,574g = 23,0 N. Hudng cia nd la hudng lén
doc theo mit phang nim nghiéng.

1158

M0t cai vong déu khoi lugng A va ban kinh R treo theo mat thing ding
bdi mét 1udi dao tai mor diém trén mit chu vi trong clia vong tron. Tinh tan
so tu nhién coa cac dao déng nho.

(Wisconsin)

Loi giai:

Momen quan tinh ctia vong quanh lugi dao tua la

I = MR? + MR? = 2MR? .

Xem hinh 1.122, chiing ta ¢6 phudng trinh chuyén déng
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Hinh 1,122

1= —Mghsinf .
hay
16 MgRo
do6i vdi cic dao dong nho. Do dé tin sb la
w 1 Mg 1 g
v = = | : e T
L ST VR

1159

Mot roto the do siéu cao ciu tao gom mét dia dong chat khéi luong AL, ban
kinh /7 dd day la 2. N6 dugce ldp vao mot truc quay gac trén cac & truc cach
nhau mét khoang cach 2d nhu hinh 1.123, Hai vat thém vao c6 khéi lugng
bing nhau 1a m, duoc sip xép dbi x(ing sao cho roto nim d trang thai can
bing “tinh”. ‘1im luc hién thién theo thai gian trén cac & truc néu roto quay
v0i van toc goc ...

(Wisconsin)

Hinh 1.123

Loi giai:

Trong hé quay gin vdi dia nhu wén, 2 khéi ludng thém vao, mdi cai chiu
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mdt luc ly tAm mRw?, din dén momen xoin 7' = 2mRw?l. Momen xoin nay

dudc cin bang bdi m6t momen xoan cung doé 1on nhung nguge hudng, gy ra

béi cac 8 truc cach nhau mét khoang 2d. Do dé véi cac & truc, mdi cai chiu
n 2 . P \ 2 > A ’

mét huc % = M trong cing h:rcmg nhu 1a huon§ cla lyc ly tam tac dung

1én vat gan hon. Trong hé quy chiéu ¢6 dinh nhitng 6 truc dé quay vdi van toc

gOC w.

1160

M6t tAm pin mat trdi rong 100 m? duge ghép voi mét banh da sao cho, nd
chuyén d8i anh sang t6i thanh co quay vdi hiéu suir 1%.

(a) V8i vin téc goc nao mot banh da hinh tru rin khéi luong 500 kg va
ban kinh 50 cm sé quay sau 8h tam pin dé dudce phoi nang (néu dau tién né
ding yén)?

Ly hang sb hap thu ning lugng 1a 2 cal/cm?/phit trong sudt khoang thoi
gian (1 cal = 4,2 jun)

(b) Gia st truc cfia banh da nim ngang dot nhién roi kh01 4 truc tinh caa

né va bit dau lan doc mot mat phang nim ngang vai hé sé ma sat dong la
= 0,1. N6 sé& kin dugc bao xa cho dén khi ngimg trugt?

(¢) Tam khéi di chuyén vi the do6 tai thoi diém dé 1a bao nhiéu?
(d) Bao nhiéu ning lugng sé bién thanh nhiét?
(UC, Berkeley)
Lai giai:

(a) Déng nang quay cla banh dala E = 11w3, rong d6 7 = imR?, chota

. \/g 2 % 0,01 x 100 x 10 x 8 x 60 x 2 x 4,2
. 1% 500 x 0,52

= 1136 rad/s .

(b) Do khoang thoi gian tir khi banh da dé duge giai phong, khi d6 né quay
vai van tée gc wp. Sau khi gidi phong né lan trén mat phang, hue ngang duy
nhét tac dung 1én banh da 13 luc ma sat nhu hinh 1.124. Cac phuong trinh
chuyén déng la

Io=—fR, mo=f.

Tai thdi diém ¢, khi banh da dimng trugt, coi van téc goc clia nd 1a wy. Céc diéu
kién bién la w = wg, v =008t =0, w = wy, v = v = Rwy 61 = ty. Lay tich
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B

Hinh 1.124

phan cac phuong trinh trén cho ta

f(:u‘) - w'U) - thl '
mye — mBRw = ft .

Chu y: nhitng phuong trinh nay luén c6 thé nhan dude truc tiép bing cach
xem xét xung luc. Giai cac phuong trinh nay chung ta c¢é

Wi wolt
Wl = tL =+ ’
3 Jig

Vil = YmIt?, f = jmg. Khodng cach di dugc clia banh da trude khi no ngitng
truot la

5]
Il

fNp 1wl (woR)
P {5 = = = = 182 0
(m ! 2‘“9 3q 18ug e

o] —

(c) Tai thai diém 1, toéc d6 ctia tam khoi la

wplt

v = Ruy = — 189, 3 ms ~!.

(d) Tai thoi diém 0 < t < ¢, tich phan phudng trinh chuyén déng cho

f{w —wp) = —-fRE,
mu = ft.

Tai thei diém 0 < f < t;, banh da vira truot vira ldn, chi ¢6 ph:fm trugt clia
chuyén déng bién ning luong thanh nhiét, Van tbc truot 13

3ft
l,'—--!fi..u:i - Hwg
m

17-BIALG COHOC
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va t8ng ning luong tiéu tan thanh nhiét 1a

1) 1
Q=-{ (v— Rw)fdt
[¢]
3 2t2
= - 14"1'39-’0]%1
2m
2 2
TR ) gegx 107

Diéu nay ciing luén c6 thé nhan dugc bing cach xem xét su thay déi déng
ndng cua banh da.

1 1, 5, 1
Q=-Iui- (—wa + —mv%)

2 2 2
_ mR? % B Q(Rwo)2 _ mRWE
4 9 2 9 6
giébng nhu trén,
1161

Mot ngusi mubn bé giy mot thanh dai bang cach dap né 1én mét ting da.
Mat ddu thanh dudc cim trong tay va diu dé cla thanh quay ma khéng dich
chuyén nhu hinh vé 1.125. Ngusi d6 muén tranh mdt hre 16n tac déng 1én
tay & thoi diém thanh dap 1én tdng d4. Nén dap vao tang d4 & diém nao clia
thanh? (Bo qua trong luc).

(CUSPEA)
Lai giai:

Coi diém va cham dén ché cAm O clia tay c6 khoang cach 13 z va phan
lue caa luc tac dong 1én tay do tac dung luc F 1a F, nhu trén hinh 1.126. Xét
chuyén dong clia tdm khéi C, chiing ta c6

/(F— F'Ydt = mv,

[lr(e-t)rifasse

trong d6 v 13 van t6c cha C, w 13 van té¢ gbe quanh C ngay sau khi tic dung
. 2 \ . : » 1Y y . . ’
lwc F,val = %, m 14 khéi lugng ctia thanh. Vi O vAn 14 diém cé dinh, chiing
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I’}w

Fl
l |
X
1
0" — )
0 Oténgdé ¢ T
F
Hinh 1.125 Hinh 1.126
ta CSD !
w
- = =0,
v 5
hay
-
v = 5

Chiing ta ciing coi F” & 0, chinh vi viy

/F'dt=mv, (z—é)/th:Iw,

cho ta

1162

Hai banh da nhu hinh 1.127 ldp trén cac truc song song khéng ma sat
nhung ban dau khéng ¢d diém cham. Banh da 18n ¢4 f = 2000 vg/phit trong
khi banh da nhé ding yén. Néu hai truc song song di chuyén dén khi tiép xiic
nhau, tim v4n tbc goc ctia banh da thit 2 sau khi xay ra trang théi can bing
(nghia la: khdng truct tiép 3 diém tiép xuc), cho Ry = 2Ry, IT) = 161,.

(Wisconsin )
Lai giai:

Gia stt xung cuia luc tiong tac giita hai banh da tir khi tiép xidc t6i khi can
bang la J. Khi d6 momen xoin cta xung luc tac ddng lén ban da 16n 13 JR;
va 1én banh da nho la JR,.
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/"$
&/
Hinh 1,127

Chung ta ¢o I (wy — w}) = JRy, [w) = JRs, trong d6 w; va w] tuong ung
14 cAc van tbe goe ciia banh da 16n trudc tiép xdc va sau khi can bing xay ra,
va w) 12 van téc gbe cha banh da nhd sau khi xdy ra sy can bang. Khong c6 su
truot giita cac banh da khi dat téi su cin bing

WiR = wyRy .
Cac phuong trinh trén cho ta

, _ DhiRiRyn

= ———— " =1,6w; = 3200 vg/phut.
LRy LR ™ &/

1163

Hai hinh tru ddng déu quay déc 1ap véi nhau quanh cac truc song song clia
chiing. Mét cdi ¢6 ban kinh R, va khéi luong M,, con cai kia tuong {ng 1a R,
va M,. Ban diu chiing quay cung chiéu nhu nhau véi van téc goc tuong ing
13 Q; va Q, nhu hinh 1.128. Sau d6 ching di chuyén cho dén khi xdy ra sy
tiép xtic doc theo tiép tuydn chung. Sau khi dat t8i trang thai 8n dinh, van tbc
goc cudi cing cia méi hinh try 13 bao nhiéu?

Hinh 1.128

(CUSPEA)

Loi giai:

Coi w1, wy 1an ludt 1 van tée gbe ctia 2 hinh tru sau khi dat tdi trang thai
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Sn dinh. Khi dé6
w1R1 = —-—LJJQRQ .

Xem J, va J, 13 momen xoin tich hop theo thdi gian trén hinh tru 2 tic dung
1én hinh tru 1 va hinh tru 1 tac dung 1én hinh tru 2, thi

S

R~ Ry’
J1 = Li(w — ), J2 = In{wy — Q) ;
hay ‘

Ii(wy — ) _ I(wy — )
R R, '
Vi I o« MR?, phuong trinh cubi cling tré thanh
MiRy(w1 — ) = MaRs(wa — ),

nghia la
M Rywy — M3Rowy; = M1 R — MaRs( ), .
Vi vay
oy = MR — Ma Ry
Ri(My + My)
wy = MyR;Q5 — M1 Ry
Ry(My + Ma)
1164

Ba hinh tru gibng nhau quay véi van tdc géc nhut nhau Q quanh cac truc
song song qua tam. Chiing dudc dua gin lai nhau cho téi khi cham vao nhau,
van giit nguyén céc truc song song. Mot trang thai c')’n dinh méi cé duoc khi 8
méi dudng tiép xuc, mdi hinh tru khéng truot so véi hinh tru bén canh, hinh
1.129. Déng ning quay ban dau gid con lai bao nhiéu?

(Thi tu chinh xac ma vat 1 vat 2 cham nhau, rdi vat 2 vat 3 cham nhau, khéng
c6 lién quan gi ca).

: (CUSPEA)
Loi giai:

Vi khéng ¢6 su trugdt, néu O’ 13 van toe goc cudi cing clia hinh tru 1, thi
van tée goc cudi cung cta hinh tru 2 va 3 twong tng 1a -’ va Q' . Coi I la
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Hinh 1.129

momen quén tinh cia mdi hinh tru quanh truc quay cda né, Af;; 1a xung lyuc
g6c ma hinh tru thit j truyén cho hinh tru thit ¢ twong 1ing véi truc quay cua
né. Dinh luat 11l Newton yéu cau ring, khi cac hinh tru ¢6 ciing ban kinh

M = M. (3. =1,2,3; 1#J)

Xem xét dong luc dua ra

IEY = Q) = Mys . e9)

1(—Q, — Q) = Moy + Mys (2)

I — Q) = Mz, . (3)
(1) + (3) — (2) cho ta

130 -Q)=0,
hay
, Q
Q=

Ti s6 gilta cac déng niing quay sau va trudc khi cham nhau 1a

T L31Q7?) (()')2_1

A = ==
T. 1) \q 9

1165

Tim ti s6 ctia cac chu ki ctia 2 con 1ic xodn nhu hinh 1.130. Con lic xoin
thit hai chi khac véi con 1d¢ 1 do thém vao 2 vat hinh tru nhu hinh vé. 8an
kinh ctia méi vat thém vao bang 1/4 ban kinh cia dia. Méi hinh tru va dia cé
khéi lugng bing nhau.

{(Wisconsin)
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Rt B 2 ALY P P i A DO P

i,

Hinh 1.130

Loi giai:

Coi I. va I, tuong dng |3 momen quén tinh cba hai con lac xoan. Néu
A 1a hé s6 phuc hdi clia méi day treo, thi cac phuong wrinh chuyén déng la
Lo o Ad — 0, L6 = A = (). Vi vy cac tan s6 gée dao ddng clia cac con lac
x0dn 1wy = A/ va wy — \JA/T,. V8 con ldc thit nhat 1) — MR?/2, v}
doi vai con lic thir hai

M Mo RN FENE  aw
= sl A i —leit .
- [ GE f(d)] T yin

1166
M6t thanh déng chat manh khdi luong M va do dai L duge treo tlf mét
truc ¢6 dinh (gia sit khéng ¢d ma sat) & A nhu hinh 1.131. Momen quan tinh
xung quanh A 1a AL /3,
(a) Mot xung lue ngang tite thai J dude phat ra & 3, bén dudi diém A mét
khoang 1 «. Vin téc goc ban diu cda thanh 1a bao nhiéu?

(b) Noi chung, nhu la két cta .J, sé co mét xung luc ./’ 1én thanh tif truc
A, J' 1A gi?
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A

Ldddiddin d tdLdd

a

Ny

Hinh 1.131

(c) Xung ltre J nén tic dung vao chd nao dé J' = 0?
(Wisconsin)
Ldi giai:

(@) Ja = I{w — wo), trong dé wy 1a van téc goc cla thanh trude khi tac
dung xung luc. Vi wp = 0, van tdc gbe ban diu 12

_Ja_ 3Ja

“IT T MLt

(b) Van toc ban diu ctia tim khéi chia thanh 1a v = wL/2. Vi viy su thay
déi xung lugng ctia thanh 134 Mv = MwL/2. Vi nd bang téng xung luc trén
thanh, chiing ta cé

J+J'=M.
Vi vay
J':%—J:J(S—i—q .
(©
L
J =0, if a=?3—.

Vi vy, sé khdng cd xung huc nao i truc néu J duoc tac dong vao diém 2L/3
phia duéi diém A.

1167

Mot tryc khuyu nhu hinh 1,132 quay vdi vin téc géc c6 dinh w. Tinh cac
hte tdng hgp 1én cac § truc. Trong phac hoa chi ra hudng cta nhitng phan luc
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d6 va huéng cia momen xung lugng.
(Gia st truc khuyu duoc ché tao tif cac thanh manh mét d6 dong nhat).
(UC, Berkeley)

e oy s
| ‘r‘— . 7
y_!'
Q N 4
N S “y)_Low 0 —F X —3 W
N ol Z
R S L
Hinh 1.132 Hinh 1.133
Lai giai:

Xét chuyén déng trong moét hé gdn véi truc quay nhut hinh 1.133. Khi cac
thanh hodc song song hodc vudng goc vdi truc quay, luc ly tam tac dong 1én
méi thanh ¢6 thé xem nhu 14 1én mét diém cung khéi luong dit tai tam khoi
ctia thanh dé. Coi NV 13 luc rang budc ma d truc tac dung 1én méi thanh. Vi
khdng cd su quay xung quanh truc z nén chiing ta cin cdc momen ctia cac Iuc
xung quanh O phdi can bang

b b .b s 3
20N 4 E'Pb'f‘w":%",Ob'aw2+2b-pﬂ.-%u",

cho ta ,
N = 8 il
2
trong do p la khoi lugng trén don vi dé dai cia thanh. Cac phan luc lén cac
& truc thi bing va nguoc véi N nhu hinh 1.133. O hé toa dé cb dinh nhing
luc nay quay, cing véi truc khuyu, vai van téc géc w xung quanh truc. Momen
xung luang cua truc khuyu duce cho bai

Lr - I::‘-‘-"
L:" = .r U = fyru.-f
L P 0 ‘(.‘r-*-"

trong do I la tenxs momen quan tinh quanh truc ) véi cac phan tit nhu sau

fy — Z;i‘-.m“(rzﬁ._, = Fim

Vitatcd z = 0, [, — 0. Hon nira ¢ thé thay ring I,, > 0, [ < 0. Vi vy
momen xung lugng I c6 hudng trong hé toa dé quay nhu hinh 1.133, Chu y
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4 ) 5 ] L " ~ + - = ¥
rang trong luc dudse bd qua trong tinh toan, neu khong sé ¢6 moét luc co dinh
bd sung c6 dé lon (2a + b)pg tac dong 1én mor & truc do thanh va ¢6 hudng la
hudng thang ding xuong dudi trong hé toa dé co dinh do.

1168

Hai chét diém nhu nhau cd khéi luong A7 dude ndi biing mét thanh cimg
khong khéi ludng 6 chiéu dai 2.4 (mot ta), ching lién két vai nhau dé quay
gquanh mdt truc ¢ dinh vao tidm cla thanh theo mot g6c @ (hinh 1.134). Tam
cta thanh & goe hé toa do, true quay doc theo truc = va qua ta do ndm trong
mat phiang o= tar ¢ = (. Vin tdc goc » 1a khéng ddi theo thai gian va hudng
theo truc -.

(a) Tinh tat ca cac phin tif trong tenxd quan tinh. Phai tin chic dic 1a dude
hé 1pa do ban s dung.

(b) DUng cac phan t vira tinh toan dé tim momen xung luong cha qua ta
trong hé phong thi nghiém nhu la mét ham cua thoi gian,

(c) Dung phuong trinh L = r  p, tinh momen xung luong va chi ra ring
no giong nhu két qua cau (b).

(d) Tinh momen xoan trén truc nhu 1a mot ham cda thai gian.

(e) Tinh dong nang cua qua ta.

(UC, Berkeley)

Hinh 1.134

Loi giai:
(a) Dung hé toa d ry: gin vOi qua ta sao cho la 2 chit diém niim trong
mat phang rz, Cac phan tif cia tenxo quan tinh xung quanh ¢, dude dua ra
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bdi I;; = 3, mn(r?d,; — ziz;), la .
Loy = 2MA%c0s?0, I, =2MA% I, =2MA%sin*9,
Iy =1,. = 0. fop = —2MA%cosfsind = —MA%sin 6 .
Do vay
2MA%cos?0 0 —AMA%sin26
I = 0 2M A? 0
—MA%sin 20 0 2M A?sin? 6
(b) Dung hé toa d6 phong thi nghiém x'y’'z’ sao cho truc 2z’ tring véi truc
z cua hé toa dd quay trong ciu (a) va tdt ca cac truc tuong 1ng cia hai hé toa

A X Z A L ” . s > , A A
do déu bat dau 6t = 0. Cac vects don vi doc theo cac truc cta hai hé toa do
lién hé vai nhau bai

e coswt sinwt 0 €]
e | = | —sinwt coswt 0| [e&
e3 0 0 1) \é&

Khi d6 tenxo quan tinh trong hé toa d6 phong thi nghiém la

coswt -sinwt 0
I' =81S = | sinwt coswt O
0 0 1
2M A2 cos? 6 0 —MA?sin 20 coswt sinwt 0
X 0 20 A2 f] —sinwt coswt
— M A?sin20 0 2M A?sin? 0 0 0 1
Do vay momen xung lugng clia qua ta trong hé toa dd phong thi nghiém la
0 — 8in 26 coswt
L=V|0|=MA%| —sin2sinwt
w 2sin? 6

{c) Cac vectd ban kinh ctia M, va M, tlir O tuong Ung la
r; = A(sin 6.0, cos6) ,
ro = A(—sind,0, — cos9)
trong hé toa d§ quay. Dung phép bién déi dbi cic vectd don vi chiing ta c6
r) = Alsinf(e] cos wt + €)sinwt) + € cos b
= A(sin 6 coswt,sinfsinwt, cosf) ,

ry = A(—sin 0 coswt, — sin @ sinwt, — cos 0)
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trong hé toa dé phong thi nghiém. Momen xung lugng cua hé nay trong hé
toa d6 phong thi nghiém la

L= Zr xp:ZMr X (wXxr)= ZM[rQw—(r-w)r]
= 2M A’we)
— M A% cos §(e] sin f cos wt + € sin fsinwt + €3 cos 6)
+ M A% cos 6(—e] sin 6 cos wt — €y sin §sinwt — e cos §)

= M A%(—e) sin 20 coswt — €} sin 20 sinwt + €32sin* ) ,

giéng nhu cau (b).
(d) Momen xoin trén truc la

dL
T= o= M A%w?[sin 20 sin wte] — sin 20 cos wtey) .

(e) Vi w = (0,0,w) déng ning quay cua qua ta la

I,,w?

5 = MA%%sin% 8 .

T =

1169

M6t con soc khbi lugng m chay véi mot van tde khdng déi Vy so vai mit
trong cta mét cdi cii hinh tru ban kinh R va momen quan tinh 7 nhu hinh
1.135. Cai ciii ¢6 momen xoin tit dan ti 1& thuan vdi van tée géc clia né. Bo
qua kich ¢@ ctia con séc so v6i R. N&u ban du cii ciii ditng yén va con séc bit
déu & diém thip nhét trong vong hinh tru va chay, tim chuyén déng cua con
soc so voi hé toa dé cb dinh trong truong hOp cic dao déng nhé tit din qua
yeu Tim van tbc goc cha con séc theo goc ciia nd so voi phm)ng thing ditng
abi v01 cac chuyen dich géc bét ki trong trudng hdp khéng tit dan. Théo luan
moét sb tiéu chi thiét ké tiéu chuin cho cai ciii trong truong hgp nay.

(Wisconsin)
Lai giai:
Trong mét hé toa dé ¢b dinh, dinh nghia  chi ra nhu hinh 1.136. V3i con
soc, phuong trinh chuyén dong ctia nd 13

mRE = f—mgsiné
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~\ )

I
|

mg
Hinh 1.135 Hinh 1.136

va vdi cai clii phuong trinh chuyén déng l1a

- - n R v .- - ' e e . a M £ ‘e
trong <16 f 1a hé s6 ma sat gitra con soc va cai ciii, & la mét hang so. Ngoai ra,
; % .k % 5 R e R ’ ,
khi con soc co toc dd khdng doi Vy so voi vdi cal cui, chung ta co

RO @)=V,

diéu dé cé nghia ;5 = 6, > = f — *2, Dung nhitng két qua nay va dé khi J tir
cac phuong trinh chuyén déng cho ta

o KV,
(1 + mR*)6 + k#l + mgRsinf — -H“ .

Vai cac dao dong nho, 0 <« 1 va phuong trinh wén rat gon thanh

oo . kv
(I +mR)+ k8 4 mgRR( — % ;

Mot nghiém riéng ciia phudng trinh nay la

ok
T mgR?

trong khi dé d6i voi tat ddn qua yéu nghiém tdng quat déi vai phuong trinh
thuan nhér la
fl = ¢ m(z! simwt + Beoswt)

trong do .
k /| myR

" emr YTVTrmE

2 -
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Do d6 nghiém tdng quat ctia phuong trinh trén 1a

Wy

§ = -—— +e {Asinwt + Bcoswt) .
mgR?

Dung diéu kién ban diutait = 0,0 =0, =0, > =0, 8 = %‘1, chiing ta tim
dugc

Ko kYo [ + b mgR\ |-
mgR? mgR? it w  wK J°

Débi véi trudng hop khéng tit dan (k = 0), phuong trinh vi phan 13

(I + mR*)6 +mgR8 =0

dp?

hodc, vi 6 = 5%,

N

(I + mR?%)d§* = —2mgROdH ,

tich phén 2 vé ta c6

o (V\*_ _mgR
R I+mR?

6 ding diéu kién ban d4u cho 4. Do d6

: Vo2 mgR
=% =) - —7—62.
f \/(R) I + mR?

Ching ta cAn I + mR? > k d€ cho trudng hop khéng tit din ding. Vi thé cai
ctii can dudc thiét ké vdi mét momen quan tinh 16n.

1170

Mot ban mong hinh vudng c¢6 dé dai mbi canh 14 o quay & tin sé géc khéng
d8i w quanh mét truc qua tim nghiéng mét géc § so v4i phap tuyén cta bin
do.

(a) Tim cac momen quan tinh chinh.

(b) Tim momen xung lugng J trong hé toa d6 phong thi nghiém.

(¢) Tinh momen xoin trén truc. .
(UC, Berkeley)
Lai giai:

(a) Liy gbc & tam /O cha ban vudng dé. Véi hé toa dé gin véi ban mong
nay, l4y mit phing clia ban nhu 1 mat phing zy véi z va y song song véi cac
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1] 0 2'—-@*

Hinh 1.137

canh. Truc z doc theo phap tuyén va tao thanh mét géc 0 véi truc 2’ cha hé
toa dd phong thi nghiém ma trong dd ¢6 bang vudng quay, nhu hinh 1.137.
Chiing ta gia st ring cac truc z, z va 2’ 1a déng phing.

Do tinh dbi xiing cic truc z, y v z la cac truc quan tinh chinh quanh O véi
cac momen quan tinh tuong Ung la

ma2 ma'z

Iz:tzlyy: s I, = —,
12 6
trong dé m 14 khéi luong ciia ban méng hinh vuéng.

(b) Momen xung ludng J dugc giai theo cac truc toa dé ctia hé quy chiéu
quay la

2 . 2
J; 05 0 0 wsinf "5-wsin @
2
L =10 =2 g o |= 0
J, 0 0 mézi w cos # ’“—6“2 wcosé

Chung ta co6 thé chon hé toa dd phong thi nghiém sao cho truc 3’ chia né tring
voi truc y tai thoi diém t = 0. Do vay, cdc vecto dan vi cta hai hé toa d6 dé
lién hé vai nhau bai

ez = cos f coswte,s + cos fsinwitey + sinfe,
e, = —sinwtey + coswtey ,

€, = —sinfcoswtey — sinfsinwtey + cos fe,: .

Vi thé momen xung lugng dwgc gidi theo céc truc cta hé wa dd phong thi
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nghiém la

: : 2
Jy/ [cosfcoswt —sinwt —sinfcoswt "5wsiné
Jy |- = | cosfsinwt coswt —sinfsinwt 0

N 2
le \ sin 0 0 cosf mél_w cos 7

2,
/—%w sin 8 cos 6 cos wt

— | _ ma?
12

\ m]—‘;zu)(l+cos2 0)

w sin 6 cos 6 sin wt

(¢) Momen xoin trén truc dé dude cho bdi

al
M=<g> =<—> +wxJ=wx]J
dt lab dt rot

e ey e,
=| wsind 0 wcosf

. 2
wsing 0 mg wcosf

1'1),(}.2

12

2
maé 5 .
= BTy 2 sin f cos fe, .

Momen xoin c6 thé duge bifu dién theo cac thanh phin trong hé toa d6 dang
xét phong thi nghiém

7710.2

M=— 5 w? sin 0 cos O(~ sinwte, + coswte,) .

Két qua c6 thé nhén duge bing cach 14y dao ham L trong hé toa db phong thi

nghiém
Mo (D
- \dt

1171

Mot ban méng hinh chir nhat khéi luong M 6 cdc canh 12 a va 2a, quay
véi vin toc gbe khong déi w quanh mét truc di qua hai géc dbi dién nhau trén
dudng chéo nhu hinh 1.138. Truc nay dugc d6 bai cac 6 truc & géc cta ban
mong. Cac 8 truc chi tac dung luc 1&n truc. B qua trong luc va luc ma séat, tim
luc do cac 8 truc tac dong truc nhu 1a ham cia thoi gian.

(Princeton )
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Hinh 1.138

Loi giai:
Dung mot hé toa do gin vdi ban mong vdi gde toa do & tam khdi O, truc
v doc theo phap tuvén, truc = song song vdi canh dai ca hinh chir nhat nhu

hinh 1.138. Khi d6 cac truc r, y va 2 1a cac truc chinh véi cac momen quan
tinh chinh

Mea? sMa* 1M a?
=5 =T Ja-e

Coi z' la truc quay va « la goc gifta cac truc = va z'. Momen xung ludng cta
ban mong 1a

2 /1T D0 W Sin 2 sin a
Mea* AMaZi
]g— 05 0 o |- fg—“’ 0
0 0 4 W COS (x 4 cos oy

Momen xodn trén truc ciia bin mong sé 1a

-r_.(d—L) =(&) fw=<L=wxL
dt b dinh dt yuay

A e € , 1
Malw? | 7*F v 2
= -— |sina D cosa
sinae D dcosa

Malw® Ma®w?
- “1—— COB e SN r}ey = — 10 LT

visina = L, cosa - vi’i Xem N4, Np tuong ung la cac luc rang bude gay ra
Wl , .

bdi cac & truc lén truc quay tai diém A, B . Quay hé toa dé Oxyz quanh truc y

sao cho cac truc = va 2 tring nhau. Cac truc toa db méi la =, 3 chiing déng

48TALG COHOC
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nhit véi truc y va truc z nhu trong hinh 1.138. Vi tdm khéi ditng yén, chiing
ta co
Ny + Npp =0, NAy/-i-NBy/:O.

Xét momen xoan quanh O ching ta cé

M a*w?
Npgd = Nagd = — = Nayd— Npyd=0,
trong d6 d = ;AB ‘/‘F’a Céc phuong trinh trén cho ta

NAy/ = NBy/ =0

Ma2,? _ M aw?

N = pun}
Ma2w? Maw?
NBm’ = - = - .
20d 10V/5

_Nhiing luc nay la cb dmh trong hé toa dd quay. Trong hé toa d6 ding yén
chung quay vai mot van tbe gbc w. Trong hé toa dé ¢b dinh Oz”y"z” véi cling
truc 2z’ va truc z” tring véi truc 2’ tai thdi diém ¢ = 0,

N Maw? ot N Maw? o ot
) n = ———— COSW y H = ———: & y
Az 10\/5 Ay O\/g
Maw? Maw?
Ngpn = ———= coswt, Npyyr = ——= sinwt .
Be 10v/5 BT T0vs
1172

Mét thanh manh déng chét khéi luong M va dd déi 13 b dude gin bing
mot soi day nho khong thé co gian v3i mot lo xo c6 hé s6 dan héi 1a k. Soi ddy
dudc vat qua mdt rong roc rit nhé va nhin ¢d dinh 8 diém P. Thanh manh dé6
tet do quay quanh A ma khéng ¢6 su ma sat trong mot khoang géc —7 < 0 < 7
nhur hinh 1.139. Khi ¢ = 0 16 x0 ndm & trang thai tu nhién. Gia sit ring b < a
va trong luc tac dung hudng xubng.

(a) Tim céc gia tri cta 6 cho trusng hop hé théng trén & trong cin bang

tinh, va xac dinh trong méi trudng hop néu hé thdng can bing 14 bén, khéng
bén hoac phién dinh.
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thinh 1.139

(b) Tim cac tin sb d6i voi cac dao déng nho quanh cac diém can bang ben.
(Chu y: dudng £ A song song vdi g).
(SUNY, Buffalo)
Lai giai:
(a) Liy huong ra phia ngoai wang gidy la hudng duong ctia momen xodn.
Momen xoan quanh diém A do trong luc 13
B j“\.fyb

<

Lg =

sinf

v momen x0an gay ra bdi lue héi phuc do 16 xo 1a Ly = ke bsin 8y, trong do
#, 1a gée hop bdi thanh véi day noi hodc ding dinh 1y sin

L6 [

sinf  sin@
[y = kbasint .

V6i trudng hop can bing, ching ta can L, + L — 0, hodc kasinf = "'—;-ri sin f.

i) Néu ka = Alg/2, diéu kién can bing thoa min cho tat ca § va cin bing
la phiém dinh.

ii) Néu ka < Alg/2, didu kién can bing thda min néu # = 0 hoac # = =,
Xét cdn bang 6 # — 0. Coi # — 0 + ¢. Trong d6 ¢ > 0 1a md6t géc nho. Khi do

M
L:Lk-FLQ::;Fb( 29 kﬂ)(.

Nhu vay
I o< D doivei @ = .
L>0doivéid = —¢.
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Do d6 L ¢ xu hudng 1am ting e trong ca hai trudng hop va can bing 1a khéng
bén. Dbi véi can bing 6 § = 7 + ¢, chiing ta ¢6

M
L:i(—Qﬁ—ka)e

L<0d5iv6i9:ﬂ-e,
L>0d6ivoifd=n+4e¢.

Khi dé

Trong trudng hop L ¢4 xu hudng 1am gidm ¢ va cAn bing 1a bén.

iif) Néu ka > Mg/2, tinh hudng 13 ngudc voi trudng hop (ii). Vi vy trong
trudng hop nay 6 = 012 mét vi tri can bing bén va 6 = = 1a mdt vi tri khong
bén.

(b) LAy trudng hop ka > Mg/2 trong d6 # = 0 13 mét vi tri can biing bén.
Coi ¢ = ¢ trong d6 € 14 géc nhd. Phuong trinh chuyén déng 1a

M Mb?
b(ka—%)sine:— 3b €,

hodc véi cac dao ddng nhd

Mb2
b(2ka — Mg)e + =0.
Vi thé tAn sé clia dao ddng 1a
fo L [30ke = Mg)
T or 2Mb )

Tuong ty trong truong hgp ka < Mg/2 tin sb ctia cic do ddng nhd quanh vi
tri can bing bénd o = rla

1 [3(Mg — 2ka)
27 2Mb

1173

Mét cai nhan manh khéi lugng M ban kinh R xoay quanh chét & diém P
trén mét cai ban khéng ma sat, nhu hinh 1.140. Mt con rép khéi luong m bo
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-

w

Hinh 1,140

doc cai nhin vdi the dd « so voi nhan. Con rép bt dau tir chét xoay voi nhan
dimng yén. Con rép bo nhanh nhu thé nio so véi cai ban khi no dat dén diém
X d6i dién theo duong kinh vai P trén cai nhan?
{MIT)
Loi giai:
Momen quan tinh cla cai nhin so vii chét xoay F 1a
[ - MR* + MR® = 2MR? .

' " " - A > e L ' ¥ 2 2 .
Khi con tép bo dén diém X, vén toc chia no so vdi ban la v 2Rw va momen
xung lugng cua nhin xung quanh P la

J —2MR

trong do w 1 van tée goc cha nhidn quanh diém P & thoi diém dang xét do.
Ban dau, momen xung luong toan phin ctia nhan va con rép quanh diém P 13
bing khéng. Su bdo toan ciia momen xung luong khi do cho

2MR*s - 2mR(v - 2Rw) =0,

hay

muv

RIM + 2m)
Vin the ca con rép tai diém X so voi cai ban 13

J‘I'U
M4 2m

v— 28w =

1174

Mot hinh nén ¢6 chiéu cao . va ban kinh day 13 R dugc cho quay quanh
truc thing dirng cta né nhut hinh 1.141. M6t cai rinh nho thing duoc cit doc

-
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bé mat ca hinh nén tir dinh téi day nhu hinh vé. Tac déng dé hinh nén quay
v6i van téc goc ban dau wy quanh true ciia né va mot hat nhé (nhu mét didm)
khéi ludng m duoc tha tir trén dinh cta ranh khéng ma sat va trudt xuong
dudi tac déng cla trong luc. Gia su rang hat d¢6 nam trong ranh va momen
quan tinh cua hinh nén quanh true cha né 1a .

(a) VAn the goc cta hinh ndn khi hat cham tdi ddy 14 bao nhiéu?

(b) Tim tdc dd cha hat trong hé phong thi nghiém ngay khi né rai khoi
hinh nén?
(MIT)

Hinh 1.141

Loi giai:
(a) Khi momen xung luong todn phan cila hé théng durge bdo toin, vin the
2oc w cla hinh nén d thoi diém khi ma hat cham téi day thda man hé thie

(Iy + mR*)w .

Il

Towy

Do da
- Ipwn
T I+ mR2
(b) Vi ning lugng ca hé thoéng dudc bao toan, van the v ciia hat khi né
cham t6i day thda man

1 . 1 . 1 .
Elgué + mgh = Emwz + E!uu.!z
vai

vt = vf +2d = vlz + R%E
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trong d6 v) 12 van tbc ctia hat song song véi ranh va v, 13 thanh phén vén t6c
vudng goc vdi ranh. Nhu viy

L oo 1. 9 Lo 1 o
oMY = 5100-’0 + mgh — élow — §mR w,
cho ta
: Ip + mR?) 3.2 Towi R?
2 _ 5 o (o g 9gh = 00| 9gh .
Ui oo m (Iy + mR2)? * Iy +mR? T2
Do dé vén téc cha hat khi né cham day 13
v=yi+ U”j
]OUJUR Iou.)glp
= ———— i ——— +2gh}j,
Io+m122‘+\/10+nm+ g

i va j tuong ing la cac vectd don vi doc va vuéng gdc voi ranh, vai dé 16n

Iowo R 2 Iongz
=1/ —— ————— 14 2gh .
v (Io+mR2) +Io+mR2+ 9
Téc db nay ¢6 thé nhan dudce truc tiép bing cch thay biéu thic cla w trong
phuong trinh ning lugng.

1175

Mét dia ddng chit méng, ban kinh a va khéi lugng m, quay w do trén &
truc khéng ma sat véi vén tbe géc déu w quanh mét truc ditng yén thing ditng
di qua tAm ctia né, va nghiéng mét goc a voi truc d6i xing cua dia. D3 16n va
huéng ciia momen xoin va d6 16n cla luc dng hop tac ddng giita truc va dia
bang bao nhiéu?

(Columbia)
Loi giai:

Ly hé toa dd Ozyz gdn voi dia véi gbe toa dé tai tim O cha né, truc z doc
theo phap tuyén cta dia, va truc z nim trong mit phing cha truc z va truc
quay z’, nhu hinh 1.142. Cic truc x, y va z 1a cac truc chinh cta dia véi cac
momen quan tinh chinh

1 1 1
I, = Zma2, I, = —ma® 2
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Hinh 1.142

Momen xung lugng quanh (2 1a

%mﬂ'"5 0 ( W Sin e
L-| 0 lma® 0 0
1] 0 1ma? W COS 1t

» -
= —1mu"twsm ae, + 2wiosae,) .
Vi thé momen xoan la
dL dL .
Mt(-—-) :(—) t+wxbh=wxL
dt / fixed dt / o

. 1 .
= (wsinee, + w cos oe;) x Emar‘,w(sm ac, + 2cosae;)

i & .
—ama‘)‘wsmacosaey .

Momen xo0dn nam trong mit phing cia dia va vubng goc voi mit phang duge
tao bdi phap tuyén ctia dia va truc quay. Né quay cling véi dia. Do tAm khéi
ctia dia dirng yén, luc téng hop trén dia bing 0.

1176

Mot mat trang khéi lugng m chuyén déng véi van téc goc w quanh mot
hanh tinh khéi luong M. Gia sit m < M. Su quay clia mit tring c6 thé b qua
nhung hanh tinh quay quanh truc clia nd véi van toc Q. Truc quay ciia hanh
tinh vuéng goc voi mit phang quy dao. Coi I = 1 momen quan tinh cia hanh
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13 k] Vs 13 e 7 \ - = ‘a ~ 7 4
tinh quanh truc cua né va D = khoang cach tir mit tring dén tdm cua hanh
tinh.

(a) Tim biéu thitc dbi v8i momen xung lugng toan phan L ctia hé théng
quanh tdm khéi ctia né va biéu thifc dbéi v6i ning luong toan phan E. Khit D
ttf ca hai biéu thidc nay.

(b) Noi chung 2 van téc goc w va 2 14 khong bing nhau. Gia sit c6 mét co
ché nhu 1a sut ma sat thiy triéu ¢6 thé giam lam E néu w # £, nhung bio toan
momen xung lugng. Bing cach khao sat biéu dién ctia E nhu 1 mét ham clha
w, chi ra ring c6 mét khoang cac diéu kién ban dau sao cho cubi cling w = Q
va ta thu duge cAu hinh 8n dinh cubi clng.

Cac vi du ndi tiéng chia hiéu ing nay xay ra trong cac quy dao clia cac mat
tring clia sao Thuy va sao Kim. (Tuy nhién, chinh thién th€ nhe hon (hay sao
Thay) méi ¢o su quay lién quan t4i nhitng vi du nay).

(Princeton)
Lai giai:

(@) Vi M > m, vi tri ctia hanh tinh ¢4 thé dugce xem 1a ditng yén trong
khéng gian. Momen xung lugng toan phin quanh tim khéi va ning lugng
toan phan ctia hé mit tring va hanh tinh khi 46 12

L=1I0+mD%,

1 o
E= %m? + EmD%ﬁ _ GMm.

Xét luc hae hip din giita hai vat ching ta ¢6

Ggim = mDw? ,

o (%)
w

Thay biéu thifc nay vao phudng trinh trén ta c6

hay

1
2A42\ 3
L-—-IQ+m(GM)

E= %m? - %(GM@)% , (1)



276 Bai tdp & loi gidi Ca hoc

(b) Vi momen xung luong phai la bao toan, dL = 0, cho ta

@ B mD?
do 31

DE chu hinh 12 8n dinh, ning lugng tuong tng phai 13 nhé nhit. Lay vi phan
(1) ching ta c6

dE = 1OdS) — %Z—(GM)%w_%dw

D2
= m3 (9 — w)dw |
d’E 2mD © )dD + mD? [/ dQ) !
8 _ Mgyl LB 8
dw? 3 dw 3 dw
B mD? (mD? +1 40
) Ji w )

2 1 A . , A
Vi thé d€ cAu hinh 6n dinh, ching ta cin
Q= w,
va hon nira

mD? 40
+1>—.
I w

WA s . . 1 2 ] ~ 3 . " - y R . A 2
Diéu kién cubi cling c6 thé dugc théa man bai mot day cac diéu kién ban dau.

1177

M6t con lic bao gdm mét thanh cing déng chét dé dai L, khéi luong M,
moét con rép khéi luong M /3 c6 thé bod doc cai thanh. Thanh d6 quay quanh
mét ddu va lic trong mit phing thing ding. Ban diu, con rép & diém chébt
cta thanh ma thanh lai diing yén & mot géc 6, (8 < 1 rad) so véi chiéu ditng
nhu hinh 1.143, va dudc tha ra. V8i ¢ > 0 con rép bo chim véi van tée khong
d6i V doc theo cai thanh hudng t6i diém cubi ctia thanh.

(a) Tim tn s6 dao déng w ctia con lic khi con rép bd duge mét khodng !
doc theo thanh.
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(b) Tim bién dé quay du dua ctia con lac khi con rép bo t6i diém cuoi ciing
cta thanh ([ = L).
(¢) Con rép phai bo cham thé nao dé ciu tra 13i cta ban trong cau (a) va
(b) 1a hop Ty?
(Wisconsin)

Hinh 1.143

L&i giai:

{a) Khi con rép bo dude khodng cach [, momen quan tinh ctia thanh va con
rép quanh chot quay la

!

IZ _—;1\,’!;2"1‘ l

l B r A
?w? - _—i.f".f{i," 447 .

Phuong trinh chuyén déng ctia con lac 1a
5 | |
%“HJ = —ﬂ-fgé— sinf — E:Ugf sinf |

hay

1 LT ) L !
33[(L ~ (410 + Bﬁ.[ﬂﬂ_~ﬁ.fgsm8(2 +3) )

Vi cac dao dong nho no tré thanh

NG gll— 38

i
i L? 4+ 12 E3 L2 412

=0,

Néu con rép bo qua cham thi sy thay déi I trong mot chu ki cia dao déng la
khéng dang ké, nghia 1a { — v « lw, ching ta c6 thé bd qua s6 hang thir hai
cia phudng trinh va viét lai

(2l + 3L)

¥ 2(L% + 12
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. 4 P 5 A b
Do d6 tan so goc w cua dao ddng 1a

_ [g(21 +3L)
YTV ey
(b) Xét chuyén ddng ctia con rép doc thanh,

M Mgcosf
3 3 - f )
trong dé f 14 luc cta thanh tac dong 1én con rép. Khi con rép bo véi téc do
khéng déi, | = 0. Ngodi ra déi vdi cac dao dong nhé, cosé ~ 1 — & Phuong
trinh trén cho ta

—(-16% =

Mg M M16?
fﬁ-ﬁ——"a? — .

Cong thuc hién bdi f khi con rép bo du0c mot khoang dl khi d6 1a

M M [ g6?
AW = - fdl = —ﬂdl el 192> dl .
3\ 2
céng nay dugc trit lai nhu ning lugng ctia hé théng. S& hang diu cta vé phai
la d6 bién thién thé ning clia con rép, trong khi sé hang thi hai 13 do bién
thién nang lugng dao déng £ cha hé thong,
96° 32
dF = — - 10 l.
(o)
Dudi didu kién | < lw, I hdu nhu khéng thay ddi trong mot chu ki clia dao
ddng va c6 thé xem nhu 12 mét hiing sb. Dbi véi méi I, khi ching ta xem xét
mét chu ki ddy du, cac dai luong déng trong phuong trinh trén c6 thé dugc
thay thé bing cac gi tri trung binh cta ching

g2 =
FE = — 142
d 3(2 9)

Bay gid, trong cac dao déng diéu hoa don gian thé ning va déng ning vé trung
binh bang nhau, chinh vi thé

~ 1 M,, E

F_2 3(L +12)6? = 5

w  MaglL — -
= g — (1 - 9)+£\%‘(’£(1—c059)

_Mg L N5 E
T2 (2+§)0_5’
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hoic
o2
M(L2 +1?)
7 6E

T Mg(BL+2l)

Thay thé nhitng gia tri nay vao phuong trinh ning lugng chiing ta c6
B (1 L Va
E ~\3L+20 L*412)7

1 3L+ 2
= — S — K
InF QID(L2+ZZ>+

trong d6 K 1 hing sb. Ban dau, | = 0, E = ¥, nghia la

Hoac

bl

1 3
InEy =~ -
n Ey 2111(L)+K,

va nhu vay ching ta co

E_1, {(3L+21)L]

B2 B
Khil! = L,
lnE—Eln§
Es 2 6°
nghia la
5
E=y/-Eq.
6 =0

¢ bang bién do khi § = Onghfala T =0va E = V. Khil = L, bién do O yax

duac cho bai
1 L LY. i
Khi | = 0, chung ta c6

1 .
SMg- 05 = k.

2
Khi do vi E = | /3 Eq, cac bidu thite trén cho ta

1

3 4
Gmax: s 0o .
(10> 0
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(c) Chiing ta loai b van téc xuyén tdm cla con bo khi so sanh véi van téc
tiép tuyén [ « lw. Day 12 diéu kién dé& cho nhitng tra 18i trén 14 hop ly.

1178

Mot thanh ddng chét khéi luong m va dé dii ! cé ddu 8 dudi dudc diéu
khién 1én xubng theo mét tin hiéu didu khién hinh sin nhu trong hinh 1.144,
véi bién do 13 A va tin 56 goc w. Thyc té 13 véi céc lya chon thich hgp cta cée
théng s6 m, I, A vi w, con lic sé trai qua cac dao dong quanh vi tri khéng bén
tinh 0 = 0. (Chuyén déng ducc han ché trong mat phing ctia so dd.)

(a) Liét ké tAt ¢ cac thanh phan cta tAt ca cac luc trén thanh.

(b) Momen xung lugng géc cia thanh ¢6 duge bao toan?

(c) Xung lugng dai tuyén tinh cda thanh cé duge bao toan?

(d) Nang lugng cia thanh ¢6 duge bdo toan?

(e) Tim cac thanh phan gia tbc ctia tm khbi nhu 13 cac ham cna thoi gian
dugc biéu dién theo 4(t).

(f) Viét ra phuong trinh chuyén déng géc ctia thanh theo céc luc tac déng
lén no.

(g) Dung (c) va (f) dé tim mét phuong trinh chuyén déng cho 0(t).

KHONG YEU CAU BAN GIAI PHUONG TRINH CHUYEN DONG NAY,
NHUNG LAM SANG TO NO:

(h) Dinh tinh, loai chuyén déng dugce du doén 1a gi khi A = 0?

(i) Vélmét vit 1y, cac dao déng xung quanh vi tri thang géc ¢ thé xdy ra
thi nhu thé nao?

(Goi y: Ban nghi vé tin sb cia chuyén déng ¢ lién hé véi w nhu thé nio?)

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) C{ac luc trén thanh la trong luc mg, cac thanh phén f;, fy cualuc f gay
ra bdi chét quay chuyén déng.

(b) Momen xung lugng cua thanh khéng duge bao toan.

(c) Xung lugng dai cha thanh khéng dudc bao toan.

(d) Ning luong cua thanh khong dude bao toan.

(e) Dung mot hé toa dd chuyén déng O’2z’y’ nhu hinh 1.145 véi cac truc
song song voi cac truc tuong ng cla hé toa dd c¢d dinh Ozy, va gbec O’ di
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>

Hinh 1.144 Hinh 1.145

chuyén doc truc y sao cho vectd ban kinh cia né ut (2 1a
rp — Acoswi) .
Khi d6 vecto ban kinh clia tam khoi cia thanh 1a

l [
r=ry)—- Esinf)i + 5 cous

i . ! A
~ s 4 (A eos wl + Er-m t?)j ;

tu do
! ! . l.
i—; = 30('1)5 01 — (Au; sinwt + EH sin H)j i
dr | . . I 5 L. {5 )
ait - 2[(3((}:-.8 — f°sin @i — (Aw cos wi 4 Ei?nmﬂ + EG Ct)SG)J .

Phuong trinh cudi cho ta cac thanh phan gia t6c 1dm khdi 2 va .

{f) (g) Xem r'. ¢ la cac toa d6 tim khoi cta thanh trong hé toa do chuyén
dong. Khi do

r y=y + Acoswt,

va do dé
Fo—z i =1 — Aw’caoswt .
Dinh luét 11 Newton cho ta
! = mr — [y .

my' — my + mAw’ coswt = fo+ mAw? coswt .
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Nhif viy dé vay ap dung dinh lut [1 Newton trong hé toa dé chuyén déng, ta
phai thém vio mdt tudng tuong luc meAw? coswtj',

Xét sir quay clia thanh trong hé 10a dé chuyén déng quanh gé:-c (). Ching
ta co . z 1

-S-mf:ffj = maq: 5 sinf! — mAL? coswt - §sin9 :
hay
B i(g — Aw® coswt) sin g .
21

(h) Néu A = 0, chuyén déng chi la sy quay ciia mét thanh dudi tac dong
cua trong luc, khéng cd su khac nhau giira cac hé toa dé chuyén déng va co
dinh.

(i) Gia sif thanh dao ddng quanh vi tri thing ding 8 = 0. Khi d6 8 = 0 va
phudng trinh ctia chuyén déng goc trd thanh

PR | . .
g+ "_?J_I: Awtcoswt - )0 = 0.
Nhit vay, néu A # D momen xon cta luc tudng tuong thinh thoang tac dong
nhu [a momen xoan hoi phuc. V6i mét khoang théi gian nao d6 ching ta co
thé co Aw’coswt — g > ( va cac dao déng xung quanh vi tri thang dimg co
thé xay ra.

1179

Mot cai Yo - Yo (cdi gifit 18n cia tré em) khoi lugng M nam trén mét cdi
ban ndm ngang nhin nhir hinh 1.146. Momen quan tinh quanh tam co thé
xem nhu la 34742, Mot soi diy dude kéo vai mét Iue £ tit ban kinh bén trong
I3 nhu duoe chi ra nhu hinh 1.147. (a) Theo hudng nao cai Yo — Yo sé lin néu

U YF o
@j
T
8:0 0:% (R
Hinh 1.146 Hinh 1.147

=0,n/2 r?
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(b) V4i gia tri nao cta # Yo - Yo sé truct ma khong phu thude dd thé rap
(hé s6 ma sat) cia ban hoidc do d 16n coa luc F?

(c) O géc 8 nio Yo-Yo s& 1in, khong phu thude vio dé nhin cia ban?
(Columbia)
Lo giai:
Gia st Yo - Yo ditng yén trudc khi chiu tac dung mét luc F.
(a) Vi khéng ¢ ma sat tac dong 1én Yo-Yo, hudng lin chi duge xac dinh

bing hudng momen xodn cia luc F tac déng 1én tim ciia né. Hudng ldn duge
chi ra trong hinh 1.147, vdi 8 = 0, n/2 hay .

(b) Ma sat tdc dong 1én Yo - Yo 1a f = uN, trong d6 N 1a phan luc theo
phép tuyén chia ban, nhu hinh 1.146. Yo - Yo sé truct ma khéng lan néu
FB = uNA.
Gia tdc a ciia tAm khdi Yo ~ Yo dlmc cho bdi cong thitc
Fcosf — uN = Ma .

Nhu vay
cosf = Ma + = :
F A
Néu diéu kién nay dudc thda man, 8 doc 15p véi u. N6 vin phu thude vao F
trir khi @ = 0, nghia 12 khéng chuyén déng.

() Coi gia tbc tdm khdi cia Yo - Yo va gia te goc clia nd quanh tdm tuong
iing la a va a. Chiing ta co (hinh 1.146).

Fcosb— f=Ma,
1
fA—FB= 5MA%Z )
Vai trudng hop lan ma khong trugt, a = — Aa. Khit o va a cho ta
2K 1
f= R (B—EACOSQ) :
f<uN=pMg—F =sind),

DE Yo - Yo d€ 13n ma khéng truct bt chip dé nhin cta cai ban, nghia 13 déc
1ap vdi u, chiing ta cin

Khi

2B
@ cosf = —,

sing = 7o a

188T8LG COMC
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hoic

Nhu vay chiing ta doi hoi, trudc hét 2B < A, Mg < F. Sau dé ¢6 thé ¢6 hai
gia tri ctia 6, mét duong va mot 4m vai cung | sin 4.

1180

M6t qua bowling mat d6 ddng nhit dude ném doc mot duong ki véi van
tbc ban dAu vy theo cach sao cho ban diu né trugt ma khéng 1an. Qua bowling
c6 khéi lugng m, hé sb ma sat tinh 13 g, va hé sé ma sét truot 14 pq vOi san.
Bd qua anh hudng ciia ma sat khong khi.

Tinh van tbe ¢hia qua béng khi né bt ddu 1in ma khéng truot.

(Princeton)
L3 giai:

Khi qua bowling trugt ma khéng 1an ma sat f = ugymg nb tao ra mot gia

toc
a=—"=—pug.
m

Momen clia f tao ra mot gia tde go¢ a cho béi
fR = %MRQa ,

vi qua bowling ¢é mét momen quan tinh 2mR? quanh mét truc qua tdm cda
nd, R 12 ban kinh cta né. Gia st tai thoi difm ¢ qua bowling lin ma khong
trugt. Chiing ta cin

Rat = vy + at

cho ta
() . 2mvo _ 2‘!)0

“Ra-a f Tiag
Van téc ctia qua bowling khi diéu d6 xay ra 14

t

5
vzuo+at=vo—udgt=7vo.

1181

Mot ddng xu quay quanh truc déi xiing ctia né véi tAn sb goc w duge dit
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o . 5 e 3 . . S . P

1&n trén mot bé médt ndam ngang (hinh 1.148). 8au khi né nging truot, vai van
kA - : ~ -

toc nao no se lan ra xa?

(Wisconsin )

D! ,

Hinh 1.148 Hinh 1.149
Loi giai:

Lay cac truc toa d6 nhu hinh 1.149. Trude khi ddng xu ding truot, luc ma
sat 1a f = pmng, wong dé u 1a hé sb ma sat truot. Coi . 12 0a dd r clia tim
khéi déng xu. Cac phuong trinh chuyén déng clia déng xu trude khi né ditng
truot la

ML= —pumyg ,
16 = —pumgR |
trong dé m va R wong tng la khéi lugng va ban kinh clia déng xu. Va [ —
é'm 1*. Tich phan 2 veé va dung cac didu kién ban dauz, — 0,6 =w taif = (),
chung ta co

I = —pgt.

. 2ugt
P

R
Khi déng xu lin ma khong trugt, ching ta co
#. = —0R.
Gia st diéu nay xay ra tai thoi diém ¢, thi phuong trinh & phia trén cho
—pugt — —wlt + 2ugl

Hay
..'.-'R

t— 25,
3pg
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Tai thoi diém nay, vén toc tim khdi ctia déng xu la
y 1
Te= —pgl = -gwﬁ.

o " aiie 3 ‘g v X - ) -
do 12 vén téc véi ma vai nd dong xu sé lin ra xa ma khéng truot.

1182

Mot banh xe khéi luong Af ban kinh £ duge phong ra doc theo bé mat
nam ngang voi van toc dai ban diu V, va vin tée goc ban dau 12 .y nhu duoc
chi ra ¢ hinh 1.150, do d6 no bit ddu truot doc theo bé mit (wy cd khuynh
huéng tao ra su lan theo hudng nguoc vdi Va). Cho hé s ma sat gilta banh xe
va bé mit 1a p.

(a) Banh xe sé trugt thém bao ldu nta?

(b) Vin tdc & khbi tAm clia banh xe tai thdi diém né ngimg trugt bing bao
nhiéu?

(Celumbia)
h\“\‘

¥, — X

Hinh 1.150
Loi giai:

(a) Chon chifu duong ciia truc z hudng sang phia phai va van tdc goc o
la duong khi banh xe quay theo chiéu kim dong hé. Gia st ring banh xe cé
momen quan tinh ;M R? quanh truc quay. Ching ta ¢é 2 phuong trinh cia
chuyén déng

Mi=—-uMg,

1 -
SMR* — uMgR .

Sir dung diéu kién ban ddu i, — Vi, 6. = —wqg O thoi diém ¢t = 0 ta c6 cdc
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phuong trinh sau bing cach 14y tich phan

z=Vo— pugt,

Chon 7 la thoi diém khi vit dimg truct, Ta cd 8 T
&= R8,

hoic
Vo — ugT = —Rwo + 2ugT
bing phép bién déi ta thu dugc

_ Vo+ Ruwg

T
3ug

(b) Van téc & khdi tAm clia banh xe & thdi diém khi né truot 1a

(2Vh — Ruwy) .

Wl —

T=Vo—pgT =

1183

Mot vat hinh tru réng, mong cé ban kinh R va khéi lugng M trudt trén san
khéng ma sat voi van toéc Vo. G thdi diém ban diu vat hinh try dang quay tron
vé phia sau véi van tde gdc wp = 2Vh /R nhtt dugce biéu dién trén hinh 1,151.
Vit tru lin qua 1 khu vie ghd ghé va tiép tuc chuyén déng theo mdt dudng
thing. Do ma sat, cudi cliing vat lin tron. Viy vén tée cudi cing V ; bang bao
nhiéu?

(MIT)

/7

Wo

-—em an w f ===

Hinh 1.151 Hinh 1.152
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Loi giai:

Gia sit vat hinh tru di vao khu vire ¢6 ma sét tai thoi diém ¢ = 0 va né
bat dAu 1an ma khéng truot tai thoi diém ¢ = to. Tai thdi diém 0 < t < ty cdc
phuong trinh chuyén dong cta vét hinh tru la (hinh 1.152)

av
_p=a
f=Mg
dw
fR_[E

voi I = MR?. Tich phin phuong trinh ta dugc
14

M(Vy—Vo)=— [ fdt,
0

hay
tn
Ty — (~wo)] = R/ fdt .
0

thé 2 phuong trinh vao nhau ta dudc

](u.)f —I—Ldg) = JWR(VO — Vf) .
Vat hinh tru lin ma khéng trugt & thai diém t = 2y, khi V; = w;R. Ching ta
cing dugc cho woR = 2Vj. Phuong trinh cx_léi cung khi do cho

|

Tir phuong trinh ta thiy cudi cliing vat hinh tru sé chuyén déng giat 14i véi van
51
toc 5Vp.

1184

Tinh hé sb ma sat t6i thi€u dé mét chiée nhin hinh tron manh khéng bi
trudt trong qué trinh lin xubng trén 1 mit nghiéng 1 géc 8 so véi mat phang
nam ngang.

(Wisconsin)
Lai giai:
St dung hé truc toa d6 nhu hinh 1.153 va viét cac phuong trinh chuyén
déng cua chiéc nhan

mz = mgsin8 — f, Ip=fR,



Cad hoc Newton _ N 289

Hinh 1.153

& day m va I? 1an luot 1a khéi lugng va ban kinh cta chiée nhan, 7 — mi? 1a
momen quén tinh ctia chiée nhan quanh truc déi xiing cta nd va f 1a ma sat
tinh ctia chiéc nhin. Thay cac biéu thitc vao ta rat ra dude

| iy —gsind .

Diéu kién dé khong truot la 2> — &, hodic iy = &, ta rit ra
. n . 0
&L= SN .
p¥*

Tu do

1
= mgsinl - mr = Emgsin f .

L

Phan luc phap tuyén clia mat nghiéng la N — mgcos@, va dé chiée nhin
khéng bi trust ta can f < uN, hodc

1
N sind < pmgeosd |
nghia la
1
Stgfi‘ <

Do dé hé sé ma sat 6 thidu dé gii cho chiéc nhin khong bi truot trén mat
nghiéng la p = tgh.

1185

Mot vAt rin hinh tru déu cd khéi lugng , ban kinh 2t duge ddt wén mt
mat phang nghiéng 1 goc ¢ so voi mit phang nam ngang, hmh 1.154. Chon
g 1a gia 1oc théng thuong gay ra bdi trong luc va « 12 gia toc doc theo miit
nghiéng cta truc hinh tru. Hé s ma sat giita hinh tru va mat phang 1 u.
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Cho 8 nhé hon géc tdi han 0. nao do, hinh tru sé lan xudng trén mit phing
nghiéng ma khong bi truot,
(a) GAc t6i han 6, bang bao nhiéu?
(b) D6i v6i 8 < 0, thi gia thc « bing bao nhiéu?
(CUSPEA)

Hinh 1,154

Lai giai:
Chon f la Iuc ma sat va « la gia tbe géc dbi voi truc ciia hinh tru. Céc
phuong trinh chuyén déng 1a
mgsinf — f =ma ,

fR=1a,

voi .
I=-MR?,
2M’H

(a) Néu khéng cd sy trugt ching ta cdn @ = Re, f < uN, 6 diy N,
phan lyc phap tuyén ciia mit phing nghiéng, bing mg cos #. Cac phuong trinh
chuyén dong cho

= %mgsinu{?.

Do do chung ta cin

% ' |
umgcosf > ﬁmgsmﬁ ;
hodc
Ju > tgh .
gid s tgd, = 3u. Khi dé d€ vit khong trugt chiing ta cin tgf < tgf,. Do do
goc 6l han sé la 0, = arctg3u.
(b) Dbi véi 6 < 6, vat tru lin khdng bi truot va tf trén ta co

2
a=gsinf — £ ~gsing .
m 3
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1186

Mot banh xe ban kinh r, khoi luong m, va momen quan tinh / = mR* bi
kéo doc theo mét bé mat ndm ngang biang cach tac dung mét luc theo phirong
ngang F dé thao day cudn trén truc ciia banh xe c6 ban kinh b nhu & hinh
1.155. Ban co thé gia thiét ring co lyc ma sat giita banh xe va bé mat va banh
xe khong bi trugr trong qua trinh lin. Trong biéu thitc I = m? dai lugng R
la mét hing sb vdi thit nguyén 1a do dai.

(a) Hay tinh gia thc tuyén tinh cia banh xe.

(b) Tinh lyc ma sat tac déng 1én banh xe.

(Wisconsin )
Lai giai:

Gia st r 1a 46 dich chuyén khéi tim cia banh xe doc theo phuong ngang
va # 13 do dich chuyén géc ctia banh xe so véi phuong ban dau qua khéi tam
cua no.

(a) Cac phuong trinh chuyén déng cla banh xe 1a (hinh 1,155)

mi=F-f,
6 =Fb+ fr.

]
8 —a

) F

f
Hinh 1.155
Rang budc dé khéng cé su trudt 13 + = 6 hodc # = ré. Do d6

2
MR e PY LR R |

hay

_ Flb+r)r
T om{R? 4 r2)

£ 7 - S £ « 5 ¢
no la gia 1o¢ tuyén tinh cua banh xe.



292 Bai tdp & loi gidi Ca hoc

(b) Luc ma sar la

J=F—mz
ootb )Y F(RY-br)
= lln !{*’+?'2J— 240?07
1187

Mot chiée dia det co khéi luong m = 1.8 kg va ban kith » = 0.2 m nam
rén mét mat ban nidm ngang khong ma sat, Mot soi diy cudn quanh bé mat
Iunh tru cua dia tac dung mot luc 3N theo phuc-ng bic (hinh 1.156). Tim gia
t6¢ o cha khéi tim (d6 16n va hu’ong} va gia the goc n doi voi khbi tam. Co thé

cho a — i duge khong? Hay giai thich.
(Wisconsirt )

F-}
B
Hinh 1.156
Loi giai:
Cac phuong trinh cia chuyén dong 1a
[ =ma.
f?" = for,
Trong dé 7 — mr?/2, ta rit ra
Q- U 1.7 m/s .
Tit
2
o = o 17 rad/s
mr

Phirong cua o la gmng Vsl phl.rdng clia /. Ta thay rang a # or. Diéu nay 1a do
chiéc dia ndm trén bé mat phéng cia no, hai chuyén ddng 1a khéng lién quan
vdi nhau cho du chung dude gay ra bdi cling mot uc.
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1188

Mot banh xe ban kinh /7 vd momen quan tinh / duoe lap trén mét 1 true
khong ma sat tai (2. Mot soi day mém, khong trong lugng duagc cubn lén vanh
cia banh xe va trén sdi day treo méot vat oo khoi luong A7 bat ddu chuyén
déng xubng phia duai, duge mé ta nhu trén hinh 1.157. Hay tinh luc cing cha

sdi day?
k g

E
ha

(Wisconsin )

—

Mg

tinh 1.157
Loi giai:

-1 1 v g - 1 . < “ A # L. & 3 ~ & ]
Gia su £ 1a luc cang cua soi day, o+ 1a vi ui khoi tdm cda vat thé nhu chi ra
trén va ¢ la vin tde goe cla vat thé, hinh 1.157. Chung ta ¢6 cac phuong trinh
sau

16 =FR,
My = Ag-F,
¥~ RO,
thay thé va bién déi ta dudce
. Mgl
C - MR
1189

Hai chiéc dia ddng chat trong mat phing thang ding c6 cdc khﬁi ludng
My va Al vai ban kinh tuong ung la 12, va ;. Co mot sgi chi ddy cuon quanh
chu vi hai dia nay va chiing dude néi véi nhau nhu hinh 1.158,
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Chiéc dia dau tién c6 truc quay ndm ngang khéng ma sat cb dinh di qua
tam ctia no. Hay thiét 1ap cac phuong trinh dé xac dinh gia the clia khbi tam
ctia chiée dia thir 2 néu né roi tu do.

(Khéng cén giai phudng trinh).

(Wisconsin )

T M)
} v F
X
; i
|
Hinh 1.158

Lai giai:

Gia su £ la e cding cua sgi day, r; 1a khoang cach giita khoi tam cta dia
1vadia 2, ¢}, #, 1a van toc goc twong ting cla cac dia nay, nhu 4 hinh 1.158.
Ching ta co cac phuadng trinh chuyén déng

My = Mag — F,
16, = FR,
[,6, = FRy ,
6 day I, = mR%/2, I, = myR3/2. Chiing ta cling cd rang budc
=R 6+ Rably .

hodc
F= R0+ M0, .

Viy tit bén phuong trinh trén ching ta ¢6 thé tim ra dudc cac in s6 fiy, O, ¥
va I

1190

Mot chiée Yo - Yo cd khéi luong M duoc 1am tr 2 chiée dia 16n 6 ban kinh
i1 dd day la ¢, gitra chung la mét truc ¢6 dé dai ¢+ va ban kinh r. Gia thiét mat
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dé cha chiing 12 ddng nhét. Hay tim luc cing cia soi diy khong khéi lugng
gin trén truc ndi nay khi chiéc Yo - Yo ha xudng dudi tac dung cta trong hic.
(Wisconsin)
Lo giai:
Gia sit mét dd ciia chiée Yo - Yo 1a p, khi d6 momen quan tinh va khéi Iuong
cua no tuong tng la

1 1
I=2. §1rtpR4 + §7rtpr4 .

M = 27tpR? 4 mtpr?

4 L .4
=iy (PR
2 o2R2 4 2

Céc phudng trinh chuyén déng ctia chiée Yo - Yo sé 12

do do

Mi=Mg-F,
16 = Fr,

3 day F 1a luc cing cha soi day. Ching ta cling ¢6 rang budc ¥ = ré. T cac
phuong trinh d trén ta thu dudc

_ IMg  (2R*+r)Mg
T T4 Mr? 2RV 4 4ARM2 4 34

1191

Mot hinh ciu ¢4 khéi luong M va ban kinh R (7 = %MRQ) dit trén san
clia mot toa xe. Toa xe bit diu chuyén dong o trang thai nim yén va ¢b gia
t6c khéng déi 1a A. Gia thiét ring qud cAu niy lin khéng trugt. Hay tim gia
t6c ctia khbi tdm ctia qua ciu so véi toa xe.

(Wisconsin)

L8i giai:

Gia st Ozy va O'z’y tuong Ung 1a cac hé truc toa d6 gin vao toa xe va ¢
dinh khéng gian vai cac truc z va 1’ doc theo phuong nam ngang, nhu hinh
1.159. Coi doan 0’0 = ¢, chiing ta c¢6 d6i v4i khbi tdm ciia hinh ciu

' =z+¢, hoac o =i+£.
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y y .
]
("\
x
0 x 0 f
Hinh 1.159

Vi luc tac dung 18n khdi cdu 13 luc ma sat f, theo dinh luét II Newton ta co,
viét A thay cho £,
f=Ms=Mi+ MA,
hoic
Mi=f—MA.
Nhu vy trong hé truc toa dé chuyén déng cé 1 luc tudng tuong F = —M A
tac ddng 1én hinh ciu qua khéi tim, ngoai luc ma sat f. Xét momen xoin dbi
vdi khéi tdm ching ta cé
I = fR
voi I = 2MR?. D khi 1an khéi chu khéng truot ching ta c6 diéu kién, & =
—R6, hay & = —R0. Tt 3 phuong trinh ta rit ra ¥ = —2 4, day chinh la gia te
ctia khbi tdm hinh cAu so véi toa xe.

1192

Quan sat hinh 1.160, hay tim d(_S cao tdi thiéu h (so véi dinh cia chiéc
vémh tron) dé mot qua bong hinh cau ¢ ban kinh 7 (1an ma khong trugt) duy
tri tiép x1c lién tuc v01 chmng ray ctia chiée vanh tron nay. (Momen quan tinh
dbi voi tam cla qua chuli 2 mr 2)

(Wisconsin )

Hinh 1.160
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Loi giai:

St bao toan co nang doi hoi ring déng ning clia qua cdu § vi trf dinh cia
vanh tron 1a bing db gidm mgh trong thé néng khi qué bong roi tir vi trl' ban
dau t6i vi tri nay. Dong nang cia qua clu gbm 2 phan ddng ning tinh tién va
dong nang quay cha qua cau débi voi khox tAm ctia nd. Gia s m, T.v,w tUdng
ttng |4 khdi lugng, dong ning, van tc ciia khbi tam va van tbe goc dbi voi
khéi tam cia hinh cAu. Khi dé

1 . 1
T= Emv2 + Ehu

véi I = Zmr?. Vi qué ciu 1an khéng truot , v = wr va

Trong trudng hop t6i han, luc tdc dung bdi vanh tron 1én qua ciu 13 bing
khéng khi qua cau 1én t8i dinh ctia vanh tron. Néi cach khac, luc huéng tdm
cén cho chuyén déng tron clia qua cAu duge cung cip toan bd bai trong luc

mv2

R

=mg,

tr d6 v2 = Rg va

7
T= Eng mgh .

Do d6 h = 7TR/10 13 d6 cao tdi thi€u can thiét.

1193

Mot qua cAu ban kinh b nim yén nhtt 6 = 0 & trén mdt qua cau b dinh ban
kinh a > b. Qua ciu bén trén hoi di chuyén dé€ Iin dudi tac dong clia trong
luc, nhu hinh 1.161. Hé sé ma sat tinh 13 z > 0, hé sb ma sat trugt 1a z = 0.

(a) M6 ta vin tit va gidi thich trinh tr cic chuyén déng lién tuc ctia hinh
ciu tit 13n, trugt va tach ra.

(b) Viét phuang trinh rang budc cho chuyén déng lin thuin tiy cia qua
ciu phia trén, trén qua chu dudi.

(¢) Viét phuong trinh chuyén déng theo 6 va 8 khi qua cdu 13n khéng truot.

(d) Tim phuodng trinh lién hé giita 6 va é.



298 Bai tdp & loi gidi Cd hoc

(e) Gidi phuang winh dé 1im 6(t), vdi gia thidt 0 < 8(0) < #(¢). Ban cé thé

sur dung hé thic sau
da xr
——— =2Intg |-} .
f s (E) nte (4)

131

(MIT)

Hinh 1.161

Lai giai:

(a) Lic dau qua ciu phia trén 1in khéng truot, van tée goc trd nén ldn hon
va ap luc phap tuyén 1én né nhd hon vdi goc # tang dan. Khi diéu kién cho
chuyén déng lin thuan iy khong duoc thda man thi qua cau bit dau truot va
cudi cting khi luc huédng tim khong di 16n dé gilt duge chuyén déng tron cla
qua cau phia trén thi né sé tach ra khoi qua cu bén dudi.

(b) Gia thiét ban dau O, A, ¢, £ & trén cung dudng thing dimg. Khi qua
cau bén trén lan dude mét gde -, thi thm cna né dich chuyén duge mot doan
(7@, nhu biéu dién trén hinh 1.161. Do d6 diéu kién cho chuyén déng lin
thuan tiy la

(a+ b0 = by .

(c) Cac phuong trinh chuyén dong ciia qua ciu bén trén 1a
m(a + b = mgsinf — f,
g 2
I - rmbgp = fils
5

& day [ 1a hé sé ma sat tinh cla qua cau. Khi qua cau lan khéng truct thi tir
cau (b) 1a co

(a+ b8 =bp.
Khi dé cac phuong trinh cda chuyén déng cho

hy sin f!

“e r
= ——,
T(a+ b)



Ca hoc Newton

299

(d) Bai vi '
. 1d6?
6=_-""
2d6°
phuong trinh cudi ciing cho
. 10g cos 8
2
=-227 4K,
6 atb) "

P . 10 s
V010:0ta16:0,K:Wfb—).Dodo

2 - 10g(1 — cos #)
(e +Db)

(e) Vi

dé  [10g(1 —cosf) 20 .
dt 7a+b  V7a+b)

ching ta cé, véi 6y = 6(0) tai t = 0,

/" do 20g /f &
0o Sin % 7(a+b) Jo

hodc

trong dé o = ,/ 7-(2%5. Do do

0
6 = 4arctg (e‘“tgzo) ,

6

SIHE s

cong thite ding cho phan chuyén déng khéi ciu lin mi khéng truct.

1194

A 1 ) 7 a 14 7 \ r Id ‘ .
Mot khéi cau c6 khéi lugng m, ban kinh a va momen quan tinh %ma2. Khoi
cau 13n khong trugt tit vi tri ban diu ctia né ndm yén & dinh ctia mét hinh tru

c6 dinh ¢6 ban kinh b (6 ta trén hinh 1.162).

(a) Xac dinh g6C Opax dé tai d6 hinh cAu rdi khéi hinh tru.

BLTUG CoMOC
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Hinh 1.162

(b) Xac dinh cac thianh phén vén tbe clia tim khbi ciu tai thoi diém né vira
rdi khoi hinh tru?
(Wisconsin )
L&i giai:
(a) Cac luc tac dung lén khoi cAu duoc trinh bay trén hinh 1.162. Cac
phuong trinh chuyén ddng d6i vai khdi tdm ctia hinh ciu la
m(a +b]f;‘= mgsinfl — f . (1)
mia + b]sz =mgcosfl — N | (N

va phuong trinh cho su quay ca khéi cdu la
St = fa. (3)
J
Diéu kién dé€ khoi cau lin khang truot 13
(a+ D)8 — ay. hodc (a+ b0 —ajs. (4)
Tt (3} va (4) ta tim dugc

F Smat b

g
Thay no vao phuong trinh (1) ta co

_ 5gdin(
C Tla+b)

W&:é:ﬂét:ﬂvéé:%%,néntacé
10g(1 — cos 8)

g% =
T(a + b)
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Thay né6 vao (2) ta co

10 1 1
N:mgcos()—7mg(1—cos())=mg< 707059 70> .

Sau khi khéi cAu rai hinh tru, N = 0. Ta gia thiét ring hé sb ma sat 1a da 16n
dé€ khoang thdi gian khéi ciu vira Iin vita truot trén hinh tru trudce khi khoi rdi
hinh tru la khéng dang ké. Khi do 3 thoi diém N trd nén bang khong, 8 = 0.y
sé dugc cho bdi
10
cos =—.
(b) & thoi diém khoi chu bt diu rdi khoi hinh tru vén tbe cia tim cta
khéi ciu c6 dd 16n
. 10

v=(a+b)f= 1—7g(a+b),

va van tbc d6 song song v6i hudng tiép tuyén cia hinh tru 3 diém ma 6 = 6.

1195

Trong hinh 1.163, qua béng bén phia trai 1in khéng truct theo chiéu ngang
v6i van tée V vé phia mét qua béng gibng né ban diu & trang thai nghi. Hai
qua béng 6 dang cau ddng chit, khéi luong M. Gia sif ring toan bd luc ma
sat 1a dd nho d€ c6 thé bd qua trong khi va cham va va cham tirc thdi 13 dan
hoi 1y tudng, hiy tinh:

(a) Vin tdc clia tirng qua béng mot thai gian du dai sau va cham khi timg
qua bong lai 1an ma khéng truot.

(b) Ti 1& ning lugng ban dau bi chuyén thanh nhiét ning do lirc ma st.

Momen quén tinh ctia khdi ciu ¢6 khéi lugng M, ban kinh R dbi véi tdm
cta no la 2 MR2.

(CUSPEA)

Hinh 1.163
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LaGi gidi:
(a) Trudc va cham

|4

i=V, W=0 wu=4

wo = 0.
Trong qua trinh va cham, vi ma sat c6 thé duge bé qua, cac luc tic dong qua
lai gifta cac qua béng 1a truc tiép qua tim sao cho momen xung ludng déi véi
tam cta modi qua bong duge bao toan. Nhu vay
Wy = wr, wh =10,
Vi va cham 14 dan hdi, nén su bdo toan ctia xung hrgng tinh tién va déng ning
khi dé d6i hoi
Vi=0, Vi=w=V.

Theo trén, ta diing mét diu phy d€ biéu dién nhiing dai luong tic thi sau va
cham. Sau d6 mét thoi gian nhitng qua bdng lai lin ma khéng trugt. Nhiing
dai lugng 6 thoi diém nay dugc biéu dién bing hai ddu phay. Chiéu duong cia
nhing lugng dai nay dugc md ta trén hinh 1.164

Momen xung lugng ctia mdi qua béng dbi véi mét diém cb dinh nao dé
trong mit phing chuyén déng 13 dude bdo toan. Hiy xét momen xung luong
ctia timng qua bong doi vai diém tiép xdc vdi mat phing ndm ngang.

Véi qua bong 1,

MRV{ + I} = MRV, + 1u{ |

hoic

%V = (MR + %) vy,
tur d6 sinh ra ) y )

Vi = m = §V .

Véi qua béng 2
MRV} + luh = MRVJ + I},
hoic
MRV = (MR + 11_{) v,
tr d6 sinh ra
Vy = ——
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W w3z
e
wy Wi
e
Hinh 1.164

(b) Ning lugng ban diu va ning lugng cubi cung clia hé 1a

2 1 ; v?
wl = 5 (Mp s MR‘2 )

W, 5

1
= I'La.r V| 2‘

1 .
= 5114 "“2 -

7
]

7 1 iy Fdi l I
I{,}.: E‘ﬂ‘!("rlz ‘ M}+ 2][ ”2+.~£2)
= u lv”f + V2 + f[v{"‘* V™ )}
)

! MV?.
2

el ~1
Sl

Do dé nang luong mar mart 1a

va ti 1é mat mat la e

1196

M6t qua cau déng chét c6 khoi lugng m va ban kinh » lin khéng trugt trén
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bé mit bén ngoai cha mdt qua cau I6n han dung yén co ban kinh R nhu )
hinh 1.165. Goi # la goc cue chia qua cau con ddi vai hé truc toa dé ‘-CH goc
duoc dit & tAm cla qua cdu lon, véi truc = 14 truc thing ding. Qua cAu nho
bat dau lan tit vi tri dinh cua qua cau lan (0 — 0).

(a) Tinh vén toc & tim cia qua cAu nho nhu 14 ham cia 6.

(b) Tinh gdc ma tai d6 qua cau nho rdi khoi quz’l cau lon .

(<) Néu bay gi6 cho phép trugt vOi mdt hé sb ma sat a y, thi 3 diém nao
qua cau nho sé bt dau truot?

(Columebia)

e.,@

Hinh 1.165
Lai giai:
(a) Khi qua cau nho 1an khdng trudt, tong déng nang va thé nang cia no
1a mdt hing 56 cia chuyén dong, ching ta cd
1 L}
§m1' - % . gmr ‘4 mng(fl ¢ r)cos® — mg(R + 1)

Vi v — s — (R + )9, do do

§- U{l—cosl’i}g.

/ (R {r)

A a A -
Van toc 0 tam cua qua cau nhd la

v—(Rirt?—wf' R+r}(1—cosa)

(b) Tai thoi diém qua cAu nhé rdi khéi qua cau ldn thi luc gia dd 1én qua
A 5 N 5
cau nho N = 0. Ti phuong trinh luc

muv 2

mq Cos 9 = J’\, =
2 R+r

N
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ta tim dugc goc 8, ma tai d6 qua cau nhé roi khoi qua ciu 16n duge cho bdi

10
cosf, = 17

6, 10
= arccos { 77 | -

Luu ¥ ring su ridt ra nay chi 4p dung cho hé sé ma st da 1én.

Nhu vay

(¢) Khi qua ciu nhé lin khéng trugt chiing ta cb

mgsinf — f = mi ,

2 4.
fr= AR
v:(R+r)é=r¢,
& day f 14 luc ma sat trén qua ciu. Tir dé ching ta tim dudc
2
= =mgsinf .
f Mg sin

Tai thoi diém khi qua cAu nhé bit dau truot thi luc ma sat 1a

f=uN,

e la

2m sin 8 mgqgcosé vl
— o = {4 — .
7 9 ! 9 R

+r
Khi do, sir dung biéu thitc ctia v trong ciu (a) ching ta c6
2sinf = 17pcos @ — 10u .

Giai phuong trinh nay ta thy ring goéc 6, ma & do qua cAu nhé bit ddu truge
duagc cho bdi cong thire

170u2 + /75612 + 4
cos @y = .

2892 + 4

Tuy nhién, chiing ta cin 6. > 6., hodc la cos8; > cosd,. o} day vdi gia tri clia
1 c6 thé 1am thoa man diéu d6, néi chung chiing ta phai liy dau trén. Do dé

6, — arccos (170;1. + /TR T )

2892 + 4
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1197

Mét qua bdéng hinh cau ban kinh r & bén trong mdt vong tron thang ding
¢0 ban kinh (A + r) nhu & hinh 1.166. Xem xét hai truéng hdp, (i) 1an khéng
trugt va (ii) trugt khong ma sat ma khéng lan.

(a) Trong mdi trudng hop thi van tbe t6i thiéu v, cta qua ciu tai day vong
tron phai bang bao nhiéu dé né khéng roi tai vi tri dinh ctia vong tron?

(b) 'Trong truéng hop trudt va vdi vy nho hon 10%, thi tai vi tri nao trén
vong tron bit dau xdy ra su roi?

(Columbia)

Hinh 1.166

Loi giai:
(a) VGi truong hdp 1an khdng trugt, R = re. Tu do

W = 1‘3 = = -,
rooor
6 ddy v 1a van téc ctia tdm qua bong. V6i muc dich d€ qua béng khéng roi &
dinh cta vong tron thi luc N; ma vong tron tac dung lén qua bong & dinh phai

bang
2

Nhu vay chiung ta can
v* > Rg .

van tbc nhd nhat v, thoa min didu kién nhu thé 1a v = Rg va dong ning
tuong (ng la
1 1 2 7
T = z-mut2 + 3 gmrz cw? = —mvf :

10
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O day cua vong tron,

co

nghia la

tu dé cho béi

hoac

i 7 r I3 . 4 A <A 3 4 ’
néu qua bong ¢6 van toc can thiét nho nhat vy, chiing ta

T,=T+V,
7 : 7
Emvlz = _‘l_Omv"Q + 2ng \
20 27
2 2
= — Rg = —
vi=v+—Rg=—Rg,

/27
v = 7Rq '

(ii) Véi trudng hgp truct khong lin, tai dinh ctia vong tron chang ta vin
can ¢4 v? > Rg, nghia 1 van té¢ nhd nhit & dinh dugce cho bai

va ddng ning tuong ting 1a

Nhu viy chiing ta ¢6

cho bai

v, = Ry,
T, = %mv?
%mu1 = —mv} + 2mgR ,
v} =5Rg,
vy = /5Rg .

(b) Gia st qua trinh roi bit diu tai 4. O thdi diém dé vin toe v cla tim
qua bdng dudgc cho bai

1
-2-m(0, 9, )?

va

N -

1
Emv2 + mg(R — Rcos6) ,

0s @ m?
maqgcC = —
3 R
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voi
N =1
T nhirng phuong trinh trén it ra

dHgeosd = 2Hg — 08107 = =2, 05Hy .

nghia la
cosf! 0.683 .
hoac
#=133,1°.
1198

Mét tdm van déng chat o dé dai Ja 2a duoc gilf tam thoi sao cho mét dau
tua lén mét bie wong thang ding, khéng ma sat va dau kia wa 1én mat san
nam ngang khong ma sat tao thanh mot goc ¢ = #,. Khi thm van duoc tha ra
no sé trugt xuong dudi do tac dung cia trugng luc.

(a) Tim biéu thitc cho thdi gian dé tAm van wuot xubng 13i mot gdc mdi 6.
Ban ¢o thé dung tich phén.

(b) Tim gid tri cta goc ¢ khi dau wén cta tam véan rdi khoi tudng.

(Calumbia)

Hinh 1.167

Loi giai:
(a) Vi khéng ¢6 ma st co ning cia hé duge bao toan, do dé ta cé
1

imazé‘ig + é - I-li-m.ngg? + mgasin i = mgasinfl ,
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nghia la

§a92 = g(sin By — sin §) (1)

hoic

6 = —\/S—Q(SinGO —siné) .
2a

s s M A 4 b N 7 ’ > ’ . s e MY
Cht y ring hé s6 ima? 1a momen quén tinh cia tAm van déi véi truc nim
ngang di qua khoi tAm cta né va dau dm phai duge stt dung cho 6 vi 4 giam
khi ¢ tang.

Nhu vay

t 9
v~ [a=- 4 .
0 0o \/%g(sinﬂg—sinf))

(b) Chon hé toa db nhut trén hinh 1.167. Khéi tAm cia tim van c6 toa dé
nam ngang
T =acosb .

Nhu vay
i = —a(§%cosf + Hsin @) .

Cac luc tac dung lén tAm van dudc mé ta trén hinh 1.167. Ngay tai thoi diém
tAm van théi tua vio tuong, ta c6 N; = m# = 0, nghia 1a

6% cosf = —fsin@ .
LAy vi phan phuong trinh (1) chiing ta c6
39

0:-—Ec059.

Thay gia tri nay va (1) vao phuong trinh 8 trén ta ¢
“sin@ = 2(sin 6y — sin4) ,

hoac
sin6—25i 0
= —Sin
3 0

nghia la
(2.
f = arcsin (5 sin 90) .

gia tri 6 nay chinh 13 géc khi ma diu trén tAm van bt diu rdi khoi tudng.
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1199

Mot chiée gay nhod ddng chit co khoi luong m, diu dudi ciia né tua trén
mét ban khong ma sat. Ngudi ta tha né tai vi tri ban dau nghiéng 1 gde 6,
so voi phuong thang ditng, hinh 1.168. Hiy tim Juc tc dung bdi ban tai thdi
diém rat nhé ngay sau khi chiéc gdy duoe tha ra.

(UC, Berkeley)

Hinh 1.168

Lai giai:

Khi khong c6 tuc ma sat thi chi ¢é hai luc téc dung 1én chiée gay, dé 1
phan luc cta mat ban N va trong hte mg nhu & hinh 1.168. Trong khoang thoi
gian v6 cung ngin ngay sau khi tha chiéc gay, cac phuong trinh chuyén déng
la

N -mg=mjy,

1 1 "
§NL sin 6y = ﬁm_r}ev X

8 day y 1a truc thing dimg cta khéi tdm va $5mL? 1d momen quan tinh xung
quanh truc n3m ngang qua khdi tim cda chiéc gay. Khi d6 *

1
Yy = ELcos(),
i 1. 1.
g = —EL(G cosf + sinf) = ~§L()sm00,

r . X 1A 2
vai dieu kién ban dau
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Do dé
N =mg+my
1 .
=my — Eng sin G
= mg — 3N sin? 6y ,
hoac

mg
1+ 3sin?6y

1200

Hai chiéc que ddng chit A va B dai 1 m ¢6 khéi luong twong (ng 13 1 kg
(A) va 2 kg (B). Chung duoc dat song song v6i nhau trén mét mit phing
niam ngang khong ma sat (1 ¥). Vi tri ban dau ciaque Blay =0,z = 0 t6i
r = 1 m. Que A dang chuyén ddng vai vin tbe 10 m/s theo chiéu duong cua
trucy, vané mo réng tir 2 = (~1 +¢) m1di r = e m, (¢ < 1 m) nhu mé ta
trén hinh 1.169. Que A dat t3i y = 0 tai thoi diém ¢ = 0 va va cham dan héi
v4i B. Bé qua kha ning c6 nhitng va cham sau d6, hiy tim chuyén déng tiép
theo ctia cdc que A va B. Kiém tra tinh ngang bang cia ning lugng trudc va
sau va cham.

(Columbia)
y
A
X v
A
‘ . A X -
B
——— 5 » %%%—’ x
c; Wy A
A
Hinh 1.169 Hinh 1.170
Lai giai:

Gia su I la xung lugng do que A tic dung lén que B trong qua trinh va
cham. Phuong cda no 14 phudng chuyén déng ctta A, nghia 1a chiéu duong
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3 -9 5 \ ’ .y . A 5 e A N n
ctia truc y. Gia st va, wa, vp, wa, 13 cac gia tri van tde clia khoi tAm va van
tbc goc quanh khbi tim tuong ng cia que A va B, nhu hinh 1.170. Biéu dién
khoi lugng clia A, B tudng tng la m 4, mg, ching ta ¢

—I =ma(vag — 10),

1
EI-EmAL‘)A,
I:vaB,
1] 1
—I = -—mpwg .
2" 127

3 . a I \ A gy ~ 5. » ’ .

Diéu kién dé€ ¢6 va cham dan hdi 13 van tbc tuong dbi cva cac diém va cham
o a A1 . <R

gilt nguyén dé 16n nhung déi chiéu

1 1
(‘UB + 5“’) - (‘UA - EUJA) =10.

Cac phuong trinh trén cho ta

yo 2mame 10 00
ma+ mp 3
7 2
‘UA=10——=—-QIII/S,
mA 3
wp = 6L = 20 rad/s ,
ma
1 5
UB:—Z_WS)
mpy 3
I
wp = 6—2 10 rad/s
mpg

dbi véi chuyén dang ké tiép. Ning lugng ctia hai chiéc que trude va cham 14

. _
E,-:§~1-102=50J
va sau va cham la
Ef = —I-mAUf\ + —1-7}113'023 + 5 _mAw%\ + 5 LmBWQB
2 2 2 12 2 12
225 300
— — _ = :E .
g T 0=k

Vay ta thdy ning lugng trudc va sau va cham 1 bing nhau.
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1201

Mbt qua bdng bi a ¢6 ban kinh R va khéi lugng 13 M bi choc bdi mét chiée
gdy bi a 8 dd cao h so vdi ban bi a nhu ¢ hinh 1.171. Cho momen quan tinh
ctia quéa bong bi a 1a 2MR?, hiy tim d6 cao h d€ 3 d6 qua béng bi choc 1an
trén ban ma khéng truct.

(Wisconsin)

Hinh 1.171

Loi giai:

Gia st rang f 1a luc va cham do chiéc gdy bi a choc vao qua béng va luc dé
tac dung trong thdi gian At gy nén do thay ddi xung lugng clia qua bang 1a
M Av va lam thay déi xung lugng goc d6i vai khbi tdm coa qua béng la IAw.
Chiing ta c6 cac phuong trinh chia chuyén dong

MAv = fAL,
IAw = f(h - R)At

voi I = 2MR?, tir d6 ta c6

2R Aw
Ay= ——— .
5(h — R)
Vi qua bong & vi tri nghi ban dau nén van tbc khéi tAm clia né va vén tbe goc
sau va cham thoa man '
_ 2R%w
- 5(h—R)’

Qua béng sé 1an khéng trugt néu v = Rw. Do d6 ching ta cin

v

5(h — R) = 2R,

hoac

-



314 Bai tdp & loi gidi Co hoc

1202
Mét qua cAu rin dbng chit ¢6 ban kinh e lin véi van téc v trén mét bé
mit bing phing va va cham khang dan hbi v8i mét bac c6 dé cao h < o nhu
4 hinh 1.172. Hay dm van tbc nho nhét theo h va o dé qua bong cb thé lin
qua bac dé. Biét ring khong xay ra su truct tai diém va cham va momen quan
tinh cia mot khoi ciu rén doi véi truc di qua tam cda né 13 2Ma®.
(Wisconsin )

ly y /I
1

Hinh 1.172

Lai giai:
- . \ N A A s 3 ] A A - 7. Arv . a 3 ,
Gia str w va ', J va J’ 12 van toc goc cha qua cau doi vai khoi tAm ctia nd
va xung luong goc cua né quanh diém va cham A tuong ing vdi trudce va sau
qua trinh va cham vdi bac. Ta ¢c6

2

2
J=mv(e—h)+ gMma‘w = pmva — moh

vi d6 qua cdu 1dn khéng trugt thi v = aw, vi
2 7
J = (gmaQ + mag) W = gmazw’

vi khéi tAm ctia qua cAu la ditng yén trong giy lat ngay sau khi va cham. Su
bado toan cua xung luong géc doi hoi

[

—ma‘w = gmva — muvh ,

5
, ( 5h>v
Ww=[1-22)-.
7a | a

V6i muc dich d€ khéi cAu c6 thé vira vuot diing qua khoi bac thi déng ning
clia n6 phai du d€ 18n cung cp cho qua trinh ting cla thé ning

tu do cho

1
§I'w'2 = mgh ,
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2 A . - 9 g . . ) f. A fo oo
oday I’ = 2 Lina? 12 momen quan tinh ctia khoi cau doi voi truc

nim ngang di qua A. Do dé van toc nhd nhit can thiét duge cho bai

T o, 5R\? uy2
o™ (1——?—0) (E) =1mgh ,

ma? = ma? =

tir do cho

a/T0gh
- 5

1203

Mét chiéc xe tai dang d6 va canh cita sau clla nd dang duge mé rong nhu
vé trong hinh chiéu phang & hinh 1.173(a). Tai thdti diém t = 0 chiéc xe bat
dau gia toc vai gia toc khéng doi 14 a. Canh cita sau sé bit diu déng lai va tai
thai diém ¢ sau dé canh cira sé di qua vi tri nhu hinh 1.173(b). Tai day cianh
cita 5é tac mét goc ¢ so vdi phuong ban diu cta né. Ban c6 thé gia chiét rang
canh cira c6 khoi lugng m va duge phan bé déu trén toan b chiéu dai L cua
no.

(a) S dung ¢ va cac dao ham cha né theo thdi gian dé mé td chuyén dong,
viét cac phuong trinh déng luc lién hé hai thanh phén lue tic dung 1én ban 1&
cia canh clta | va F| véi céc dai lugng dgng hoc. F) 1a thanh phén Jyc song
song va 7, 1a thanh phin luc vudng goc voi canh clfa.

(b) Biéu dién @ = d*4/d1?, F, va F_ theo cac dai lugng 8, m, L va a.

() Hay viet bidu thite cho tdng thoi gian tir e xe bat diu gia tée cho tdi
khi canh clra dong lai, nhung khong can lay tich phan.

{(MIT)

T M-
S :

haulﬂ'(

(a) (b ()
Hinh 1.173
L&i gidi:
(a) Trong hé quy chiéu gin vdi chiée xe tai dang gia toc, khdi tim cda canh

1-ETALG SO HOC
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cira c6 cac thanh phan gia téc 1 L vudng géc véi clra va — 1 L6? song song véi
canh ctfa. Phuong clia £ va F; dudc mé ta nhu trén hinh 1.173 (c). Trong
hé quy chiéu nay luc tudng tugng ~ma tac dung lén khéi tim dudce tinh dén
trong cac phuong trinh chuyén déng

1 .
F, —macosf = —=mL8,

1 ,
Fj —masiné = §mL02 ,

1 .

1 2
—LFJ_—ETTLLG,

2
6 day 5mlL?% la mon:en quan tinh ca ctta xung quanh truc vudng goc vdi mép
trén cua cira qua khoi tim.
(b) Tt phuong trinh trén rut ra

. 3acosf
6= 2L

1
F, = Zmacos@.

Vid = %‘%’, 14y tich phin biéu thitc cta § va huu ¥ ring § thoi diém ban diu
6 = 8 = 0 ching ta cé

;> 3asind
6 = 7
do do
Fy=masinf + gmasiné = gmasine .
() Vi
de 3asinf
dt L

nén tong thdi gian o lic chiée xe bit ddu dugc gia tée cho tdi khi cihh cira

dong lai la
= [ L
t= /(; 3asinf do .

1204
Mot vat hinh try rin khoi ltdng m va ban kinh r trugt xubng ma khéng
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lin trén bé mat nghiéng, nhin ctia mot cai ném khéi ludng M, ném cd thé tu
do chuyén déng khéng ma sat trén mat phing ndm ngang nhu hinh 1,174,

(a) Vao thoi gian hinh tru truot xudng tdi do cao A thi cai ném chuyén
dong dudgce bao xa?

(b) Bay gits gia sit vat hinh tru tu do ldn xubng, khéng trugt trén chiéc
ném. Trong trudng hop nay ném sé chuyén déng duoc bao xa?

(¢) Trong trudng hdp nao thi vér hinh tru sé xudng t6i day cta cai ném
nhanh hon? Diéu nay phu thudc nhu thé nio vao bén kinh cta vir hinh tru?

(UC, Berkeley)

Hinh 1.174

Ldi giai:

(a) Gia sk £ la khoang cach giita khéi tdm ctia hinh tru va vi tri ban diu
cla né. Trong mét hé toa d6 cb dinh, gia sit z 1a toa dd ndm ngang cha khéi
tdm clia cdi ném. Thanh phan van té¢ ndm ngang cta vit hinh tru trong hé
quy chiéu nay 1a & - € cosf. Vi xung luong toan phin ctia hé theo phuong =
duge bdo toan, nén n trang thai nghi ban diu ciia hé ta b,

Mz 4 m{z —€cosf) =0,
tir do cho
(M +m)z = mEcosh .
Ching ta dat ¢ = z = 0 tai t = 0 ma khong mét tinh t3ng quat. Tich phén
phudng trinh trén chiing ta dudc
(M + m)r = mécosb .

Khi vat hinh tru truot xuéng tdi dé cao h, né da dich chuyén mét khoang cach
¢ = -, va cai ném da dich chuyén duge mét khoang
mé& mh

+= — 2 rosfl = 5 .
T M’-}*mcos z’tf+mmt9
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(b) Néu vat hinh tru dugc phép lin, sy bdo todn cia thanh phin nim
ngang clia tdng xung luong tuyén tinh clia hé vin duge giit ding. Diéu nay
cho phép két qua thu dugc & cau (a) ciing ding & day.

(c) Su bio toan tdng co ning clia hé dugc gilt dung trong ca hai trudng
hop. Vi khéi tdm ctia hinh tru ¢4 van tbe (3 — £ cos 8, —£ sin #) va cai ném ¢
van tbe (i,0), chiing ta c6 dbi véi vét hinh tru trugt,

1 . . 1,,. .
Em[(:i: —Ecosh)® +€2sin® 0] + 5]%9:2 =mg€sin g ,
va déi véi hinh try 1an,
1 . ) . 1 1
Em[(x —£cosh)? + €2sin 0] + 5]9’32 + 5]‘{1'72 = mg€ sin @
v8i I = imr?, $ = & dbi véi vat 1an ma khéng trugt. Vi
m ,
&= s,
T (M n m) £ cos

phuong trinh trén sé dudc rat gon tuong ng la

Q(MLW(M + 77"bSiIl2 6)62 = 7ng§ sin f ,
LI(JWLWBM +m(1+ 2 sin? 9)]5'2 = mgtsiné .

Cac phuong trinh dé ¢6 dang € = by/Z. Vi € = 0 tai thai diém ¢ = 0, nén lay
tich phén ta s& dugc t = 2,/€. Do d6 déi v8i ciing £ = 2, t oc 1. Vi

sin@>

3M + m(1+ 2sin?8) — 2(M + msin’) =M +m >0,

nén vit hinh tru trugt sé xuéng t8i day cia ném nhanh hon.

1205

M6t chiée thang xép gdm hai chan duge gén véi nhau bdi mét khdp ndi &
dinh va mét sgi diy nim ngang 6 gin day. Thang duge dit trén mdt bé mit
nim ngang v tao vi bé mit mdt géc 60° nhu & hinh 1.175. Néu soi day dét
nhién bi cat thi gia tbc ctia khdp nbi tai thdi diém dé 1a bao nhiéu? Biét ring
cac chan la dong déu, gibng hét nhau va bé qua tht ca cac ma sat.

(UC, Berkeley)
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Hinh 1.175 Hinh 1.176

Loi giai:

Xet khoanh khic khi soi diy nam ngang dét nhién bi cit.

Do tinh déi xitng cac luc cha hai chan thang tac dung lén nhau tai khdp
noi A la nam theo phudng ngang vé gia toc a4 ciia diém A la hudng thing
xuong dudi.

Xét mot chin cda thang xép. Cac luc tac dung 1én nd duge mé 1a nhu hinh
1.176. Gia sit [ 1a d6 dai ciia chan thang va gia toc ctia khdi tam C tai thoi
diém tirc thoi day bi cat la ar. Ching ta ¢

mg — N = macy,

F —maer,
1 I | ) -
ENZ cos 6()° — iﬂ' sin60° = I

voi [ = 5mi?, hoac
f
N —V3F =—mlf .
3
Van tdc cda A tinh theo vén tée clia € dudce cho béi
. ; Boo o cone _ . 1,- 5
Ia=1Ic EM sin 607, yA = yo + 5(9 cos 607 .
Do do gia tdc a4, theo phuong cta y cé cac thanh phan
V3

o_ac._,—Tié,

1.
as = agy + Etﬁ .
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Biy gid xem xét gia toc ap cha diém B. O thai diém ngay khi soi day bi cit né
chi ¢6 thanh phan nam ngang. Bdi vy ap, = 0, nghia la

aey — 529 cos 60° = acy — ‘}iw =0.

T cac phuong trinh bén trén ta ruit ra

16, acy = =10 .

acr =

Dua nhitng gia tri nay vao cac phuong trinh chuyén déng cia C ta tim dudc
.3
§=1:2,
4l
Két qua nay cho ta gia tde ctia khdp ndi 13

1. 3
O«A—Ele—ggy

gia tbc nay hudng thing xubng dudi.

1206

Mdt hat c6 khéi lugng m va vén tde v va cham dan hdi véi diu cubi cla
mét thanh manh, ddng déu cb6 khbi lusng M nhu trén hinh 1.177. Sau va
cham m dung lai, hdy tinh M.

MIT)

Y
Hinh 1.177
Lai gidi:

-7 k) 1 A k] - “ 7 T Y A A r 3
Gia stf v 12 van toe cha khéi tAm ciia thanh va w 12 van tée goc cia thanh
quanh khoi tdm ctia né. Su bao toan ctia xung lugng va niing luong ctia hé d6



cho ta

mv = Muv, ,

1 1.,
Emv §Mv Elw

véi I = 5 MI?, véi I 1a d6 dai cla thanh. Su bdo toan xung lugng goc clia hé
xung quanh diém cé dinh nm tai tim ca thanh trudc khi va cham cho ta

1

—lmv=1Iw.

2
Thay cac phuong trinh bén trén vao ta duge

M=4m.

1207

Mot thanh hinh tru manh, déng déu cé dé dai L va khéi luong m dudc
treo & hai d4u bing hai 15 xo khéng khéi luong cé hé s6 dan hdi k; va ky.
can bing t thanh hinh tru nidm ngang nhu hinh 1.178. Ban dudc yéu ciu xét
chuyén dong bién d6 nhd xung quanh vi tri cin bang, trong tritdng hop cac 16
xo chi ¢6 thé chuyén déng theo phuong thing.

(a) Dau tién xem xét trubng hgp dac biét k) = k. Hay tim céc tAn sb riéng
ctia cac ki€u dao dong chudn tic va mo ta cac dao déng chudn tic tUOng iang.
O day ban ¢6 thé dugc huéng dan 16t bdi 1ap ludn e gide.

(b) Bay gio ta xét trudng hop tdng quat khi hé sb dan héi k; va k; 12 khong
nhét thiét bing nhau. Hay tim cac tin sb riéng ctia kiéu dao déng chudn tic.
(Princeton)

Loi g1a1

(a) G1a syt Y1 va yo la cac do dich chuyen thang dung cna hai dAu thanh so
véi vi tri can bang nhu & hinh 1.178. Béi vi dd dich chuyén cia khdi tam C 12
$(y1 + y2), phuong trinh cla chuyén déng tinh tién dé 13

1 .
5"1(1/1 + i2) = —kiy1 — kay2 -
D6i véi sit quay véi bién dé nhé xung quanh khéi tdm, ching ta 6

" 1
I = —§L(k1y1 - kgyg)
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Y
¥y T—_)
F

y— = =

.

]
7N
C
h

mg
Hinh 1.178

voi [ = $5mL%, 6 = VITH2, D&i véi &, = ky = k, cac phuong trinh chuyén déng
quy vé

i 2 2k
it = - — (1 +y2) -
Tt

. - 6k
== *;;(yl —y2) .

Tl d6 ton tai hai ki€u dao déng chuan tic
(i) Kiéu dao dong doi xiing
Ys = W + @2
&i tén sb riéng wy — /2. Ki€u dao ddng nay twong ing véi dao déng didu
vai tan sO riéng wy \fm éu dao dong nay tuong ung voi Oong
hoa theo phuang thing ditng ciia thanh xét nhu mét khéi,
(ii) Kiéu dao déng khéng doi xing
Ya =31 — L2
vdi tin s6 riéng w, — V’ii‘f Kifu dao déng nay tuong itng voi dao dong diéu
hoa xung quanh mét truc ndm ngang vuéng goc vai thanh va di qua khoi 1Am
clia no.
(b) Déﬁi vai tru‘dng hdp lrﬁng quét ki # ky, g]é su Y1 = A[Cw[, Y2 = Agt‘."""I,
& diy w 14 tan sb riéng clia dao ddéng, Cac phuong winh ctia chuyén dong béy

gio cho . :
1 " 1 2
k1 — gmu" A+ k= imw Ay =0,

fw? 1 1 Tw?
(L - ELkl)Al-{-(iLRi—T) A‘l—_o
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A= P o y A ; X
béi voi nghiém khac khong chung ta can

ky — %mm2 k2 — ymw?
=0,
I 1 . 12
nghia la
Imuw? I 1
nzw — (‘E + ZmL) (ky + kg)w2 + Lkiks =0,
hoac

m2uwt — am(ky + ko)w? + 12k ky = 0 .

Giai cho w? ching ta thu dude cac tin sb riéng

W= E[(kl + ko) £ \v/(kf — k1ks + k%)] .

Chi y ring do k, = ky = k, biéu thitc ndy cho w = /2 /& 16 giéng nhu
trudng hop ciu (a).

1208

Mot banh xe ciing cd cdc momen quan tinh chinh Iy = I; # I3 xung quanh
c4c truc chinh %j, %2 va %3, dugc dit ¢6 dinh & banh xe nhu & hinh 1.179.
Khéi tdm cta banh xe dugc gin véi mét & truc cho phép banh xe quay khéng
ma sat xung quanh truc c6 dinh trong khéng gian. Chiéc banh xe 13 "can bang
ddng", nghia la né c6 thé quay véi w # 0 khéng déi va khéng gay ra momen
x04n 1én & truc ctia né. Cac thanh phin cia w phai thdéa man didu kién gi?
Phéc hoa chuyén déng duge cho phép.

(MIT)
Lai giai:
Trong cac phuong trinh Eurlerdat I, = I, = I
ha + (13 — 12)w3w2 =0, €8]
Iy + (1) = B)wywz =0, (2)

Loy + (L — INwawy =0 3)
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Hinh 1.179

chung ta thay rfing ¢ thé dé dang tich phan phirong trinh (3) dé co
w4 — hing s& = . chang han .

Khi d6 chung ta viet lai phuong trinh (1) va (2) nhu la

Iy =1
.J.‘[ — ( g —) Qu.'_;_,
!
: Iy —
w') = e szw' f
) ( 7 ) 1

d6 1a nhig diéu kién phai dude thoa man. Liy dao ham nhiing phudng trinh
trén ta duge

£ = 3~ 1 \* -
= ( &1' {S!) wy= - ({i_! n) w1 = —atuy,
) Ii = 1. %% 3
Wy = — (jn}—flj Wy T — Wy,

dday o~ ("3-1)92, Nghiém téng quat 13
W1 = wy cos(af + £), wy = wpsin{at + =) .

120 d6 18ng van toc goe ¢o dd lan

w = \‘f'ﬂ"e b +ws = \,f'ﬂz +w?
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nd 13 mét hiing sb. Khi wy = Q 12 mét hing s6, vecto tdng vén tée goc w tao
,. N N ” 3 N A o 2 > [N

vdi truc x3 mot goc 6 nhu 6 hinh 1.179. Hon theé, mat phang cua w va x3 quay

xung quanh truc x;3 v4i mdt van toc goc «, hoac 1 chu ki

2n 2]

a (Ii-DHQ

Trén hinh 1.179 12 phéac hoa cua chuyén ddong duy nhét dugc phép.

1209

M6t vat thé rin & trong khéng gian. Moi anh hudng bén ngoai dugc b qua
(ké ca luc hap dan).

(a) St dung dinh ludt Newton d€ chi ra rang xung lugng géc dudc bao
toan; dua ra tat ca cac gia thiét.

(b) Gia thiét ring khéi tAm cia vét ding yén trong hé quy chiéu quan tinh.
Truc quay clia né c6 can ¢6 phuong cb dinh khéng? Bién minh ngin gon cho
ciu trd loi cha ban.

(UC, Berkeley)
Loi giai:
(a) Momen xung lugng ctia mdt vét thé rin xung quanh diém ¢b dinh O
dugc dinh nghia la
n
L= E:r2 X T,
1

& day r; 1a vecto ban kinh tir O tdi hat m, cta vét rin gdm n hat. Vi khéng c6
ngoai luc tac dong vao ma chi cé cac ndi luc thi theo dinh lud¢ I Newton ta c6

L
m.h = Z Fij .
i#

8 day F,; 14 luc cda hat m, tic dung 1&n hat n; chia vét rdn. Xét

n T n

Zr,- X m,¥, = ZZ rixFy. 1)

? i J#

Theo dinh luat 11 Newton thi cac néi luc F,; xuit hién thanh cap sao cho

Fij =—-F,,
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ca hai luc tac dung trén cung mét dudng thang n01 hai hat. Piéu dé nghia la
t6ng kép & vé phai clia phuong trinh (1) gém cac tdng c6 dang

l‘,'XF,]—i—rjXFj".

Nhit mé ta trén hinh 1.180, mé&i tdng nhu thé c6ng vao bing 0. Do d6

n

E l‘t)(mf‘i=0.

T

Khi dé

n n

L= txmi+) r,xmi;=0,

1 1

hoic
& S
= hang s6 .

Nghia 13, xung lugng géc cha vat thé rin xung quanh mét diém iy ¥ 14 dugce
bao toan.

Hinh 1.180

(b) Chitng minh trén ciing diing cho mét diém b dinh trong mot hé quy
chiéu quan tinh, do dé xung lugng géc L cuia vit thé ddi vai khdi tAm cua
né 1a mot vecta khong ddi trong hé quy chiéu quan tinh. Tuy nhién, vin téc
goc w chia vat thé dbi vai khéi tam 12 khéng cin ciing phuong véi L. Chi khi
truc quay la doc theo truc chinh cia vat thé thi w song song véi L. Do d6, néi
chung truc quay 1a khéng bi cb dinh cho d 12 phuong cia L 12 ¢ dinh.

1210

Chiéc thung rac bén canh thung thu cfia khoa Vat 1y ¢6 ndp dang hmh non
va o gma clia nap nay ¢é mot chét quay Gia st ban cham nhe nén nip nay va
quay né nhanh vdi vin tbc quay w dbi xung xung quanh truc ctia chiéc nap,
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hinh 1.181. VAy chiéc nip sé tién dong theo cing phuong hay theo phuong
ngudc lai so véi phuong quay cda w? Hay chiing minh ciu tra 13i bing cach
vé gian do vecto va 13p cong thire thich hgp.

(Wisconsin)
w
0
‘l)%
t

e de \

tryc 46i ximg mg ‘)\w
Hinh 1.181 Hinh 1.182

Lai giai:
Momen quay ctia trong luc xung quanh diém O 1a
M=0Cxmg.
Trong mét hé quy chiéu ¢b dinh chiing ta c6
dL OCL oC

E~M=— 7 xmngmngzwpr,

d day w, = 06—1}"—5 Vay L va do dé truc dbi xiing ctia ndp tién dong véi van tbe
goc w, = 212 yung quanh truc thing ding theo chidu nguoc véi chiéu quay,
nhu trén hinh 1.182.

1211

Mot khung hinh vudng c6 khéi luong khéng dang ké, trén khung c6 gin
bén chiéc dia quay nhu hinh 1.183. M3i chiéc dia c6 khdi lugng m, momen
quan tinh Iy, va véan tbc quay wo. Khung n3m ngang va xoay tu do trén mét
chét quay & géc. Vy toc db tién dong ciia khung 13 bao nhiéu?

(MIT)
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Hinh 1.183 Hinh 1.184

Lai giai:

Momen xung luong clia ting chiéc dia doi véi truc quay ctia nd 1a Ipwy vai
phuong nhu trén hinh 1.184. Momen xung lugng toan phin cta ci hé dbi vdi
chdt quay ¢6 d8 16n L — 2/21ywq va hudng doc theo OC, € la khoi tAm clia
hé. Chu y rang L nam ngang vi khung nim ngang. Momen giy ra bdi trong
luc la

M= 0C x 4mg = — x dmg .
Tr do
1L 2v2D
rdt—M————{—mg L=0OxL

d day
2y QD??lg Dm
= =l
T T fowg
LA - . ~ . f e s v 78 ¥ . . 4 A A .
la van toc goc tién dong. Va no co gia i 1 %{3 va khi nhin t trén xudng no
. - v
la nguoc chiéu kim déng hd.

1212

Chuing ta xem x¢t mét con quay tu do ly tudng, tirc la mdt vat thé rin déi
xing quay (vdi cac momen quan tinh I, = [, < !3) dugc treo sao cho nd
c6 thé quay tu do quanh trong tdm ctia no va chuyen déng khong chiu anh
hudng ctia momen quay. Gia sif w(t) 1a vecto vén téc goc tirc thoi va L(t) 1a
xung luong goc titc thdi. Chon vectd don vi u(t) chi doc theo truc débi xung
clia vt thé (lién két voi momen quén tinh /3). Nhing vecto dé d trong hé quy
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chiéu quan tinh ma déi vai né ta xét vat thé quay. Tim biéu thirc ctia L(¢),
w(t), va u(t) theo cac gia tri ban d?au' ug = u(0) va wy = w(0).

(UG, Berkeley)
Lai giai:

Gia stt t = 0 & thdi diém khi L, w va truc déi xting cda con quay u, cling
trén mot mat phing. D3t mot hé toa do cb dinh Ozyz véi gbe 6 tdm khbi con
quay sao cho & thoi diém ¢ = 0 truc z doc theo vecto xung ludng géc L va truc
y 1a vudng goc véi van t6c goc wp. Chiing ta cling st dung mot hé toa dé quay
Ox'y'z' gin véi con quay sao cho truc z’ triing vdi truc dbi xting va truc =’ &
cling mit phing véi cac truc 2’ va z tai thdi diém ¢ = 0. Mi quan hé giira hai
hé toa d6 nay duce mé ta trén hinh 1.185. 8 d6 ciing dinh nghia cac géc Euler
14 6, p, v. Chu ¥ riing ban diu truc 3 va y 13 tring nhau va v = ¢p = 0.

Nhu ta quan sat trén hinh 1.185, vin téc géc w(t) cia con quay c6 thé
dudc bi€u dién trong hé quy chiéu quay theo cac géc Eurler

Wy = Bsiney — Ysinfcosy ,
Wy = 6 cosy + sinfsiny
Wy = PCosh + 1 .

Vi céc truc 2/, 3/ va z’ 1a truc chinh, nén L ¢6 thé dugce biéu dién nhu
L= Ilu.)l.li’ + Ilwu/j’ + ]3u)z/k' ¢}

vi I) = I,. Do khéng c6 momen quay tac dung 1én con quay, nén L = hing sb
va doc theo truc z. Ngoai ra, phuong trinh Euler

Igd)zl — (11 — IQ)wx»wy; =0

do I1 = I, cho
Wy = héng s6 = woz!
Vi
L=,/I}(w} +wl)+ I{wj, = constant,
ching ta co

wy +wl = constant = why + Wiy = why

tl:!d(’)woyt =w0y=0.D0dé

L= /12, + Bud, k.
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L ciing ¢6 thé duoc dién dat theo cac géc Eurle nhu sau (hinh 1.185)
L — —Lsinflecosyi’ + Lsin#sinygj + Lcos k'
trong hé quy chiéu quay. So sanh nd vai (1) chung ta tim dugc
Leos@ = Iqwq.r .

diéu dé chi ra rang cos @ = hing sé = cos 6, ching han va do viy = 0. Ngoai
ra,

~Lsinfleosyr = hw, = —Lpsinfcosw
dua dén
E L = &
=g = hang so.
Tuong tu,
Leostl = Ly, = Is(scos0 4 ).
duta dén
. Lcost L(()‘-U (1 ) L(mﬂ ] Iy ~ hng b
TR 1 -\ Iy I3 /i g S

Didu trén ¢o nghia la chuven ddng coa con quay déi xing, ty do gém hai
phan su quay véi vin toe gac 3 quanh truc doi xitng va su tién déng vai van
toc gde > xung quanh vectd xung luong géc khong déi L.

Hinh 1.185 tlinh 1.186

Bay gio xét vecto don vi u(f), doc theo truc dbi ximg trong hé quy chiéu
co dinh (hinh 1.185)

uit) = sinfrospi + s;dsingj + costtk .
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Vif=0ptait =0, ¢ =0, chingta cd
u(0) = sinpi + cos gk ,
va vi p = $t, nén
u(t) = ugg cos(Pt)i + upg sin(@t)j + vozk .

Hay xét van tbc gbc w. Trong hé quy chiéu quay chiing ta c6 d6i véi thoi
gian t

w = (—psin by cos i, @ sin B sin i, @ cos by + ¥) |
Vi 6 = 6, & = 0, va dbi voi thdi gian £ = 0
wo = (~@sin g, 0. cos b + ) = (woar, 0. wo,') -

Nhu vay
W= (L;JOI/ COS 1, —wog SIN P, W{)z’)

— 2 2
W= (Wi Twyy =wo -

Do d6 w ¢6 d6 [n khéng ddi. Né tao mét gée o vdi truc z cho bai

Véi

w, w-L
cosa = — = ——
w wL

-1 .
= —(psin? O cos? 4 + psin? g sin? 3 + @ cos? By + ¥ cos fg)
w

o+ Y cos b

w

n6 1a mét hang s vi cac dai luong ¢, ¥, w déu 13 hing s6. N6 tao mét goc 3
V@i truc z’ cho bai

w-kK Hcosby + 1

Wyt
cosfB=— =
w w w

né ciing la mét hing sb. Trong hé quy chiéu ¢6 dinh

w = (Ysinbcosp — sin p, 1 sin fsin p — 6 cos ¢, 1 cos 8 + )
= (1 sin fp cos y, 1 sin fp sin @, B cos p + P)

2Z-BTUG CTHIC
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Vif =0y, 60=0.0thdi diémt =0, p =1 = 0 do d6

wo = (&sin%,O,zﬁcos()o + ) .

w(t) = wog cos(Pt)i + wog sin(Pt)j + wok -

Céc tién ddng clia w xung quanh L va u dudc vé trong hinh 1.186. Luu y rang
tu ban than u ciing tién doéng xung quanh L.

1213

Gia st I, I, I3 12 cAc momen quan tinh chinh ctia mét vat thé ran (d6i voi
khoéi tam) va gia thiét ring cic momen nay la khac nhav véi I} > Iy > I3.
Trong khéng gian tir do néu vat thé dudc cho quay xung quanh mét trong cac
truc chinh né sé tiép tuc quay xung quanh truc dé. Tuy nhién, ching ta quan
tdm t4i tinh bén ving. Diéu gi sé xay ra néu truc quay ban ddu 13 rat gan
véi (nhung khéng thuc su thing hang véi mdt truc chinh? Bén vitng nghia 13
truc quay khong bao gid doi ra xa truc chinh. Ngudi ta thiy ring chuyén dong
trong thuc té 12 8n dinh dbi véi cde truc chinh twong tng véi I, va I3, cic
momen quan tinh 16n nhit va nhd nhit. Giai thich diéu nay bang giai tich 6
stt dung cac phuong trinh Euler. :

(CUSPEA)

L3i giai:

Gia Stf wy, wa, w3 12 cac thanh phéin ca van tbe goc doc theo cac truc chinh.
Khi d6 sit dung cac phuong trinh Euler v4i momen quay bang 0

)

11(;.)1 — L:Jgu)g(lg - 13) 0
0,
0

Towy — wawi (I3 — 1)

130'.)3 - wle(Il - 12)

3

chung ta xem xét cac truéng hgp sau.

(i) Gia sit ban dAu w hudng gin nhu song song véi truc z, nghia 13 w; >
w2, w3. Néu wy, ws vin 13 nhd trong chuyén déng quay tiép sau thi chuyén doéng
1a 8n dinh. Vi |w| = hing sb va w = Vw? + w3 + w? & wi, nén chiing ta c6 thé



Co hoc Newton 333

coi wy 12 hing sé dén bic nhat. Khi dé

(Is—1). wila=h)(h - D)
3 u'z \

I, I3

».Ul‘lz(I‘ - 12)(]3 — Il)u)
I, ’

d')zz

Wy =

Vi1, > I, I3, cic hé s6 6 vé phdi cuia phuong trinh trén déu Am va céc phuong
trinh chuyén déng ¢6 dang phuong trinh clia dao ddng diéu hoa. Nhu vay w,
va wy sé dao dong quanh cling cac gia tri can bing va vin nhé. Do dé chuyén
d6ng 12 6n dinh. Két ludn tuong tu cing dude nit ra néu ban diu w gﬁn nhu
song song vai truc z.

(ii) Néu ban diu w gin nhu song song voi truc y. Xét tuong tu ta dugc

wi(ly — I3)(I) = I)

W = 1113 wi
_ w%(h — [2)(12 - ]S)UJ
I3 s

Vi Iy > Iy, Iy > I, cdc hé s6 bén vé phai déu duong va chuyén déng 1a khéng
&n dinh, it nhat 13 trong phép xAp xi bac nhét.

1214

Mot qua cAu c6 khébi luong m, ban kinh R va mit d6 dong déu dugc gén
trén mét thanh ciing c6 chiéu dai [ khéi luong khéng dang ké sao cho qua cau
c6 thé quay xung quanh truc nay Qua cdu nim trong truang hip din déu, cla
trai dét chang han. Gia thiét qua cau va thanh quay xung quanh truc z khong
¢6 chuong ddng (nghia 13 6 13 dudc ¢b dinh), van tbc goc ctia thanh va qua ciu
xung quanh truc z 13 w, va qua ciu quay xung quanh thanh véi van té¢ géc Q.
Hiy tim hé thitc giita w va ) (ban ciing c6 thé sir dung gia thiét R/l < 1 du
la khong cén thiér cho dang clia nghiém). V3 qua bong 13 chuyén déng theo
chiéu vé phia trai hay phia phai ctia truc 2?

(Columbic )
Lai giai:

Hudng clia qua ciu cé thé dude miéu ta theo cac goc Eurle 8, v, % (xem lai
bai 1212). Vi khéng cé chuong dong nén # = 0. Xung luong goc cia qua bong
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Hinh 1.187

xung quanh diém gbe O (hinh 1.187) 1a

2 . . . .
L = rTl‘lek,;‘Ur t Isin@ - gml sinbe,

o

mRQe, + mi?sin? e,

(2 B W

” r \ A . . - L A + »
trong hé toa do tru. Vi e. la co dinh, § 1a mot hang so, chiing ta co

- 2
AL 2R N
dt 5 et

g day A/ 1a momen quay gay ra bdi trong luc. Vi

de, L .
= teg + ssinfle, = wsinfle, |

phuong trinh trén trd thanh

)

;.J'H.H'JSLJSin fe, = le, x my(—e.) = imgsinfle, .
]

Lo do
5lg

T ToN

Vi = w > 0, qua bong chuyén déng theo chidu tay phai quanh truc .

1215
Mét con quay hdi chuyén & vi do 45° Bac dugc lap trén mét 6 truc sao cho
truc quay bi buéc nam ngang ma néu khong thi khéng xuit hién momen quay
& truc. Tinh dén su quay ctia trai dat, chi ra rang huéng véi truc quay doc theo
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phuong Bic — Nam dinh xif 1a 6n dinh va tim chu ki ctia cic dao déng nho ctia
truc quay xung quanh huéng nay. Gia st roto ¢ thé duoc coi gan ding nhu
mdt cai nhan manh (nghia 1 cac nan hoa va cac chi tiét c6 khéi luong cé thé
bé qua). (Trong quaé trinh tinh todn bai toan s& don gian hon khi viét van tde
gdc clia rowo xung quanh truc r hinh 1.188) dé gop chung s6 hang quay va
cha con quay va s6 hang do su quay clia trai dat).

(UC, Berkeley )

Hinh 1.188

1.0i giai:

P

Sir dung hé quy chiéu quan tinh Or'y’z’ ¢6 dinh ddi véi mét ngéi sao 6 xa
ma & thai diém dang xem xét, né 6 gbe () & tm khoi clia roto, truc = hudng
theo hudng thing dirng, truc 2 hudng theo phia bic va mét hé quy chiéu quay
()ry: gan trén tai dat co truc = cling hudng theo cuing tryc 2/, con truc x tai
thoi diém dé hudng doe theo hudng truc quay cta roto (hinh 1.188). Ki hiéu
van the goc quay 1a w, momen quan tinh quanh cac truc r, y, z, tuong ing la
(" A. A, Khi xung luong goc ¢ cac thanh phan

(Cw. 0, A8)
trong hé quy chiéu quay va
(Cweos ), Cuwsind, A}

trong hé quy chifu cb dinh. Cha v ring thanh phan : vén nhu nhau trong
cd hai hé quy chitu duge déng gop bdi chuyén dong tién déng. Trong hé quy
chi¢u ¢6 dinh, van tée goc quay cha trai ddt & vi dé A = 45° bac ¢ cac thanh
phan

Y

Qcos157. 0,511 45%) = ﬁil' 0,1) .
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Ngoai ra, cic momen quay duy nhét 13 nhitng momen buée truc quay phai
niam ngang do dé6
M, =0.

Mz(gl-) =(QE) +OxL=0,
at j dinh dt quay

\ 2 3 S
thanh phan z cha né la

Vi

Cwlsinb

Af + =0,
V2
hoac
Cw
Ab+="6=0
V2

déi voi goc 0 nho Chii y réng dbi véi Q x L ching ta glal dugc cac vecto trong
hé quy chiéu cb dinh. Phuodng trinh cudi cung ch1 ra rang truc quay dao déng
diéu hoa xung quanh phuong bic nam véi t4n s6 goc la

o Cuwd
V2A

va sy dinh hudng 1a 8n dinh. Chu ki 1a

2 V2A
T=—=2 —_—.
w 7TVCWQ

Néu roto dugc coi x4p xi nhut mét cai nhin manh c6 khéi ltong M va ban kinh
R, ching ta co

2
c=mp, A=ME p__ 7
2 V2w 0
1216

Mot chiée dia mong cé khéi luong M va ban kinh A dugc nbi béi hai 16 xo
c6 hé sb dan hdi k véi hai diém cb dinh trén mit ban khong ma sat. Chiéc dia
quay tu do nhung né bi rang buéc quay trong mét mit phing. Khi khong bi
kéo cing mbi 10 xo c6 db dai o, tai thoi diém cin bing ban diu chiing déu bi
kéo cing t6i dé dai ! > lo nhu hinh 1.189. V3i dao déng nhé thi tAn sb ciia cac
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Hinh 1.190

kiéu dao déng chudn tic la bao nhiéu? Phac hoa chuyén dong ctia méi kiéu
dao déng do.

(Princeton )
L&i gidi:

Chuyén déng cia dia bi han ché trong mat phing thing ditng. Gia sir d6
dich chuyén ctia khébi tdm so vai vi tri cdn biing 1a = va dé dich chuyén goc la
7, nhu mo ta trén hinh 1.190. Xét t6i bic nhit clia 8, cdc lue phuc héi 1a

F[:k“"f"i‘—f{)), f‘w-_g:k(f—‘l'“‘z”).
Cac phudng trinh chuyén dong khi do 1a
Me=F,— F; = -2k,
hodc
L%
I+ HI =1 i (1)
va )
16 = (F; + F)Asing |
& day / = ; MA? va p dude cho béi

sin(m —¢)  sinf

l+A+z  l+x

sin @ =2 (ttA)sinHﬁ (#)9,

hodc
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nghia la
4(L - I}l + A)
MILA

Phuong trinh (1) cho ta tin s goc ciia dao dong wyén tinh

8+ g=0. (2)

.l f"ﬁ
Ve

Phuong trinh (2) cho ta tin s6 goc chia dao ddng quay
g

o fakl =)+ A
oy MIA

Do d6 cac tan s6 kiéu dao dong chufn tic clia cac dao dong nho la
| why
2x’ 25
\ A 2 g A - A & r n '
va chuyén déng ca hai kiéu dao dong chudn tic duce mé ta trén hinh 1,191,

e

- O

Hinh 1.191

1217

M&t con quay dbi xitng don gidn bao gém mét chiée dia khbi lugng Al ban
kinh r dude gin G tam C cia mot thanh hinh tru khoi luong khéng dang ke,
chidu dai ! va ban kinh a nhv & hinh 1.192. Con quay xoay véi mot vén tde
géce lan w(t) va no duge dat nghiéng mét goc  so véi phuong thang ditng wén
mdt mit phing nam ngang ¢ hé sé ma sat nhd. Bo qua chuong dong va gia
thiét ring trong mét chu ki tién déng tée dé cham din ctia w(t) 1a nho.

(a) M6 ta toan bd chuyén déng sau dé clia con quay.
(b) Tinh tan s6 goc cha sy tién dong (chidm).

(c) Udc tinh thdi gian can thiét trude khi truc ctia con quay trd nén thang
dimng.

(UC, Berkeley)
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Hinh 1.192

Lai giai:
(a) Chuyén déng clia con quay bao chi yéu gém ba thanh phin sau:

(1) quay vdi van 1¢ goc w quanh true déi xing clia no,
(2) mot nén déng cham quanh truc thing dig gay ra bdi trong lue,

(3) chuyén déng cha truc doi xitng dan trd nén thing dimg do anh hudng
momen quay ma sat.

(b) Sit dung hai hé truc toa dé voi diém géc O nhu hinh 1.192: mét hé
quy chiéu ¢b dinh Oxzyz véi truc : hudng thing 1én trén, va mot hé quy chiéu
quay (2'y'z' vi true 2’ doc theo truc dbi ximg ctia con quay va ciing hudng
nhu 13 van tde goc quay w, tai théi diém xem xét ca truc r va o+ déu & trong
cing mdt mat phang voi z va =/, Chiing ta o

(‘ﬂ‘-) :(““‘) y R xL.
dt ed dinh ot quay

Vai diéu kién van tde gde quay w 13 rat 1on, xung luong goc toan phin cd thé
lay xap xi

Ll — !Iju.’kf f
Hon nita, vi w khong thay déi t6 rét trong mot chu ki tién dong (9 )quay = 0,
Chung ta ¢o

11
(( ) :!1 ‘.“‘:L_r(';':;lxg
dt cb dinh
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voi
Q= Q(—sind,0,cos0),
L = (0,0, Izw)

Trong hé quy chiéu quay, vi

l
rc = (O)Oa E) y

g = g(sinf,0,cosh) .
Trong hé quy chiéu c6 dinh, tif trén ta ¢6
1
I3wSlsin @ = EMlg sin @ ,

nghia la
_ Mlg _ ig_

- 2]30) N 72w

1

I3 = %Mﬂ.

(c) Khi truc déi xﬁng tao mot goc 8 vai phuong thang ding, Iuc ma sat
f tai diém tiép xiic cla thanh vi mat dét la xap xi bing pMg. Thuce sy chi
c6 mép bén trai ¢ phla cubi cha thanh la nep xuc véi mit dat. Luc ma sat ¢6
hudng ngudc véi van toc trugt ca diém tlep x1ic va ¢é hudng nhit mo ta trén
hinh 1.192. Luc n3y giy ta mét gia téc clia khéi tAm C cha con quay va tai
cting thoi diém dé né tao ra mdt momen quay xung quanh C. B6 qua moi diéu
kién dic biét ctia thanh, chung ta cé thé 1y momen quay xung quanh C xap
xila .

T~ uMg- El‘} .

Momen quay nay lam thay déi d6 18n clia géc 6 va la nguyén nhan lam cho
truc dbi xiing clia con quay din tré nén thing ding.

Khi truc 12 thing diing, dAu cudi ctia thanh cudi ciing tiép x1ic véi mat dat,
do d6 luc ma sat duce phan bb dbi xitng. Téng momen quay quanh C gay bdi
luc ma sat ldce nay bing 0. Thuc té momen quay clia Iuc ma sat dbi véi truc 2/
(quan hé véi thanh phan 2’ clia L) khdng cling bién mét, nhung khi thanh 14
qua manh thi momen quay 13 rit nhé va khién cho w chi gidm cham. Chiing
ta c6 gin ding d6i voi momen quay ma sét

dLc 1
=5 = T uMali
o o glj ,
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nghia la
—fl3w — ;ngz ,
hoac
LA
di — rZw

lay tich phan ta dudc

0 ..2 .
r.r—f L Wans. Teg
0wyl 1al

1218

Mét con quay dbi xtng nang véi mot diém ¢ dinh dang tién déng vdi mot
" i . A N - 2 - v ' 3 A

vdn toc goc on dinh € xung quanh truc thang dirng z. Goc quay w' nho nhat

dbi voi truc dbi xing 2’ clia n6 bing bao nhiéu (2’ nghiéng mét goc # so voi

truc z)? Con quay co khoi luong m va trong tam clia né 6 do cao h so voi diém

¢6 dinh. St dung cac hé quy chiéu trong hinh 1.193, tai thoi diém xem xét cac
truc z, 2, r va 2’ & trong ciing mét mét phing va gia thiét ring 1) = I,.

' (SUNY, Buffalo)

7
S,

Hinh 1.193

Léi giai:
Tham khdo dinh nghia vé géc Euler trong bai tap 1212, momen gay ra bdi

trong luc 13 theo hudng vuéng goc véi mat phing r2 va trong hé quy chiéu
quay Oz'y'z'dudc gin voi con quay co cac thanh phan

gl sin @ sin oy, mghosin 0 cos, 0.
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Dbi voi I = I,, cac phuong trinh Euler, ap dung trong hé quy chiéu quay la

Ly — (I = I3)wyw, = mghsinfsiny
Lwy — (I3 — I))wpw,r = mghsinécosy .

Loy =0.
Vecto van toc gbc w trong hé quy chiéu quay ¢é cac thanh phén
—psinfcos Y, P sin @ siny, peos + 1,’)

vi & = 0. Do d6 viét ) theo ¢ va chil ¥ ring ¢ = 0 dbi véi tién déng 8n dinh
phuong trinh Eurle thit nhit trd thanh

021y — I3) cos @ — Q3 + mgh =0,
tu do cho

,_ - mgh+ (I - 13)02 cos §
Y= 10

W

Tuy nhién dé Q 13 thuc ching ta cin
3% — 41y — Iy)mghcos0 > 0,

hoic

1 -
w > [—\/4(11 ~ I3)mghcos@ .
3

1219

Tro choi “Jack” 14 mét trd choi dude choi vai nhitng miéng kim loai, chiing
c6 thé dugc xAp xi bai sau khéi trén céc truc true giao, cc truc 6 chiéu dai /
va téng khoéi lwong 13 A7, nhu m6 ta trén hinh 1.194

(a) Néu ban quay Jack xung quanh mdt truc, sao cho c6 mot tién déng 6n
dinh xung quanh truc thang dUng, (hinh 1.195) thi hay cho biét mbi quan hé
giita van tbc quay s, toc do tién déng va géc 0 giita truc thing ddng va truc
quay cua Jack?

(b) Van tbe quay phai bing bao nhiéu dé€ Jack quay &n dinh xung quanh
truc thing dimg (nghia la 0 = 0)?

(Princeton )
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o f
t Jf .
: s
>]< + C
Nhin 1 Nhin 1 :
mat hén wén xudng 0
Hinh 1.194 Hinh 1.195

Loi giai:

St dung hé quy chiéu ¢d dinh Ory: va hé quy chiéu quay Oz'y’z’ nhu
trong bai 1212, véi ¢) 1a diém tiép xic voi mat dar va hé quy chiéu quay gin
vai Jack. Truc z doc theo phuong thang ding va truc 2’ 1a doc theo truc quay
nhu & hinh 1.195. Momen quan tinh déi véi cdc truc /, ¥ va ' 1a

I = Iy — 4ml? + 6ml® = 10mi* |
]j{ == 'l”!.fz .

VOL I == -‘g'r.

(a) Trong hé quy chiéu quay, momen gy ra bdi trong luc ¢6 cdc thanh
phan
Bmgl sin f sin o, Grngl sin 8 cos ¢, 0,

va van 10¢ goc w ¢o6 cac thanh phan
B sin 1y — Gsin b cos ¢ Heos ey + 2sinfsmy, Yo pcost.

cac phuong trinh Euler khi dé cho

39 . .
Bty — Suigrivgr = T’j sin @ sin e, (1)
3¢
Bty + Bwpwy = T} sin @ cos ¥, (2)
Ay = 0.

Phuong trinh cudi cling cho
Wy — u+ eosl = 5 + (2cosf = constant .

& day 2 1a tdc dd nén déng.
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(b) Néu truc quay la gan thang ding, & =~ 0 va ching ta liy xap xi sin f = #,
cosf = 1. Khidd sinw = (1) + cosy x (2) cho bd

56 + (2525 30— ‘?) 0=0

véi {1 — ¢, s = 1. Do d6 dé su quay la 6n dinh tai # = 0 chiing ta can

4
s — 30 T”;-;o.

hoac
L3 3y
2 200
1220

Mot may ba) canh quat bay theo vong tron, nglrUc chiéu kim dong hd néu
nhin tif trén xuong véi van tbe goc khéng dm ¢ d6i vii mot hé quy chiéu quan
tinh. Bo canh quat cua no quay vdi van 1oe goc khéng déi duw /dt va theo phi
cong la cing chiéu kim déng hd.

(a) DGi voi bo canh quat phing va gdm bén canh, hay cho biét mbi quan
hé gitta cac momen quan tinh?

(b) Tim dé ldn va phuong ctia momen quay ma cdc _c"; truc phai tac dung
Ién truc cdnh quat dé giir cho mdy bay bay vong thing bing.
(UC, Berkeley)

tlinh 1.196
Lai giai:

(a) Dat hé toa do ¢6 dinh O.ryz & vi i tie thoi tai tAm ciia cénh quat v6i
truc = theo phuong thang ditng va mét hé quy chiéu quay Q.r'y'z’ ¢6 dinh &
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canh quat sao cho truc z’ doc theo truc quay va truc 2’ 1a doc theo mét la canh
quat, truc z ldy triing véi truc 2’ 3 thdi diém dang xét nhu & hinh 1.196. Cac
truc toa dd quay khi d6 la cac truc chinh véi cac momen quan tinh.

12213:Ia

va theo dinh Iy truc vuéng géc ta ¢6 I; = 2I. Trong hé quy chiéu quay vin tbe
goc ¢6 cac thanh phin

D X siny, X Cos ¢ ,
& day ¢ = t. Cac phuong trinh Euler cia chuyén dong
hwy — (Ir — B)wyw, = My,
Lwy — (I3 — I1wyrwy = My
Isiy — () — D)wpwy = My
Khi d6 dbi véi momen M tac déng lén truc canh quat sé cho
Mg =0,
vi # = hing sé va I, = I,
My = 20y cos(t)
M, = —2I¢y sin(¥t) ,

do y = hing s6. Tir d6 '
M =21y
va vi
My =0,
. My = Mcosy,
M, = ~Msiny

M 6 trong mit phing ctia bd canh quat va ¢é huéng doc theo truc y clia hé
quy chiéu ¢6 dinh.

1221

Mot qua cdu hoan toan déng chét ¢é dudng kinh 20 cm, mét d6 5 g/cm3
dang quay tut do trong khong gian & 1 vg/s. Mot con bo thdng minh nang



346 Bai tap & oi gidi Co hoc
10 * g & trong mot ngdi nha khong khoi luong, ngdi nha dat trén bé mat clia
qua cau d mét cuc quay, nhu hinh 1.197. Con bo quyét dinh dich chuyén xich
dao t6i ngdi nha bang cach di bdé nhanh téi vi dé 45° va dgi mot khoang thoi
gian thich hap. N6 sé phai ddi bao nhiéu lau? Hay chi ra tai sao ban cé duge
ciu tra loi.,

Lutu y ring: bd qua tién dong nho gin vai chuyén déng ctia con bo trén bé mat
clia qua cau.

(Princeton)
z
P
ML) w ngén nha
| con by
. (0]
¥ €
vy
I x’
Hinh 1.197 Hinh 1.198

Loi giai:

Sau khi con be di chuyén i vi i vi do 45°, thi van téc goc w khong con
trang v6i truc chinh ctia hé théng nita. Didu nay lam cho qua ciu tién déng. Vi
khéi lwdng etia con bo la it nhd so vdi qua cau, khoi tam clia hé c6 thé dude
liy & tm cla qua cu (. S dung hé toa dé ¢6 dinh Qryz véi truc 2 doc theo
phuong ban dau cia w va mdt hé quy chiéu quay Ox'y'=’ gan véi qua cau vdi
truc ' di qua vi tri mdi clia con bo, véi cdc truc r va ' nim trong cung mit
phang vdi truc = va z’ tai t = 0 nhu trén hinh 1.198. Vi hé & trong khéng gian
te do nén khong co ngoai luc. Chung ta gia thiét ring con bo dich chuyén tdi
vi tri mdi nhanh i mitc w vin gilt nguyén tai thoi diém ¢ = 0 ciing nhu doi
vdit < (.

Cac truc guay la cac truc chinh mdi. Gia st cdc momen quan tinh tudng
ing la /), I, va Iy voi [, = I, do dbi xitng. Vay cac phuong trinh Euler la

Lydigr = (1) = Bwyrwy = 0 (1)
I “.-".u’ (f3 Iwowp =0, (2)
Iy, =10 (3)

Phuong trinh (3) chi ra ring

wyr — hdng S0 = wy, .
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Cac phuong trinh (2) va (3) khi dd cho ta
O+ QP =0
véi Q = ‘lﬁ[_T’l ‘ wo, . Nghiém ctia né 1a
wy = Acos(Qit + @),
4 day A va ¢ 12 cac hing sb. Khi d6 phuong trinh (2) cho
wy = Asin(Q + ¢) .

O thai diém ban diu, cac thanh phin cla w trong hé quy chidu quay 13

w w
Wor = B woy =0, woz = 7
Ching cho ta
A=, =
V2
Do dé & thoi diém t, w c6 cac thanh phén
Wyr = —\(‘/)—5 cos(Qut + ),
wo.
wy = 7 sin(Qt +7) ,
w
Wy = E .

A 3 o P \ \ 5 . A - \ a I3
Nhu vay, ca dé 16n va thanh phin 2’ cla w déu 13 khdng déi va vecto van toc
g6c w md ta mét hinh ndn trong vét ran véi truc doc theo truc 2’. Noi cach
khac, w tién dong xung quanh truc 2z’ véi mét to6c do goc
Is—-1
I

w

V2
dé dudng xich dao 3 vi tri ngdi nha clia con bo thi vin tde gbe w phai & nita
duong gitlta cac truc 7’ va 2/, nghia la

Q=

w w
wzrzﬁ, wy =0, wzrzﬁ.
Diéu nay nghia la {3t = =, hoic thoi gian can thiét 1a

o V2 Iy N V27 2MR?

0 w |L—1| o 5mR?
2v2 4 2 , .

= _‘[" “rR3p V2 e~ 6x10%s |

Swin \ 3 3

2-BTALG CO HOC
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1222

MGt thanh ndm ngang cé khoi luong m d6 dai 2a. Hai ddu clia no dudce
treo bang hai sgi ddy song song c6 dé dai 2a. Thanh nay dét nhién bi tac déng
mot vin toc gde w quanh truc thang ditng qua tdm chia nd. Hay tinh

(a) khoang ¢ach A ma thanh sé ndng lén,
(b) do ting luc cang ban diu cia mbi soi day.
(Wisconsin )

1inh 1.199

Loi giai:
St dung mét hé toa do ¢6 dinh vdi ghe & tdm ctia thanh, truc = theo phirong
thang dirng va truc r doc theo phuong ban dau ctia thanh, nhu hinh 1199

(a) Chon mat phing xy nhu la mic chudn cho thé ning. Co niing toan
phan cha thanh tai thoi diém t - 0 khi né vira bi tac ddng mdt vén toe goc w
14
1 ma?w?
2 6

vi [ = ima?. Khi thanh & vi tri cao nhit /2, n6 chi ¢6 thé ning mgh. Theo dinh
luat bao roan nang luong ta co

gl — 1mcrdm2
B 6 '

hodc
7 .4
a“w
fr = =
bg
(b) Do déi xting, thanh sé ludn luén nim ngang trong qua trinh chuyén
ddng khi né quay xung quanh truc . Gid s tai thoi diém ¢ thanh & dé cao =
va no tao voi truc x mot goc 0. Gia thiét cac soi day la khong bi gian va khoans
cich gitta kiéu treo A’ va diém cubi A cda thanh 1a khéng déi. Toa dé cha A
va A’ tuong ung la (ncos @, asin®, =) va (a.0,2a). Nhu vy

a*(1 — cos 9)2 +a%sinf+ (2¢ 2)? = 4a?.



Co hoc Newton 349

nghia la
—4az + 20%(1 —cos8)=0.

Dao ham hai 1an theo thdi gian chiing ta thu dugc
22 4 25 ~ 202 + a®0sin 6 + a%0%cos6 =0,

hoic

1 o .
3= [22 + a®8sin§ + a*8* cosd] .
2a — 2
Ot=0,6=0,2=0,2=0,0=w,chingtacds = 3aw?. Nhu viy luc tac
dung thdng ding 1én thanh ting mét luong m3 = ymaw?. Do n6é dugc treo
bing hai sgi day twong duong nén dé ting luc cing trén moi day la
1 .1,

AT = Emz = Zmaw

1223

Mot thanh dong chit chidu dai 2a va khéi lu0ng M bi quay v6i vén tbe
gbc khong déi w trong mot vong tron nam ngang c6 tAm la B va ban kinh b.
Thanh c6 khép néi 3 A sao cho né chi cé thé dich chuyén tu do trong mit
phing thang ding chira né. Géc giita phuong thiang dimg va thanh 13 4 nhu
hinh 1.200. Lyc trong trudng clia qué dat la theo phuong thing ding.

(a) Tinh déng ning va thé ning ctia thanh theo 4, 6 va w.

‘(b) Tim biéu thitc tdng quat cho cac vi tri cAn bing c6 thé ctia thanh,

(¢) Giai biéu thirc tim duge 8 muc (b) bing phuong phap dé thi dé tim cac
vi tri cAn bing trong c4c géc phin tu 0 giita 0 va 2r.

(d) Vi tri cAn bing nao'1a n dinh? Khéng 8n dinh? Vi mbi géc phén tu ¢
cac vi tri can bing tdn tai phu thudc vao cic thong sé w, b v a nhu thé nao?

(€) Voi mbi goc phin tu 8 hay vé gian dd luc dé kiém tra dinh tinh sy ton
tai va ban chat clia cac vi tri ¢dn bang.

(MIT)
Lai giai:
St dung hé truc Ox'y'z’ vdi gbe O trung vdi B, truc 2’ doc theo truc quay

) N A 7 N ”, - 2 2 ’ s \
cta vin toc géc w va truc o’ 4 trong mit phang thang ding chita truc 2’ va
thanh.



350 ~ Bai tdp & o1 giai Co hoc

Hinh 1.200 Hinh 1.201

(a) Trong hé quy chiéu quay déng ning ciia hé 1a

T= %1_492 = % . ima? 0% = %mazsz .
Thé ning bao gdm hai phén, thé ning ly tﬁm va thé ning hip din. Trong hé
quy chiéu quay, luc ly tam tuéng tudng rmw?z’ phai duge dua vao trén moi
diém khoi lugng m, tuong Ung thc ning la — Imz'2.?. Vi toan hé thé nang ly
tim tudng tuong do la - EI w?, 6 day I, — 3muzbm 8+ b+ asind)?. Vi
thé ning hép din 1a mga cos #, chiing ta cé

1

- 1 L3 L} 9 1
V= gm [Saz sin® @ + (b + asin 9)"] w? + mgacosf .

(b) D& can bing, &7 = 0, n6 cho ta phuong trinh cho cdc vi tri ¢an bing
c6 thé ctia thanh

— i’ (b | ;usinﬂ) ra-cosfl omgasind =0
hoac

av? (b 4
f=———[—-—+—=8ind) .
tg p (a—i-sqm )

() Gia sl vé trai trong phuong trinh trén 1a f; va vé phai 1a f, va ching
dugc vé nhu cac dudng cong trén hinh 1.201. Cac vi tri can bang dugc cho bai
cac diém giao nhau trén dd thi. C6 thé thay rang vi tri can bang xay ra wong
cac goc phan wr thd hai va phén tu thir tu cda . Trong goc phén tu thir ba,

f1 = tgf la duong, va
= (—* + ﬁ— qmﬁ|>
g9 3g
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vi sin 8 13 4m. Ta thiy ring chi khi f; 12 duong v du 16n c6 thé c6 mét hoidc
hai vi tri cin bang, cac trudng hop khac sé khong ¢6 vi tri can bang.
(d) D€ vi tri can biing 12 6n dinh chiing ta cin

d*v
a7 "
& vi tri d6. Vi

dav

5= —mw? (b+ %asinG) acos@ — mgasin@ ,

y X
chung ta can

% =- %ma2u}2(COS2 6 - sin® 6) + mabw’ sin @ — mga cos §
2
~ m_‘;% (%an sin Atg%6 + bw?tg?6 + bw2)
ma cos? 6

— _ 3 2
= (—gtg°0 + bw*) > 0

d€ vi tri cin bing 4 1a 6n dinh.
Khi 8 & goc phin tu thit hai (5, 7], visiné > 0, tg8 < 0, ching ta c6

d*v

402 >0

va can bang la dn dinh.
Khi ¢ & gbc phén w1 thi o [37", 27}, as siné < 0, tgh < 0, ching ta cd

d2V

207 <0

va can bing la khéng dn dinh.
Khi § 1a & géc phén r thit ba [, 22|, ching ta viét

d’V  macos?b 4 , . 2 2 2
207 = sind (gaw sin 0tg“8 + bw” sec 0)

maw? (4 | maw? 4 . .3
= ond (gasm 9+b) = lsnd] (b—é—a]sxnﬂ)
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lal fis.

Hinh 1.202

vi sin® < 0. Khi dé néu b < salsin§)?, can bing la én dinh va néu b >
e sin |, thi cdn bing 1a khdng dn dinh.

(&) Gian do luc cho méi trudng hop can bang dude mé ta trong hinh 1.202,
trong do (1), (11), (1i1) tudgng ung vl cac goc phfm tu thit hai, ba va bon, vdi
T va £ ki hiéu wa do ban [& va hre ly tam wéng tudng. Xét dé léch nho 46
khoi vi tri céin bing ching ta thiy ring (i) 1a bén con (iii) 1a khdng bén, trong
trudng hdp (ii) tinh hudng la kha phite t@ap. Viéc can bang hay khong cin bang
d déy 14 phu thude vao cdc gia i tuong d61 clia tham sb.

4. PONG LUC HOC CUA CAC VAT BIEN DANG BUCC (1224 1272)

1224
Mot sgi day bi kéo cing gilra hai giad dd ciing cach nhau 100cm. Trong dai
tan so gita 100 va 350 Hxz chi ¢o cac gia tri 160, 240, 320 Hz 14 ¢6 thé bi kich
thich. Hay cho biét buéc song cia mdi kiéu dao déng?
(Wisconsin)

Lai giai:

Khi hai dau cta day bi cd dinh ching ta co nx = 27, d day 1. 1a do dai cla
sdi diy va n 13 mot sd nguyén., Cho bude séng Ung vai cic tan sé 160, 240,
320 Hz tuong Ung la Ay, Aj, A,. Khi do

Ay = (e + 1)A — i+ 2)A; =200,
160A; = 2408 = 320A; .
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Nhu vay n = 2, va

Ap — 100 em | A = 67 cm Ay=500cm.

1225
(a) Viér phuong trinh lién hé tin s6 co ban cila mdt s day véi cac tinh
chat vat ly va hinh hoc cha soi day.
(b) Ban hay rit ra két qua wf cac phuong trinh Newton bing cach phan
tich nhirng gi xay ra doi voi mot doan nho cla sdi day.
(Wisconsin )

X xX+Ax

Ehinh 1.203

Lai giai:
< 1 L | 3 a ” - ~ . - . - . [ 4 .
(a) Gia st w 14 tan s co ban clia mot soi ddy co do dai {, mat d6 tuycn tinh
pvaluc cing F. Phuong uwinh ién hé Flivapla

—
|
Iy

n

f'
eIV

(b) X¢t mot doan nho Al ciia sgi day doc theo phuong i« chiu cae dao dong
1nhd va coi £, Fs 13 cac luc cing & hai ddu, nhu hinh 1.203. V6i dao déng nhd,
¢ = 0 va A# la luong nhé béc hai. Hon nita vi khéng cé chuyén déng cda r,
chang ta co thé iy thanh phan r cla luc trén doan Al 14 bing 0. Do dé

fr = Frcos(8@ + A#)  Fcosf

(I — Fyycostl — FuAfsin@
= f“'_g = f"| =0 ;

&
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hOéC Fr= Fy, Khi d6

f, = Fsin(f + A8) ~ Fsinf ~ Fd‘:’i‘;‘vo
= F’cosﬁﬁAx ) FQ—G‘A:L' .
dr dz

Dbi voi gbe 6 nho,
T dx dr dx?’
va phuong trinh trén trd thanh
8%y 02

_ YA,
pAl 52 FB:L‘QA:L

theo dinh luit hai Newton. Vi Al ~ Az, diéu d6 cho
Py oy _,
oz? F otz

né la phuong trinh cho mét séng véi van te truyén

D6i voi kifu dao dong co ban trong mot sgi day chidu dai I véi hai ddu duge
gin cb dinh, budc séng X duge cho bdi I = /2. Do dé tin sb géc ca ban la

1226
Mot soi day dan viblong cé d6 dai L va coi 14 ¢b dinh chic & ca hai dau.
Am co ban clia sgi day hd ¢6 tin sb 14 fo. Nguoi nghé si kéo vi trén s¢i day
dan & vi tri L/4 k& tit mét ddu ciia sgi ddy va cham nhe 3 diém giira.
(a) Trong nhiing diéu kién nay, tan s6 thip nhat ngudi nghé si c6 thé kich
thich ddy dan la bao nhiéu? Phac hoa hinh dang cia sgi day.
(b) V4i nhirng diéu kién nay, tin sé ctia hoa 4m cao thu nhét 13 bao nhiéu?
(Wisconsin )
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Hinh 1.204

Loi giai:

(a) Voi soi day dan hd, budc séng )\, tuong ting véi tin s6 co ban f, dugdc
cho bdi A\g/2 = L. Khi ngudi nghé si kéo vid vi tri L/4 tit mdt dau day va cham
vao day dan & vi tri L/2, diém trudc 13 niit séng con diém thir hai 1a bung song
do d6 Ag = L. Do d6, s¢i day dan c6 dang nhu hinh 1.204 va fo & 1/, tin
s6 ca ban 1 2f,.

(b) Tan sb chia hoa 4m cao thi nhét 4.

1227
Mot soi day dan ghita cé chiéu dai 80 cm va tin sb co ban 1 400 Hz. Trong
kiéu dao dong co ban ctia né thi dd dich chuyén 16n nhét & chinh giita 1a 2 cm.
Néu luc cing cha sgi ddy 13 10° dyn, thi cuc dai cia thanh phén lue 8 diém
tra cudi, vén vudng gde vai vi tri can bing clia soi ddy dan 1a bao nhiéu?
(Wisconsin)

> X (cm)

9 .
{
Hinh 1.205

Loi gidi:
Su dung hé toa do Descartes v01 truc z doc theo vi tri can bang ctia soi day
va gbc dit 8 mdt trong cac diém cubi ctia né. Khi dé hai diu cb dinh tai cic vi

tri x = 0 va zr = [ = 80 cm, nhu hinh 1.205. Tai £ = 0, thanh phan y cua luc
tac dung lén diém tua 1a

Fszsin():TG'VTg—y
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6 diy T la luc cing trén soi day. Sgi day dan ¢ dang hinh sin

= o2

VOiw = 22 = 200 = 2% 4y = 2 cm. Nhu vay
2 51 (f m) cm .
= S —_ —
Yy in {wt — o5
Do dé 38z =0,
F,=—

cos (wt)

80
va .
Fymax = T{;—O = T7.85 x 10A1 dyl'l .

1228

MOt song hinh sin truyén theo phuong ngang trén mot soi day bi kéo cang
c6 khéi tuong trén don vi do dai p, co thn s6 w va vén toc séng 1a c. Bién 4o
cuc dat la yo, 8 day yo < A. Séng truyen theo chiéu tang cua x.

(a) Viét biéu thirc cda bién do y nhu ham cfa t va z, 8 day » 13 khodng
cach do doc theo day.

(b) M4t d6 nang luogng (nang luong/don vi dé dai) 1a bao nhiéu?

(¢) Cho biét cong suat truyén doc theo diy?

(d) Néu séng dude tao bdi mot thiét bi co hoe d diém 2 = 0, tim luc ngang
Fy(t) tac dung 1én soi day.

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) y = ypsin [u.) (t— f)]

(b) Moi diém séng truyén qua déu tham gia chuyén déng didv hoa don
gian. Xem xét mot phin ny cla dy nr z t6i z + Az. C6 ning cta phin tir nay
12 tdng ctia ddng ning va thé nang va la mét hing sb bing cuc dai déng ning

clia phan t& nay. Vi
T
4§ = wyg COS [w (L — —)} .
C
van toc dao déng cuc dai ctia phin tlf 14 wyo va ¢o ning toan phan clia né 1a

1 5 1
§Am . wlyg = g H2Az .
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Do d6 ning lugng trén don vi do dai cua diy la

1,
b=§pw2'y5-

(¢) Vi séng truyén & van toc ¢, n3ng luong truyén qua mét diém trén soi
day & thoi di€m ¢ 12 Ect. Do dé céng suit duge truyén 13

1 .

—2~/)cw2yé .
(d) Luc cang T cua sgi diy duoc cho bdi ¢ = \/§ (bai tdp 1225). Luc

ngang do thiét bi cd hoc tac déng 1én day & vi tri r = 0 1a (bai tap 1227)

o
F,(ty=-T (()%)T_O = pcwyy cos{wt) .

1229 .-

Mot soi day dan viblong c6 chién dai 0,5 m va c6 tan sb co ban a 200 Hz.

(a) Cho biét thc d6 cia mét xung ngang truyén trén soi diy nay?
(b) Hiy vé dang clia xung & thdi di€m trudce va sau phan xa 8 mot diu sai
dav.
() Hay vé phac hoa hinh dang cla 501 day trong hai kiéu dao déng bac
cao hon tiép theo va cho biét tAn sb ctia mbi kiéu dao déng.
(Wisconsin)

Truéc phin xa
- = —— ﬁ:l.OOHz
3\/-
STNG o /:=600H:2
Sau phdn xa

Hinh 1.206 Hinh 1.207
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Ldi giai:
(a) VOi mét soi day c6 dd dai ! bi gin chiit 8 hai dau, thi budc séng A clia
kiéu dao déng ca ban dudc cho bdi A/2 = I. Tir d6
v=Jv=2=2x0,5x 200 = 200 m/s .
{b) Hinh 1.206 cho ta hinh dang c¢da mét xung trudc va sau khi phan xa
tit mét ddu soi day.

(¢) Cac tin sb chia hai ki€u dao déng béc cao hon tiép theo 14 400 Hz va
600 Hz. Hinh dang tuong (ing clia s¢i diy duge mé ta trén hinh 1.207.

1230

MOt sgi day dan piano ¢6 chidu dii ! duge cb dinh hai ddu. Soi diy c6 mat
dé khéi luong tuyén tinh o va luc cang 7.

(a) Tim cic nghiém dugc phép cho dao déng cta soi ddy. Cac tin sb va
budc séng cho phép cua sgi diy 1a bao nhiéu?

(b) O thai diém ¢ = 0 tai diém gita soi dy bi kéo ra mét khoang cach s so
véi vi tri cin bing, do dé né tao thanh mét tam giac can. Sau dé sgi day durge
tha ra (s < I, xem hinh 1.208). Tim chuyén d6ng tiép theo ctia soi day bing
phuong phap phéan tich Fourier.

(Columbia)
y
‘VW
; ; ; > X
7
Hinh 1.208

Loi giai:

(a) Dao ddng cua sgi ddy dugc mé ta bdi phuong trinh séng (bai toan
1225)
oy oy _
0x?2 T ot? '
theo cac diéu kién
y(0,t) = y(I, ) =0
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dbi vai tht ca ¢. Gid s

y(z,t) = X (t)A(t)
va tu trén ta thu dugce

1 d&?X _ G d’A

X dz2 ~ TA d2
Vi vé trai cha phuong trinh chi phu thudc vao z va vé phai chi phu thude vao
t nén mbi vé phai bing mot hiing s6; gid st né 12 —k2. Khi d6 chiing ta cé cac
phuong trinh vi phidn thudng

22X,
o TEX=0

d’A .
2 +1%k%2A =0,

o day v =

QN

Nghiém cua cac phuong trinh trén tuong ung la

X(z) = ¢ cos(kz) + cosin(kz)
A(t) = by cos(vkt) + by sin(vkt) .

V6i didu kién bién X (0) = X (I) = 0, chiing ta c6
cp =0, cysin(kl) = 0.

Vi cd ¢y va c, khong thé bing 0 (néu khéng y(z,t) phai déng nhét bing 0),
chung ta phai chon sin(kl) = 0 hoic

kl = nm, n=1273....
Nhit vay nghiém tdng quat dude phép la

(o o}
t A
y(z,t) = Z [An cos (m;v ) + By, sin (n:v /|] sin (?) )

n=1

0 day ta di thay cac hing $6 tich phan bycy bdi A, va bycy bdi B,, vdi n la sb
nguyén. Mdi sb hang trong nghiém téng quat 13 mét nghiém dugc phép tiong
tng v 6i mot kiéu dao déng cho phép. Chu ki déi véi kifu dao déng thit n

duac cho bgi
nmy

TTn=2ﬂ',
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A I
tan so la

va budc song la

y__Y¥ _3
r l-7x %’
diéu kién ban diu la
. . Z
2sz déi véi 0<z< -,
l 2
y(z,0) = 2s(l — x) ' l
— 7 doi vei igxgz.

Hon nita, ban du sgi diy d trang thai nghi, bai vay
T do
va A, dudc cho bdi

y(z,0) = g Ay sin (?) .

Nhan ca 2 vé véi sin(mrz /1) va lay tich phan tit 0 i !
/l (x,0)si (m”) dz f:A /lsin ("”)sin (m”) dz
x, sin I = n 7
o 7 ! 2 ] !
{
.oy [TMTTT
= Am/O sin? ( ] ) dx

Al

T 1
/ sin? ¢df = = Al .
0 2
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Tix d6

% [27 z sin ;T )dz + 2s /; (1 - %) sin (m;rr) d:r,}

= (m7r)2 sm( 5 ) .

ta da st dung cac céng thirc

4 1
/ sin(mz) sin(nx)dr = §7r5mn ,
0
. 1 T
/zsm(a;r)dz = — sin(azx) — - cos(ax) .
a a

Nhu vy chuyén déng clia s¢i day duge mo ta bai
= 83 nmw nrvt nnx
y(z,t) = g ()’ sin (—2—) €os ( 7 ) sin (—7—)
VOi v = \/?

1231

Mot 16 xo & trang thai nghi c6 dd dai X, hé sb dan hdi k va khéi luong m.
Mot dau né duge gan cb dinh, ddu con lai gdn vdi mét vat ning ¢6 khdi ludng
M. VAt M chuyén déng khéng ma sit theo phuong ngang trén bé mit.

(a) Viét phuong trinh séng dbi véi dao déng theo phuang doc clia hé nay.

(b) Tim tan s6 cua ki€u dao dong thap nhét theo khoi luong trong truong
hop khi M va k 1a hitu han va m <« M.

(Princeton)
Lai giai:

(a) Dat truc x doc theo chidu dai 16 xo véi gbe 6 ddu bi gin cb dinh vao
gia. Xem xét mot doan Ax trong khoang tit z t8i z + Az nhu hinh 1.209. Lic
dé, khi M dich chuyén vé phia phéi thi difém =z dich chuyén t6i z + £ va difém
£ + Az dich chuyén tdi £ + Az + £ + A¢ nhu hinh 1.210.
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— X ——>
o : ] —> »

x xolAx

Hinh 1.209

0 —> x
xef  weAxsE.AE

Hinh 1.210

Coi o 13 sult Young cda 1 xo. Lite phuc hdi £ duge cho béi F = acAl/l, &
déy a 13 dién tich tiét dién clia 16 xo va Al/! 13 d6 din wén don vi dd dai. Viét
K, thay cho ao. Luc t8ng hop lén doan dang xét 1a

o€ o€
F.‘.r z x:K o - K _ ,
a B 0(6I)I+Ar 0(81:)1

mi theo dinh ludt hai Newton né bing pAz (82€/6t2) _, p 14 khéi lugng trén
don vi 46 dai ctha 16 xo, gia thiét khong d6i déi véi cac dd dan nhd. Béi vay

(76) -t (%), ), K (76 |

a2 p AT " p \ 01
hodc
g% m 2%,
8.’122 K0X6t2— ’

Day 1a phuong trinh lan truyén séng doc theo 15 xo va cho vén tbe truyén 1a

v:\/KOX=X\/£_,
m m

do k = Kjy/X theo dinh nghia.
(b) Thit mét nghiém

£z, t) = o(r) cos{wt + ) ,
6 day w, v 14 cac hing s6. Thay chiing vao phuong trinh séng ta duoc

0%
o2

+ K%, =0,
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6 day
mu)2 LL)2

T KoX 2

K2
Nghiém tdng quat cia né 1a
&0 = Asin(Kz) + Beos(Kz),

A, B 1a cac hing sb tich phan. Diéu kién bién &, = 03 z = 0 cho B = 0. Tir
dinh luit Newton hai chiing ta c6

AN ¢
M(Eﬁ)x = Ko (a)x !

KXtg(KX) = % ,

ma c6 thé giai d€ dua ra cic gi4 tri ciia K, va 1t d6 it ra cac tin s6 dao déng
“ctia 16 xo.
Dbi véi m <« M va tin sb thip nhit, tg(K X ) ~ K X va phuong trinh trén
trd thanh

hoac

me -~

k ~
\ » X $ s A A \
tir do cho tan so goc thap nhat la

NE

==

Luu v ring day chinh 13 tin sé dao déng chia mét dao déng tit bao gom
mot 16 xo khébi luong khdng déng k&, hing sb luc k véi mét ddu duge gin chit
va mét dau kia gin vai vat c6 khébi luong M.

DE thu duge nghiém gin ddng chinh xac hon, ta khai trién

tg(KX) =KX + %(KX):" 4

va chi quan tdm t6i s6 hang diu tién. Khi d6, chiing ta c6

-1
2_ M 1 2| Lmy_ 1 2
(KX) _M[1+3(KX)} ~ [1 3(KX)} ,
hoic
9 3m
- BM +m)X?’

U8TRG COHOC
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tir d6 cho
3k
3M +m '

1232

(a) Gia stt ban ¢6 mét 16 xo khéi luong déu trén don vi dé dai 13 p chidu
dai ! va hai dAu bi giit véi luc cang T Thiét 1ap phudng trinh cho cac dao déng
ngang nho cua lo xo va sau d6 tim cac tan s6 dao dong riéng.

(b) Bay gid ta xét trudng hop mét 16 xo duge tha mét ddu wr do, diu con
lai duge gan vao mét cai sao thang ding va né quay xung quanh cai sao nay
v6i van toc goc w (bo qua tic dung cta luc hap dan), nhu hinh 1.211. Hay
thiét 13p phuong trinh ctia cic dao dong nhd trong trurdng hop nay.

(¢) Tim céc tin sb riéng.

(Goi y: phuong trinh ban tim dudge phai c6 cac sb hang tira nhu cac sé hang
cua cac da thic Legendre).

(CUSPEA)

Hinh 1.211

Loi giai:
(a) Xem xét mdt doan ctia 16 xo nhu trén hinh 1.212. Thanh phin y cla
luc cing 8 r 1a

Fy(r) =—-Tsin0~ -TO~ -T % .
y T
T

Tuong tu 8 z + Azx

: ~T(%
Py(I+AI) ~T(6I)I+AI .
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Cha y ring 7' 12 hiing s6. Nhu viy

Flr + Axr)— Fy(z) T|(L;y) o (gf) J :T;T, (%) i
. OF f 24 Az L/ z 3

r}y
az

Doan c6 d6 dai Ax, khéi lugng pAx, va dp dung dinh ludt Newton hai cho
doan nay ta co

Ar.

dy  p iy
art U ot
Dﬁy 1a phuong trinh song cho cdc dao dong ngang nhd, van toc truyén la

\ -, Nghiém 16ng quat la (bai tap 1230)

e ]
it it i
yloot) = Z (i cos L {{ — I3, 510 nr;r )sin ”jl .
1

- ] 4 .- )
Cac tan s0 riéng la

¥ T
B
_.{ i .
L i’iﬂi
X
X Xafx

Hinh 1,212

(b) LAy hé& quy chiéu quay ()ryz gin vdi 10 xo, truc y doc theo truc quay
va truc 1 1a doc theo Lo xo. O day mét luc ly tam tudng tugng tac dang lén 1o
xo dugc cdn bang voi luc cang. XéL doan Az trén 10 xo. Chénh léch luc cang
gitta cac diém mut ctia 1o xo la

~AT = pAr - cw? |

tir do
ar
idr T
Lay tich phan va ap dung diéu kién bién T = 0 tai » = { ta dugc
1

T = alr,wl‘!(l"! 4.



366 Bai tdp & i gidi Co hoc

Lam theo quy trinh & (a) ta dugc

e Oy
Fy(z + Az) — Fy(z) = (TE)1+AI (Tax)

Theo dinh luat Newton hai ta duge

8%y 911 5.2 2, Oy
pAIWF£[5W (l —I)a] Al’,

hodc
0 oy 2 o2 y
iy 12 2N TY - ~ZJ
Bz [( * )ax] w? Bt
dbi vai cac dao déng ngang nho.
(¢) Thir mét nghiém kiéu y ~ e~** va gia st € = . Khi d6 phuong trinh
trén trd thanh

6 292

v8i 0 < € < 1. Phuong trinh vi phén néy o cac nghiém hitu han néu

20 _ n(n+1)
w? '

n 1a s& nguyén. Phuong trinh trén duge biét nhu phuong trinh vi phén Leg-
endre va cic nghiém la da thitc Legendre. Do dé cac tin s6 riéng duoc cho
bai
Q w /1
5 = E En(n + 1) ,
8diayn = 1,2.3,.... Tuy nhién ching ta vin phai lam théa min diéu kién bién
y = 0 tai £ = 0. Diéu nay gi6i han n cho phép chip nhin cac gi tri nguyén 1é
1,3.5,... vi cc da thitc Legendre P, (€) = 0 8 £ = 0 chi dbi véi gia tri I8 cha
n.

1233
M6t 10 xo dai c6 mat dé dai (khbi lugng trén don vi 46 dai) u chiv he cing
T. Mot chit diém m dude gin & mot di€m dic biét trén 16 x0. Mot song véi
tan s6 goc w truyén doc theo 16 xo t6i tit bén trai.
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(a) Tinh ti 1& ning luong t4i bi phan xa trd lai bdi khéi luong m.

(b) Gia thiét ring khéi luong diém m bi thay thé bang mét 16 xo ¢6 mat dd
dai p > p va dd dai ngén ¢ sao cho { = m/puy,. Voi khodng cac gia trj d6 dai
I bing bao nhiéu (v6i m ¢b dinh) d€ ciu tra 181 trong (a) van 13 gin ding?

(CUSPEA)

Hinh 1.213
Loi giai:

(a) Chia khang gian thanh hai khu vuc véi diém chia tai m, tai day dit gbc
ctia truc z nhu & hinh 1.213. Trong khu vure 1, gia thiét ham séng 12

y(l) — eik:t + Ae—tkz )

3day k = w/v, v = /T/p 13 vn téc ctia séng (bai tap 1225), s6 hang thit hai
3 vé phai biéu dién séng phan xa. Trong khu vic 2 chiing ta c6

4 = Beikr |

Tai ¢ = 0, noi dit khdi luong m, ching ta cin

y(l) - y(i)
nghia la
1+A=B. n
Hon nifta, xét cac luc tic dong trén chit diém m ching ta c6
2 (2) (1)
mot =T g T g
& day thay cho y chiing ta c6 thé stt dung y(1) hoiic ¥, Khi 4y
—mw?B = ikT(B -1+ A) . (2)
Giai (1) va (2) ta ¢6 |
2
A= T+
2ikT

- 2ikT + mw? ’
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Do d6 ti 1& nang lugng toi bi phan xa la

m2ut

2 _
AP = T maat

(b) Tinh toan trong cu (a) vin 4p dung dudc véi diéu kién! < A, 3 day X
1a budc song, la

27 27rv_21 T

k w w Y i

Do dé diéu kién & day dé cau tra loi trong cau (a) vin gin diing 12

2n T
l —4/—.

w\p

1234

M&t 10 xo rit déo cé mat dd khéi luong dai déu p va dé dai L. M6t ddu cia
16 x0 dudc treo trén gia cb dinh, diu con lai d€ tu do, nht 6 hinh 1.214.

(a) Tim phuong trinh dao ham riéng mo ta dao dong ngang nho (trong
mét mit phing cia 16 xo) va tif né tim phuong trinh vi phén cho dang clia cac
ki€u dao déng chuin tic.

(b) St dung phudng phap chuin (chuéi liy thita) d€ gidi phuong trinh vi
phan nay (meo bién né thanh phuong trinh Bessel 1a khéng can thiét) va sir
dung phuong phap xap xi s6 tri d€ tim tin s6 ctia ki€u dao déng chudn tic
thip nhét.

(Princeton)

Hinh 1.214



Co hoc Newton 369

Loi giai:
(a) St dung hé toa d6 Oxyz nhtt hinh 1.214, theo thu tuc & bai 1232, theo
dinh luat Newton hai, véi doan Az ctia 10 xo, ching ta cé

9%y Oy dy
pA 8-(2 a (Ta>z+A1 ( 61:) ’

%y 0 Oy
P50 = oz (Ta_> -

Luc cang 7' & 16 xo tai diém « lién hé véi trong luc béi

hoac

L
T=/ pgdz = pg(L — x) ,
T
bdt vy phuong trinh trén trd thanh

2
0%y 0 [(L

Oy
a2 =95 L 95, ] -

oz

Diy la phuong trinh dao ham riéng mé ta cac dao déng ngang nhé cua 1o xo.
St dung phudng phép tach bién bing cach dat

y(z,t) = §(z)7(t) ,

ching ta thu duge
ag

%

Vi vé trii cha phuong tnnh phu thude duy nhat vao t va vé phal phu thudc duy
nhat viao z, nén mébi vé pha1 bing mét hang s6, bing — ), ching han A 12 mot
s6 duong. BAi vy chiing ta c6 cac phuong trinh vi phan thuong tuong duong.

2
1d7r _1d (L -
gr dt?  £dzx

4 [(L—z)jg] +A=0,

d?r

W‘f‘/\gT:O

P <A A .
biéu kién bién la

y(0,t) = 0, y(L,t) = hiru han ,
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nghia la
£(0) =0, €(L) = hitu han .
(b) Phuong trinh £ c6 th€ dudc viét 1a

(z—LY"+& - X=0.

Vi z = L 1a diém di thuang, phuong trinh cé nghiém dang

£ = ian(I—L n
n=0

Khi d6

oo

nap(z — L)""1 = Z(n + Dapp1{z - L),
0

T
It
...Mg

o0

i n(n+ Vansy (@ — L) Z(n — Dnan(z — L)"2,

2

o0

i (n— Dnap(z — L)" ! = Zn(n + Daps1(x — L),
2

]

| |

va phuong trinh £ trd thanh
(a1 — Aag) + Y _{(n+1)%ans1 — Aanl(z — L)* =0
1

Dit bang nhau cac hé sb ctia (z — L)™ & ca hai vé cia phuong trinh, chiing ta
uim dugc

a; = Aag, a =_——1=a
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T do
A 22
a2 2—201 Egao s
a A A3
3 32 2 (3 ) 2)2 0 »
An
cho ta

o0 An
é(z) = ao; W(I -y
Diéu kién bién £(0) = 0 cho ta

oQ
(=D (AL)" 13,9
AL) = ~————"—=1—-AL+-XL*~...=0.
f(); ()2 1= AL+ 0
Phuong trinh nay c¢6 thé dugc gidi d€ tim cac nghiém AL, cic nghiém nay cho
cac tin s6 clia nhitng kiéu dao déng khac nhau, v/ig/2n, theo phuong trinh
T. .

D6i vai mét nghiém gin ding ching ta chi giit lai cic sb hang téi n = 2
trong f(AL)

1
FOLY~1— AL+ Z(AL)’ ,

Phuong phap xap xi clia Newton cho ta nghiém gin dung chinh xdc hon ctia
f(AL) = 0, ax41, néu chiing ta nhip mét nghiém gin ding ay bing céc tinh

flak)
flow)

Qi+l = O —
Vi 1

FOMLY~ —14 5L,
néu ching ta liy a; = 0, thi

ag = 1, flon) ~ 0,25,

0,25
a3=1—_05=1,5, f(aa) = 0,625 .
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Vi f(a3) 12 qua gan O nén ching ta c6 thé liy aa = 1,5 12 nghiém duong nhé
nhat. Nhu vay
1.5

/\min =5

L
dbi véi kiéu dao ddng thip nhit. Khi d6 dbi vai kiu dao dong nay

7 = Acos(y/Ag t) + Bsin(y/Ag t)

~ L. /39
27 ¥ 2L

R A yr
va tan s0 la

Vmin ~

1235

Mot gidi thiéu chitng minh bai gidng thong thudng mé ta nhu sau: nim
hoac kep mét thanh nhém manh, dai mét mét & tAm. Dlng bua dip vio mot
d4u theo chiéu doc cta thanh (nghia 14 song song vdi truc cia thanh) va két
qua tao ra mot séng 4m cb tin sb 2500 Hz.

(a) Tit thi nghiém nay tinh td¢ dé truyén 4m trong khéng khi.

(b) Tinh t8c d6 truyén séng 4m trong nhém.

() Liéu ban c6 thé giit thanh nhém dé kich thich & tin sb 3750 Hz? Dap
vao diu nao clia thanh nhém ¢6 quan trong hay khéng? Giai thich.

(d) Gia thiét ban nim thanh nhém & tAm cda né nhu & trén nhung dap
ngang thanh chit khdng phai doc theo thanh. Hay giai thich dinh tinh tai sao
séng 4m tao ra lic nay c6 tin sé thip hon trudng hop trén.

(UG, Berkeley)
Lai giai:

(2) Piém ma bua dép vao thanh 14 mét bung séng va diém né bi giit 1a nit
séng, V&i thanh bi git 3 tAm va mét diu cta né bi dap thi budc séng A quan
hé vdi d6 dai cia thanh L qua biéu thitc ) = 2L. Do dé tdc dé truyén 4m trong
nhom la

va = vA = 2vL = 2 x 2500 x 1 = 5000 m/s .

A > ’ n A < \
Toc d§ cta séng 4m trong chét rin 1a

v =

° |



Cd hoc Newton 373

& day Y 1a sult Young (sudt dan hdi) cdia vét lidu va p 13 mjt db clia né. Toc
dé am thanh trong chit uu la

& day M 1a suit nén cla né va p 1a mat dé. D6i véi st nén doan nhiét ctia mét
chét khi, M = vp, & day p 12 ap sult clia né va ~ 1a d sb cac nhiét dung riéng
chinh ciia né; v = 1,4 d6i v6i khéng khi, mét chét khi ludng nguyén tit. Do dé

Ukheng khi _ [ _1,4ppa
VAl Y Puhong kni

p=1,013 x 10° dyn/cm?®  (4p suét tiéu chuin,)
Y = 7,05 x 10" dyn/cm? ,
pal = 2,7 g/em’® |
Prhong khi = 1,165 x 107% g/em® (8 30°C) ,
Ukhong khi = 6,83 X 1072 x 5000 = 341 m/s .

Vai

(b) va = 5000 m/s.
(¢) Gi4 st thanh bj giit 3 khoang z tinh tir diu bi bia dap. Ching ta ¢6

Ir =

A_ v o 5000 —lm
4 dv 4x3750 3

Tir d6, thanh phai dudc giit & vi tri 1 m so véi diém bi bda dap. Néu duoc giit
nhu vay nhung dung bia dip & dau kia chiing ta phai ¢6

vi thn sé sé phai 14 1875 Hz.

(d) Néu thanh bi dap theo phuong ngang, séng tao ra sé la séng ngang,
khéng nén va van tb¢ truyén khi d6 duoe cho bai

N
V=4 —,
p
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1 ” o [ L 2 i 3 & [ 1 i
0 ddy N la suat trugt. Vi suat trugt cua mot chat ran noi chung nho hon suat
. * - » n & - s . 1 A -
nén cuia no, nén van toc » bay gid 1a nho hon. Va vi
LI

M = —

2L

nén tan s6 dudc tao ra la thip hon.

1236

(a) Mdt soi ddy dan vidléng co dd dai L vdi mat do dai p kg/m va luc cing
T niuton chiu cac dao déng nhé, (hinh 1.215 (a)). Viét cac nghiém cho hoa
ba co ban va hoa ba thit nhit va vé su phu thudc cta 2 ctia ching. Hay dua ra
tan s goc wy clia hoa ba co ban va ciia tin sb goc w, cia hoa ba thif nhat.

(b) 1/3 bén wrai cha soi didy dan dugce boc sao cho lam tang mat d6 dai caa
n6 thanh 4 kg/m (hinh 1.215(b)). Lip lai nhu phan (a), nghia 1a dua ra va
vé phac hoa ba co ban va hoa ba thit nhit méi va biéu dién cac tan s6 goc méi
w1 va wy theo cac tin sb goc ban REL W) Va ws trong phﬁn (a).

(UC, Berkeley)

a
(5) 3— L/3 L3 : ws
I = - (o] M
Hinh 1.215 Hinh 1.216
Loi giai:

(a) Sit dung hé truc toa dd nhu hinh 1.215(a). Phudng trinh chuyén déng
ctia diy dan 1a (bai 1225)
Py pdy

. W it

ar?r T ot?

tit do ta thay ring song truyén doc theo day dan v = VT/p. Vi hai dAu cia
déy dan bi ) dinh, kiéu dao dong co ban (hinh 1.216(a)) ¢ budc song A; cho
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bai

A s R A , 2 \
Tir d6 tan so goc co ban la

2rv W

T T

=

Nghiém dbi véi kifu dao déng co ban 13
y1 = A; sin (%) cos(wit + 1) ,

& day A, ¢, 1a cac hing sb dugc xac dinh tir cac diéu kién ban diu. Budc séng
ctia hoa ba thit nhét (hinh 1.216(b)) 1a Ay = L. Do dé véi hoa ba thit nhit tn
s6 goéc 1a

_ 2rv 27 (T

“= 5T T\G

va nghiém la
) 2nx
ya = Aysin (—L—) cos(wat + 2) ,

& day As, o 12 cac hing sb dugce xac dinh uf cic diéu kién ban dau.
(b) Cac phuong trinh chuyén déng dbi véi hai phin 1a

0%y 4p 0%y L
I S <zr< —
o2 T o O O<zs3
0%y %y L
_ 2z v _ —<z< L.
o Tor g sesl

Cac diéu kién bién la cho tht cd ¢,y = 03 = = 0, L, va y va 8y/dz 1a lién tuc &
x = L/3. Nhu vy cac nghiém ctia cAc phuong trinh chuyén déng la

L
(Alcoswt—erlsinwt)sin(ﬂx) , 0<z< 3
y(z,1) = o I
(A coswt + By sinwt) sin [U—(L—z)], ESISL’
2

vai

T T
vy = 4 —, vy = 4/ — = 21
p 7
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va

L
(A} coswt + By sinwt)sin (dw)
4!

L
= (A, coswt + By sinwt)sin (3—“)) ,
U1

i(Al coswt + By sinwt) cos (L_w)

U] 0N

w Lw
= ~—(Aycoswt + Bysinwt)cos [ — | .
21)1 ( 2 2 ) <3U1 )

Dat biang nhau riéng ré cac hé sb clia cos wt va sinwt 6 hai vé ctia hai phuong
trinh cudi cung ta duge

w Lw w Lw
By — By—cos|{ — ) =
i cos (31}1) + 22’01 cos (31}1) 0

Dé cac Ay, As. By, B; khong phai tit ca déu bing 0 ching ta can

. Lw ) Lw
sin m———— ‘— 8In _—
3vy 3y 3w ../ Lw Lw
= _—sin| — |cos | —
w Lw v Lo 2uy
Y eos | — 2 cos{ —
0 301 20 3u;

_ dw sin 2LwY 0
T 4, 3v;

3n 3

nghia la
2Lw
31

= nm. n=1,23,....
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Tir 46 cAc tin s6 goc co ban mdi clia hoa ba co ban va hoa ba thir nhat la

, _3mnn  3r [T 3

NEDL T ALV e vy
;, 6mvy 3w T3
2T D Ta\ T vy
D&i véi tan sb co ban ),
Az = Ay, By=B;.
Dbi vai tan sb hoa ba thit nhit wf,
Ay = —24,, By=-2B,.

Cac dang song tuong ung dudc veé trong cdc hinh 1.217 (a) va (b).

la) TS —mm wy
(]
t
(
)
(b) M wy
Hinh 1.217
1237

Mot sgi day dai vé han ¢6 luc cing T va mat d6 dai 0. O t = 0, d6 bién
dang ctia soi ddy duoc cho bdi ham f(z), va phéin bb vin tbe ban diu cita nd
dudc cho bdi g(z). Chuyén ddng cia soi day 8 thoi diém ¢ > 0 12 nhu thé nao?

' (Chicago)
L&i giai:
Bién dang cla sgi ddy truyén di nhu 12 séng, tuéin theo phuong trinh séng

o? 1 92
y Y _,

8x? 1?2 pt?

(T
v =4/ —.
o

vai
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Nghiém t8ng quat 1a tdng ctia cac séng chay theo cac phuong —z va +x
y = fi(z + vt) + fo(z — vt) .

Diéu kién ban diu cho ta
filz) + falz) = f(z) , (D
fie) - fitw) = 42 @

fi(z) = (af(;j))t:o, fifa) = (‘9{,’;’25))130,

tuong ng véi £ = z + vt, £ = z — vt. LAy tich phan phuong trinh (2) ta dugc

8 day

1 ¥ 7 !
fi@) - fala) = 5 [ steda’ + 3)
C 13 mét hing s6 tiy ¥. Két hop cdc phuong trinh (1) va(3) ta duge

ho) =3 [f@+ 5 [ o +c]

f2(x) = % {f(r) - %/ g(z")dx' — C'] )
Do dé

y(z,t) = fi(z 4+ vt) + fo(x — vt)

r+ut
= %{ flo+vt) +— = / g(x')dx'-f-C'}

:z—vt
+ [f(a: ~vt) — — g(z)dz' — C] }

T+vut

1 1 Ny
—§[fx+vt)+fm~—vt)+v/; (z)d:t}.

—vl

1238

Mot bé séng dai voi bién db A bao gdbm chil yéu cac tan sb rat gan wy lan
truyén trén mét sgi day dai v6 han cé mat do khéi luong dai .. Soi ddy bi kéo
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ra véi Iuc cing T nhu & hinh 1.218. B6 séng truyén trén sgi ddy va gip hat c6
khéi luong m gin trén soi diy (dude mé ta trén hinh).
(a) Bién dé ciia bo séng truyén di 12 bao nhiéu?

(b) Trong gidi han m 18n va tin sb cao (wo 16n), thi bién dé 16n cla séng
truyén di phu thudc vio wg nhu thé nao?

..__M_)N._[_, x

m

(MIT)

Hinh 1.218

L&i gidi:
(a) Phuong trinh chuy&n ddng ctia sgi day ddi vai cac dao ddng ngang nhd
la mét phuong trinh song (bai 1225)

oy _wdy _ o
82 To2

A ’ . Ri o 2o g s W2 4 7 .
vén toc truyén séng 1a v = & /T /u. DOI v6i cac song ¢d tan sO goc w, ta dinh
~ 4 4
nghia so séng

Dbi véi cac séng vdi thn ;6 goc rat gin wy, phuong trinh séng 6 cac nghiém
Yy = Aeitka—wot) | g -ilkz—wot) - dbivéiz <0,
yp = Cetthzot) déivéiz >0,
6 diy A, B, C tuong ting 1a bién dé ciia cic song tdi, séng phan xa va song
truyén di va vi tri cia hat dugce diit & gbe ctia truc z. Tinh lién tuc ctia 46 dich

chuyén & bién doi héi y; = y2 8 z = 0 v4i tht ca ¢, nghia 13

A+ B=C.
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Phutong trinh chuyén déng caa hat 1a

62
m (—g) = —Tsin8y + Tsin by
ot z=0

~ T80, +T6,

on Oya
T
-7 ( oz ) + ( Oz
3 day 61,6, 1a cac gbc ma sgi diy tao vdi truc z tuong ing déi v6iz < 0va
z > 0 nhu md ta trén hinh 1.219. Nhu
—mw2C = —ikT(A — B) + ikTC ,

hoac

Hinh 1.219

Vi A+ B = C chung ta ¢6

\ Py A > ’ X <1
va bién do cua song truyén di la

Cl = VT = 24 =
\/4+%;9 \/4+—u

(b) Trong gidi han m l8n va wyqg l6n chang ta co

Cl= 2 i
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1239

Mot sgi day 6 d6 dai L va khéi luong trén mot don vi dai 13 p. N6 chiu su
rung nhé theo phuong ngang trong mit phing (x,y) véi hai diu cla soi day
duge cb dinh & cac toa dé tuong ting (0,0) va (L,0). Stic cing 1a K. O day cb
mit luc ma sat phu thude van tbe: néu mét doan nhd c6 d6 dai 8 ¢é vén tde
ngang 13 v thi luc ma sat 13 —kvél. Str dung sy xap xi thich hop, cic phuong
trinh sau sé dung cho bién d6 dao dong y(z, ¢)

M G¥ +a¥ =034, i) y(0,6) = 0= y(L,0).

(a) Tim cac hing sb a va b trong (). Néu ban khong thé 1am phin nay, hiy
cho a va b 13 cac hing sb duong va chuyén sang phin tiép theo.

(b) Tim tit ca cdc nghiém ctia (i) va (ii), cic nghiém dé ¢6 dang tich
y = X(z)T(t). Ban co thé gia thiét a? < b/L2.
(¢) Gia st y(z,0) = 0,

3z Sz
y(z,0) = Asm( 7 )+Bsm( 7 )

3 day A va B 1a céc hing sb. Tim y(z,1).
(d) Gia st thay thé a = 0 va y(z,0) = 0 trong khi

Az, 0<z<%
y(z,0) = L ?
A(L—I)) 2 <z<

Tim y(z,1).
(UC, Berkeley)
Lai giai: ,
(a) Luc ma sat tdc dung 1én mdt don vi 46 -dai cna sgi day 1a —kv =
~kOy/0t, bdi vy dao déng ngang cua sgi diy duge md ta bdi
Oy _ 0y Oy
il "Gl AN i 4
Poc ~ “oa2 T Vot

hodc

TNtdéa=k/p, b=K/p.
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(b) Dat y = X (z)T(¢) va thay thé né vao phuong trinh séng ching ta dugc

TII aTI bXH
TtT T x

Vi vé trai clia phuong trinh trén chi phu thude vio ¢ va vé phai chi phu thude
vao r, nén mbi vé phai bing mot hing s, —~bA? ching han. Nhu vay chiing ta
co

X" +XX=0,
T +aT + 02T =0.
St dung diéu kién bién
y(0,t) = y(L,t) =0, i.e. X(0) = X(L) =0,
ching ta thu duge nghiém cho phuong trinh thit nhét

Xn(z) = Ap Sin(Anz) = Ap sin (ﬁ?) ,

3 day A, 12 hing s6 vd n = 1,2,3,.. .. Phuong trinh thit hai khi dé trd thanh

T"+aT’+b(%)2T=O.

Cho T'(t) = e chiing ta thu dugc phuong trinh déc trung

n?mw2bh

p*+ap+ Iz =0,

cac nghiém cua né 1a

—a £ /a® — 4n2n2b/ L2
pr=—" \/aan/ =—%iiwn,

0 diy
n2m2h B 51_":
L2 4
13 56 thyc khi b/L2 > 2. Do d6 nghiém ctia phuong trinh hai c¢6 thé dugc viét
ta

wn =

at

Tn = [C}, sin(wnt) + D;, cos(wnt)le™ 2 ,

va nhu vay

-

Yn = Sin (BF) [Cp sin{wpt) + Dy, cos(w,,t)]e‘gf
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nhém cédc hing sb trong méi s6 hang vao mét. Ta c6 nghiém tdng quat clia
phudng trinh song la
(o o]
)= yn(3:t)..
n=1

(¢) Vi y(z,0) = 0, D,, = 0 dbi véi tAtca n chung ta c6

[o <]
nnrr at
)= Cosin (225 sin(wat)e™ ¥ .
y(x$ ) nlensln( L )Sln(U.)n )e 2

va
y(z,t) = Z Cp sin ( ) [wy, cOS(wnt) — 5 sm(wnt)]e 3.
Khi dé vi
. . 37z
y(z,O)—Asm( 7 )-Q-Bsm( ) ZC sm( )wn,
ching ta ¢6

A B
C3 = CS = —
w3 Wy

va tht cd C, = 0. Do dé

y(z,t) = L‘% sin (3—22) sin (wat) + a%sin (_51[15

_ [9n%b  a?
w=\ - ey -

(d) Bit d4u véi nghiém tdng quat

at

sin (ust)] e 2

SN’

)
3

3
N
(ool
A

a

y(z.t) = Zsm( ) [Cn sin(wat) + Dy, cos(wpt)le” 2

s

chiing ta tim C,, = 0 cho tht ¢4 n khi §(z,0) = 0. Khi d6

had nmnT Az, 0<z<L/2,
0)= Dpsin(——) = ==
) ng "Sm( L) {A(L—x), Lj2<z<L.
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Vi

/(;L y(z,0) sin (@g{) dr = ni::l /(f D,, sin (ﬂ2$> sin (mgx) dr

ching ta c6

2 [* :
D, = Z/o y(z,0) sin (mzrl:) dz

I
™~
S~
b
S~
N
=

&

2’_{
TN
Na—”

=%

+

Tl
—
~ =
[\~

b

“

|

&

o,

=
TN

=
3
8
N—
Q.
3

Ch1 y rang ching ta da sit dung c6ng thitc

m
n 5'm n

/ sin(mz) sin{nx)dr =
0 2

0 trén. Cuoi ciing ching ta c6

y(z,t) = i (%) sin (7—;2) sin (nLﬂ) cos(wpt) ,

n=1
3 day
nr
Wn = T\/E
khia = 0.
1240

(a) VE biéu db dich chuyén ctia khong khi va 4p suét doc theo mét 6ng sio
duoc déng kin & mot ddu cho kiéu dao déng thit hai.
(b) Tin s6 cha kiéu dao d6ng nay quan hé gi véi tin s6 co ban?
(Wisconsin)
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fing sn -

_r
S ) . §

ap sudt D

sudich chuyén €

36_

Hinh 1.220

Loi giai:

(a) Ap sult va do dich chuyén khong khi 13 ham clia khodng cach tlr ddu
bi dong, nd duoc mé ta trén hinh 1.220.

(b) Véi ki€u dac déng nay, L = 3A/4, trong khi doi vai ki€u dao déng co
ban thi L — A/4. T d6 néu wp 14 1An $6 co ban thi tn b cha kifu dao ddng

1241
Mét 6ng dan ocgan cé db dai ¢ hd 6 ca hai déu duge ding trong mét duding
dng khi déng dudi am thanh dé do s& Mach v/c ciia khéng khi trong dudng
éng, nhu & hinh 1.221. Ong dan khi gin c6 dinh wrong dudng éng dudc quan
sal la cong hudng voi chu ki co ban ¢. Néu v/c = 1/2, tinh t s6 clia cac chu ki
t/tn, 0 day tg la chu ki cd ban caa f‘)ng dan khi dat wong khong khi tinh.
(Wisconsin )

|
i

Hinh 1.221

Loi giai:

Vi 6ng dan ocgan hé ca hai diu nén budc song co ban clia song 4m trong
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cbéng hudng véi né dugc cho béi A/2 = I. Chu ki tuong ing la

A2
= — = — .
voowv
8 day v 1a van tdc clia Am thanh so véi 6ng dan.

Khi khéng khi trong éng v van tinh ling bing vén téc chia &m trong khong
khi tinh, ¢, va chu ki co ban 1a

21
o= —.
c

Khi khéng khi trong 6ng chuyén déng véi van téc /2, thi dng c6 thé xem
nhu chuyén déng vdi van téc —c/2 trong khong khi tinh. Nhu vay, v = ¢ —
(—¢/2) = 3¢/2vachukila
A 4l

t=

3 9.
T 3c

N ’ SV
Tur d6 ta ¢ ti sO

1242

Vin t6c ctia 4m thanh trong mét chit khi dugc tinh bing céng thite

suit nén doan nhiét
V = — .
mét 4o

(a) Chi ra ring day la phuong trinh chinh xac v& mit thir nguyén.,

(b) Céng thitc nay cho thiy ring qua trinh truyén séng am trong khéng
khi 12 mét qua trinh chudn tinh. Mt khac, van toc trong khong khi 13 340 m/s
& nhiét dd ma tai d6 vén tbc cin quan phuong clia mét phéan tir khong khi 13
khodng 500 m/s. Tai sao qua trinh nay lai cé thé 13 qua trinh chudn tinh?

(Wisconsin)
Ldi giai:

(a) Thit nguyén cta sut nén cling gibng nhu thit nguyén cia 4p suét trong
khi hé s6 doan nhiét 1a dai lugng khéng cé thi nguyén. Do d6 xét vé mit thit
nguyén

sut nén doan nhiét  g/cm - 52

2 /2
A Az ~ = cm*“/s
mat d6 g/cm? ’




Co hoc Newton 387

¢cd thit ngnyén cha v2. Do d6 cdng thite diing v& mat thit nguyén.

(b) Xét mdt vi du vé 4m thanh c6 tin sb 1kHz. Buéc séng cia nd khodng
0,34 m. Mic dit van tdc cin quan phuong cta phén tir khi ldn nhung quang
duding tu do trung binh ctia né chi khoang 10~ em, nhé hon rat nhiéu so voi
buée séng cia am thanh. Vi viy chuyén déng cha cic phéan ti khi khéng lam
anh hudng 1i qua trinh truyén séng 4m trong khéng khi, vin 1a mét qua trinh
doan nhiét va chudn tinh.

1243

Mot 6ng hinh tru thing dimng, hd & mét diu va duge dd vao mét phan
nude. Cac cdng hudng lién tiép cia cdt voi mdt 4m thanh ¢ tén s6 512 s
duge quan sat khi khoang cach gilta mit nude va dau hd cta 6ng la 15,95 cm,
48,45 cm va 80,95 cm.

(a) Tinh van t6c truyén 4m trong khong khi.

(b) Xac dinh chinh xac vi tri ctia bung séng gin diu hd cla dng.

(c) Cac do dac trén 13 cia mét nhom sinh vién ndm thir hai dai hoc 6 phong

. ‘a # ~ - 5 A ” . a »
thi nghiém. Ban c6 nhan xét gi vé cong viéc cua ho?
(Wisconsin)
R |

|

——— =l |-= == La45em

L R — - =~ - B8095um

Hinh 1.222

Lai giai:

(a) Dang séng cla cac cong hudng lién tiép bén trong cét khong khi dugce
mé ta nhu hinh 1.222. Nhu ta thiy déi vdi cac cdng hudng lién tiép, cac cdt
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khéong khi ¢6 dé cao thay d8i mot nita budc séng d = A/2. Do

d = 48.45 — 15,95 = 80,95 — 48,45 = 32,50 cm ,
A= 2d = 65,00 cm .

Van tdc truyén am trong khéng khi khi d6 1a
v = v = (0,65600 x 512 = 330 m/s .

(b) Do A\/4 = 16,25 cm va 16,25 cm—15,95 ¢cm = 0,30 c¢m, bung séng cao
nhét & vi tri 0,30 cm so véi dinh bng.

(c) Phuong phép do véan téc 4m thanh nay kha khéng chinh x4c do tai
ngudi khéng di nhay cdm dé€ phan biét mét cich chinh xdc nhig thay ddi
nhé & cudng dé 4m thanh va dé chinh x4c ctia phép do hdi bi han ché. Tuy
nhién dit liéu nhan duoc 13 hop 1y va cho két qua t6t. Cac sinh vién nay ding
dugc khen vi viéc lam thin trong cia ho.

1244

Hai méi trudng c6 mat phan cach phing, khéng thim qua dugc nhu trén
hinh vé 1.223. Cac séng 4m phing c6 bién dd ap suét A va tAn s6 f dugc phat
trong moi trudng (1), hudng tdi moi truong (2). Coi Ava f da biét va gia thiét
phuong truyén séng vudng goéc v3i bé mit phan cach. Méi trudng (1) ¢6 mat
dé py va van téc 4m thanh ¢, trong khi moéi trueong (2) ¢6 mac dd pe va vén
toc 4m thanh ¢,.

(a) Diéu kién bién nao thich hop 6 bé mit phin cich?

(b) Sit dung cac diéu kién bién ké trén dé rut ra bién d9 ap suét A, cla
séng phan xa lai méi trudng (1) va bién d6 ap sudt B ctia song truyén qua mébi
truong (2).

(CUSPEA)
Lai giai:
(a) Diéu kién bién 3 mit phén cach 1a
(i) ap suit lién tuc,

(i) thanh phin toc dé dich chuyén chét hru vudng gbc véi bé mat phan
cach Ia lién tuc, néu khéng mat phan cach ¢6 thé thim qua duoc.

(b) LAy truc = vudng géc v8i miat phan cach véi gbe tai mit d6 va die ap
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1) (2)

8

— A

-—4,

Hinh 1.223

suat dudi dang

Aett=k12)  dbi véi séng i,
A, etlwi=ki2) dbi véi song phan xa,

Be#t=k22)  abi vai song truyén qua,

vOi k, = w/cj, ¢j 1a van téc séng Am trong méi trudng thit j. Didu kién bién
(i) cho ta
A+ A, =D8. (1)

van tb¢ ctia 4m thanh trong chit luu duodc cho bai

trong do M= —p (Au/v) I'13 sult nén, Av 13 d6 bién thién thé tich ban du
v do ap suét du p. DO v6i séng nén Av chi 1a d6 bién thién doc nén

Ay ~ A§ 3

v T 6z

trong d6 ¢ 1a dich chuyén ctia cac 18p chét luu khai vi tri ¢an bang cia ching.
Do dé d{
P

hay

6€ _p ei(...)t?;’kz)

9z pc2  p2
Tich phan ta ¢6

Ez(wtq-kz)

ikpc?
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Déi v4i ba séng ta lan luot cé

prci \iky
1 B\ ;
i(wt—koz)
=—= 5 )€ '
¢s pacs (lkz

va do d6

éA _ A ei(wt—klz))

141451
éA — _A"ei.(ut+klz)
T g
éB: iei(wt—kzz) .
p2c2

Didu kién bién (ii) chi ra riing tai z = 0,
€a+éa =¢n,
hay
A A _ B
pcr pie paca

(2)

Két hop cac phuong trinh (1) vA (2) ta ¢6 cc bién db cta song ap suat phan
xa va truyén qua

Ar — APQCQ — P11 ,
pieL+ paca

_ 24pe
pc+ paca

1245

. A A a 7 . a 4 P4 N »
Goi van téc 4m thanh trong khodng khi 1a ¢ va van toc chuyén dong cua
ngudn 4m thanh 13 v doc theo truc z.
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(a) D&i v&i v < c: mot xung 4m thanh dude phat ra tit gbc toa dé tai thai
diém t = 0. Phac hoa quan hé ciia mit diu séng & thai diém t va véi vi tri
ctia 4m thanh tai thdi diém ¢. Hiy ddnh diu hinh vé& ctia ban cén thin. Viét
phuong trinh mé ta vi tri cha mit ddu séng khi nhin tif ngudn tai thoi diém t.

(b) V8i v > ¢: mét ngudn phat ra tin hiéu lién tuc. V& mit ddu séng tao
thanh do ngudn 4m di chuyén. Chi ra trén hinh vé phép dung hinh din tdi két
qua dé. Viét phuong trinh lién hé hinh dang ctia mit diu song vdi cac yéu tb
d3 biét trong bai tap nay.

(Wisconsin)
y y
(") R p
o s / > XX
Hinh 1.224

Loi giai:

(a) Dat $ 1a vi tri cha ngudn tai thdi di€m t. Sir dung cac hé quy chiéu
Ozy, St'y véi gbe tai O va S, cac truc z, =’ doc theo OS, va y, i song song
v6i nhau nhu trén hinh 1.224. Ta ¢6

¥ =z —wt, V=y.

Mat séng tai thoi diém ¢ dudce cho bdl x =ctcosy, y = ctsin q:, vBi0 < p < 2.
Khi d6 mat dau song nhin tlt ngudn s& 13 2’ = ct cos p — vt, y' = ctsin .

(b) Gia slt nguon di chuyén tir O 13i S trong khoang thdi gian tir ¢t = 0 t6i

t = t va xét tin hiéu phat ra tai thdi diém ¢ = 0 va cac thdi diém trung gian
t1,t2, ..., khi ngudn taivi tri $1, 5, ..., v8i OS; = vt;, 0S; = viy, ... Mbi tin
hiéu sé truyén di it diém phat nhu mét séng cAu. Tai thdi di€m ¢, cdc mat séng
cfia cac tin hiéu phat ra tit O, S,, Sy, .. . 5& c6 ban kinh lan lugt 13 ct, c(t — t;),
c(t — ta),..., Do

et _c(t—t) _ct—ta) _

vt u(t—t) w(iE-—t)
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tht ca ciac mat diu song trén sé dude bao bdi mét hinh nén céd dinh & § véi
nita goc 6 dinh la 8 duge cho béi

nhut trén hinh 2.225. Do d6 mit dau séng thu dugc cda tin hiéu lién tuc [a mét
hinh nén c6 nita goc & dinh aresin{c/v) véi dinh tai ngudn chuyén déng S.

Hinh 1.225

1246

van toc am thanh trong khi quyén la 300 m/s. Mgt mdy bay chuyén déng
vai van toc 600 m/s tai d6 cao 8000 m bén trén nguoi quan sat nhur trén hinh
1.226. May bay da bay qua ngudi quan sat bao xa khi ngudi dé nghe thay
tiéng né am thanh?
(Wisconsin )
Loi giai:

Do van toc v cta ngudn S 16n hon vin tbe truyén séng am ¢, mit séng 1a
mot mit non cd dinh tai nguén chuyén déng (bai 1245). Ngudi quan sat tai
A sé nghe thay tiéng nd am thanh, vén dudc phat ra khi nguén & (2, khi hinh
nén quét qua anh ta, nhu hinh 1.227. Nguén by gié da di chuyén tai §. Dat
A’ 1a diém nam trén quy dao chuyén dong ctia may bay ngay phia trén ngusi
quan sat A, Ta co

04 1L AS, OA =« 08§ = wt,
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¥ « 600 mss
r G —
BOOD m
| .
"'—-‘- Xw?—f
Hinh 1.226 Hinh 1.227
va
h B r:t_. _ ct B o
AS  VOST—0AT  JuT-—¢2

hay

—

z= h\f(g)z —1=8000v/22 - 1=1,39 x 10 m .

Do la khoang cach ngang ma may bay da vugt qua nguoi quan sat khi nguoi
d6 nghe thay tiéng nd d4m thanh. Chu y ring nita géc & dinh cta hinh nén 13
) = arcsin (¢/v) nhu duge doi hoi.

1247

Ngudi ta da rét to mo khi thinh thoang nghe duoc dm thanh J xa rat r khi
¢t gio théi tit ngudn am vé phia ngudi dé.

(a) Chi ra ring khéng thé noi rang “gi6 da mang 4m thanh di theo né",
nghia la van the gio déu khong thé gidi thich cho hidu tng nay.

(b) M4t con gié qua mit déc c6 gradien vin téc theo phudng thing ding
ma ¢6 thé dugc bidu dién 16t & gin miat dat bang cong thirc v = ky?, trong dob
y la d6 cao so véi mat dat va k 13 hiing s6 phu thude vao van tée i bén ngoai
Iap bién, tai do profin vin toc parabon 1a mét gin diing tot. V&i mét gia i k
cho trude va van tée am thanh 13 v, tim khodng cach s tit ngudn am thanh
xubi chiéu gié, tai do cd sy ting cuc dai cuong d6 clia am thanh.

Goi y: hay gia thiét cac “tia” 4m thanh di theo cic qui dao thip va hinh cung
biéu dién 1ot bdi:
y — hsin (E) .
5

(c) Ngudi ta con quan sat thdy hién tugng ting cudng truyén am thanh
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qua mot cai hd ngay ca khi khéng gio. Diéu gi xay ra trong trudng hop nay?
(Princeton )
Lai giai:

(a) Hiéu ung nay khong thé do gié mang 4m thanh theo nd, bdi vi qua
quang duong gi6 thdi déu thi moi ngudi quan sat déu ¢6 thé nghe thiy dm
thanh ré nhit nhau. Thuc ra hiéu {ing 1a do su khiic xa cda 4m thanh gay bdi
sit thay d6i van tb¢ 4m thanh d6i véi mdt ngudi quan sat ¢o dinh & nhiing
diém khac nhau ctia méi trudng. Diéu nay ¢o thé xdy ra do hai nguyén nhén
1a gradien nhiét d6 hodc gradien van toc & gié chuyén ddng. Van toc ctia séng
nén trong mot chat khi thay ddi theo nhiét dé T nhur /7. N6 ciing thay déi
néu van téc ciia ban than méi trudng thay déi. Sy khiic xa séng 4m lam thay
déi hubéng mit séng clia n6. Gan bé mit trai dat, ca hai loai gradien nay déu
c6 thé xuat hién va dudng truyén séng dm c6 thé bi bé cong theo cac cich
khac nhau, lam cho mét ngudi quan sat nghe ro 4m thanh tit xa mét cach bat
ngo.

ye hsml X

Hinh 1.228

(b) St dung hé quy chiéu nhu trén hinh 1.228. Gia thiét ring van toc gio
gan mit dit 12 ndm ngang vdi mot gradien van toc theo chiéu thang ding.
Nghia la

v =1 = ky*,
b

- e 5 . P - . . P R m
do dé méi trudng co thé coi nhit bao gdm cac 16p ngang véi van toc truyén dm
khac nhau. Dinh luit khie xa 1a

sin @
Lf

& A
= hang so0,

trong do 6 la goc gitta phuong truyén song trong ]Op va duéng thing dng, va
V' 12 van toe truyen 4m so voi mit dit. Xét hai diém trén duong truyen song
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véi cac bién
0y =0, Vo =vs +v;8in0 = v, +vsinf
6, = 6 + d6, Vo = vy + (v + dv)sin(8 + db) .
Dinh luit khuc xa khi do cho ta

vs + (v + dv) sin(8 + db) _ sin(f + d@)
vy + vsind sin

Do sin(é + df) = sin 6 + cos 8d8, chi git lai cac b hang bic nhé nhét ta cé
dv _ dsind

Us sinZ8

Do d6
d T .
/ 2y Y /2 dsinf
0 Vg 6, sin“é
ha
’ kh? 1 )
vs  sinfp ’

Mit khac dudng truyén séng di cho suy ra

dy 7h nT

cotd = = = —cos — ,
dz s s
hay
= V1 4 cot? —\/1+ COSZE,
sin 9 s
dac biét,

1 (ﬂh)Q
- =414+ {—
sin 8q s

. \ . , . A A y P A 3. ~
Thé phuong trinh nay vao cac phuong trinh bén trén ta rit ra chidu dai quéng
dudng s tit ngudn 4m thanh xubi chiéu gi6, tai d6 xay ra su ting cyte dai cudng

d6 4m thanh la
TV

k(2v, + kh2)

() Van tbc chia am thanh trong mot chét khi thay d8i theo nhiét dé tuyét
dbi T nhu /T. Doc theo chidu thing dimng bén trén mét cai hd dén mét do
cao nao d6, nhiét d6 ting dén khi ban ngay va tao ra mét gradien thing ding.

2B-BTULG COHOC



396 Bai tdp & loi gidi Co hoc

Vin tbc 4m thanh ciing nhu vy, Su khic xa 4m thanh xay ra vio thai diém
ban ngay tuong tu nhu md td & muyc (b).

1248

Xét mét séng 4m ding phing c¢é tin sb 10% Hz trong khdng khi tai nhiét
d6 300 K. Gia sit bién db thay d6i ap suat do séng nay 13 1 dyn.cm? (so sanh
vdi ap sudt méi trudng 1a 10° dyn/cm?). Danh gia (bac cta d6 16n) bién do
dich chuyén ctia cac phéan t khi do séng ny tao ra.

{Columbia)

Lai giai:

Dich chuyén doc £ khéi vi tri cin bing ctia mét diém cla séng nén dirng
phang theo hudng z dugc biéu dién nhu

€ = £psin(kx)e ™!,

véi k = nr/l, I 12 bé day ciia chit khiva n = 1,2, .. .. VAn tbc¢ truyén séng 13

Trong dé sult nén M duoc dinh nghia bdi

AV !
m=-s()

]

p1a 4p sult du va V 14 thé tich ban dAu. Xét mét hinh tru chit khi ¢6 tiét dién
A va chiéu dai Az, Ta ¢6 ,
AV ANE B

V ~ AAz 8z

Khi dé

_ 0¢
pP= Ma—a:

= —Mkéycos(kx)e "

= —pgcos(kz)e ™t |
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trong dé pp = Mk&y = pu2kéo 1a bién do clia ap suét du. Tir d6
_ P
§o = P
Déi véi kiéu dao déng thap nhit

n=1, A= 21

2T 2mv
k= — = —
A v
v 12 tan sb ctia séng am. Do dé
£o = - Do .
T pVY
D6 véi mét chit khi ly nedng
m
V = —RT
DPa M 1
cho ta
. m __ paM
P=vV = Rr

trong dé p,, T tuong ung la ap suht va nhiét dd méi trudng. Do pg = 1 dyn/cm?
= 107! N/m?, p, = 10° dyn/cm? = 10° N/m?, M = 29 x 1073 kg/mol , R =
8,31J/mol/K, T =300 K,v=340m/s, v =103 Hz,tacdp=4x10"8m
12 bién dé dich chuyén clia cac phén tit chat khi dudi anh hudng clia séng am.

1249
M6t ddu do chuyén dong dung séng 4m phét ra mét tin hiéu c6 tin sb 50
Hz va thu lai tin hiéu phan xa. Néu tin hiéu phan xa bi dich chuyén do hiéu
{tng Doppler it thn s 50 Hz 1én tdi tdn sb trén 100 Hz, thi mdt "vat chuyén
ddng" duoc ghi lai. DI véi van toc truyén 4m trong khong khi 12 330 m/s, tinh
van tbc ma mét vat th€ phai chuyén dong vé phia (hoac roi xa khoi) dau do
dé ¢6 thé duge ghi lai nhu mdt "vit chuyén dong”.
(Wisconsin )
Loi giai:
Xét ngudn phat 4m cé tAn sb v. Theo hiéu itng Doppler néu mét nguoi
quan sat chuyén dong vdi van tbc v vé phia ngudn thi anh ta sé phat tin hiéu

tan 56 nhu
) (c{—v)
Vo= v,
[#
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s A A - -, . ra A £
¢ 1a van téc truyén 4m thanh. Mat khéc, néu ngudn di chuyén véi van téc v vé
phia ngudi quan sat ditng yén thi

) c
v = v.
c—v

Do d6 vét thé, dang di chuyén vé phia diu do, nhin dude tin hiéu 6 tin s6

, (c+v>
vV = v,
C

va tin hiéu sau phan xa cé & vt duge ddu do phat hién nhu tin sb

= ()= ()
cC—v cC—v

Dé vt chuyén déng dude ghi lai, ta phai ¢6 v/ = v + Av, trong dé Av >

10% Hz. Khi dé
vt Av = (C+v>v,
c— v

hay
cAv cAv
+ ~
20+ Av + v !

V=
do Av < v. Tit d6 vat phai chuyén déng vé phia diu do hoic rai khdi né véi
a A
van toc

330 x 10?2
VZ o x10d - 330 m/s

dé c6 thé dugc ghi lai.

1250

Mot sinh vién ding gin dudng ray thu hda nghe thiy tiéng cdi tau khi thu
chay thing v& phia anh ta rdi chay qua anh ta. Hai tin sb 4m thanh guan sat
duoc 14 250 Hz vi 200 Hz. Gia sit vn tdc truyén &m trong khéng khi 13 360
m/s. Tim van téc cua doan tau?

(Wisconsin)
Lai giai:

- X VR S > NN N s A -
Dat v, 11, v, 1an luot 13 tin sb clia cdi thu va cc tin sé nghe dude bdi anh
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sinh vién khi tau di lai gin va roi xa anh ta. Hiéu img Doppler cho 1a

[

vy = L,
cC—v
C

Vy = o
c+v ’

y v Py A A v \ a S 3 s \ . 2
trong do ¢ 1a vdn toc Am thanh va v 13 van toc cua doan tau va nhu vay

u1__c+-v

vsa c—v
Thay sb vio ta c6

360 + v
1,25 = 360 — v’

hay

2,25 720

0,25 20’
do dé

360

v:T=4Om/S.

1251

Vin tbc cha mau trong déng mach ¢6 thé do dude nhd hiéu ting dich
chuyé&n Doppler ctia séng siéu am. Gid st séng 4m c6 tin sb 1,5 x 10° Hz
bi phan xa ngudc lai bdi dong mau chéy véi van téc 1 m/s. Gia slt van téc 4m
thanh trong md 1a 1500 m/s va séng 4m t3i cé gde tdi rat nhd nhu trén hinh
1.229, tinh d4 dich chuyén tin sb gilta séng tdi va séng phan xa.

(Wisconsin)

.)-))) T

——= y:1m/s

Hinh 1.229
Loi giai:

Do séng 4m c6 géc tdi rit nhd, mau c6 thé coi nhu chay di cling chidu voi
am thanh. Vi vay, két qua ctia bai 1249 ¢ thé dugce ap dung trong trudng hap
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l.-’” = (C ll) .,
[ L

, 2 2w .
V= T 0103 He.

nay vdi v thay bdi —»

bé dich tin so khi d6 1a

1252

Mét 6td ¢o gdn mot bd loa gbm hai loa nguoc chiéu nhau trén ndc va chay
vé phia ban véi van toc 50 fi/s, nhu mé ta trén hinh 1.230. Néu bé loa phat
mét am thanh cé tAn s6 1000 Hz, tim tan s6 phach ban sé nghe dugc gitta 4m
thanh téi truc tiép va 4m thanh phan xa bdi mdt toa nha gach nim ding sau
otd. (Vin toc am lay bang 1000 fr/s).

”(J()( L:E )

Hinh 1,230

(Wisconsin )

Loi giai:

Am thanh it loa hudng vé phia déing sau c6 tan s Doppler 1a

¢
o=+

trong d6 ¢ va v 1an luot la van tbe Am thanh va vén téc cia xe, v 1a tAn s6 cla
am thanh phat ra. Do bifc twdng ditng yén so voi ngudi qua sat, v, cung la tan
s6 4m ma ngudi quan sit nghe dude, Am thanh tir loa hudng vé ding tnudc
phat ra co tan sé Doppler la
- &
S

1 1 )__ 2very  2uv

c—1u (Al

Do d6 tin s6 phach la

:xf—ubzcu(
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1253

Mot sinh vién vt Iy cAm mét 4m thoa rung dong & tin s6 440 Hz va di bd
véi van tdc 1,2 m/s ra xa khoi mét bitc tuong. S6ng 4m phan xa tlt blc rudng
¢6 cao dd cao hon hay thip hon so véi 4m thoa? Tin s6 phach anh ta nghe
thy gifta 4m thoa va 4m phan xa 13 bao nhiéu? Van tdc 4m thanh 1a 330 m/s.

(Wisconsin )
Lai giai:

Do 4m thoa, phat ra 4&m thanh c6 tin sb v, di chuyén ra xa khéi birc titong

voi vén tde v, Am thanh 18i bite tudng co tin sé 1a

()
vV = v
c+v

Do d6 anh sinh vién, dang di véi vin t6c v ra xa khéi bitc tudng sé nghe 4m
thanh phan xa c6 tin sb

" (c—v) , (c—v)
vV = Vv = V.
c ct+v

V= 2uv
c+v

Do

1

am thanh vong c6 tin sé nhd hon. Tan sb phéach giita 4m thoa va 4m thanh
vong lai tif birc tuong la

2 2
W _392Hz,
c+v C

1254

Mot soi day bi ¢t chit mét ddu vao tudng dude cubn quanh mot cai tdi
dudi mdt goc 4. Néu mdt ngudi ndo dé kéo soi day & dau kia vai luc F nhu
trén hinh 1.231(a), tim luc cing cta soi day tai diém giifa bic tudng va toi
theo F, 6 va hé s6 ma sat yu, giita ddy va toi.

(Columbia)
Lo giai:

Xét mdt phin 1t cha sgi day nhu trén hinh 1.231(b). Céc luc téc dung 1én

phin tit nay 13 stc cing 7 va T + AT tai hai ddu, phan luc N giy ra bdi cai
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(b}

Hinh 1.231

t9i va luc ma sat f. Do phén tir d6 & trang thai can bing nén ta c6
A8
f+ (T + AT)cos (%ﬁ) — Tcos <?> =0,

N — (T + AT)sin (%) —T'sin (%) =0.

Trong phép gin diing cAp mét, cic phuong trinh trén trd thanh

f+(T+AT)-T =0, hoic f=-AT,
]
N—T%—T%f:o, hoic N =TAf.
Khidé do f = u, N, ta tim dugc
AT
A —#sT
hay, cho A8 — 0,
a o T
ag =~ e
LAy tich phén ta ¢
T=Ce ™9,
trong d6 C 1a méot hing s6. Do T = F tai 8 = 0, C = F. Do d6
T = Fe P '
1255

Mot diy ddng chit va rit déo c6 chidu dai L va mat d6 khéi luong dai 13
p dugc treo béi hai diém treo ¢6 chiéu cao h so v6i mét mat phing ngang va
cach nhau mét khodng 2z, nhu trén hinh 1.232.
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(a) Tim hinh dang cong cua sgi day.

GOl Y: Mét tham so trong nghiém clia ban sé phu thuéc vao mét phuong
trinh siéu viét khéng cin gidi. Tuy nhién, ban phai giai cac phuong trinh vi
phin ma ban gip trong qud winh tim ra dap sd.

(b) Tim biéu thitc ctia luc cing ciia soi day tai cac diém treo.

- _.Zxo -
° f
h
e
i
rrrs I AU ) LU
Hinh 1.232

Gia sl cac di€m treo bay gid dude thay bing cac rong roc khéng ma sat
kich thudc khéng dang ké dong chét, va soi ddy dong chit 6 chiéu dai vé han
treo qua hai rong roc nhu trén hinh 1.232. Khéng c6 ma sat gita sgi ddy va
mat ban. Trong trudng hap nay, dang cong cua sdi day chi phu thudc vao mét
théng sb khong thit nguyén la a = A/x.

(c) Gia sit soi ddy dugce treo theo mét dudng cong nhin cé d6 cao cuc tiéu
¢, im phuong trinh siéu viét lién hé gitta h/c va a.

(d) Tim nghiém chinh xac che hinh dang sgi day khi o < 1.

(e) Lién hé gilra hinh dang soi day trong cdu (¢) va (d) véi hinh dang ctia
mit bong bong xa phong cing gilta hai ddy u6n tron c6 ban kinh 4 va khodng
cach 2z, nht trén hinh 1.233.

(MIT)
y
¥
\L.—‘y:g’:_ ‘
- ! e
hT g : o :
SEL LB T (RS : e
H \ 1 oy !
w M | o
=44 o x | X
«dx

Hinh 1.233 - Hinh 1.234
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Lai gidi:
(a) Su dung hé toa d nhu trén hinh 1.234 va goi luc cing ctia sgi day la
T = T(z). Xét mét phan vé ciing bé trén soi day giita hai diém « va z + dz.
Diéu kién can bing cia né 1a
(T cos6)ryd4r — (Tcosd); =0,
(T'sinB)y44r — (T'sinb), = pg/(dz)? + (dy)? = pg\/1 + y'%dz .
Phuong trinh d4u tién cho ta

d(T cos) 0
dr

Phuong trinh thit hai cho ta

hay Tcosf = hingsd = A, chinghan.

d(T sin @
(dsm—)=pg 1+y72.
T
Do J
v,
tgh = = = .
g0 =--=y
ta co
y 1

—_— cosf = ——
V1+y? V1+y?
va cac phuong trinh trén trd thanh
T=AV1+y?, (@))
Ay" = pgV1+y?. (2)

sinf =

Viét (2) nhu
1 dy _ pg

v/1 +y’2E B Z ’
hay '

d -1\ _ P9

Zh7y) =2,
va lay tich phén hai vé ta dugc

' — h(!ﬂ )
y =sh{~ +CJ,
trong d6 C 13 mét hing s6. Doy =0taiz =0, C =0 va
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Tiép tuc 14y tich phan ta ¢6

y=Ren (%) 15,

Vai diéu kién bién y = h tai z = o, ta c6

B= h—p— h("‘f°) :

Do d6 hinh dang ctia sgi ddy duge md ta bing phitong trinh

y(z) = —;% [ch (%) ~ch (&:‘))] +h 4

vdi A 1a hing s6 chua dugc xac dinh. Xét luc cing T (+zo) tai diém treo
£ = +z0. Cac thanh phan theo truc y cia chiing théa min

2T'sinf = Lpg ,

nghia la
2Ty

———=— =Lpg .
V1+y? o

Str dung cac phuong trinh (1) va (3) ta c6 thé viét lai biéu thifc trén nhu

2Ash (PSZEO) = Lpg ,

tf phuong trinh nay c6 thé tim duge A. Luc cing tai z = +rg dude cho bai
(1) tré thanh

T(+z0) = A1+ ¥2|sz, = Acosh ("*"%) , (5)

stt dung két qua ctia phuong trinh (3).

(¢) Luc cing T(+zo) trén soi day & hai bén ctia mbi rong roc bang nhau.
Do d6 '
T(+zo) = hpg ,

hay, tir phuong trinh (5)

Ach (Pg-’ﬂo) — hpg

Thay thé vao (4) suy ra phuong trinh mo ta hinh dang cua sgi day gitta hai
rong roc

ye) = Lon (7). ®)
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Dity=ctaiz=0,suyrac= A/pg. Doy = h tai x = zp, ta cb

oo (2).

h = ch (i) . N
c ca

Phuong trinh nay xac dinh h/c chi la ham cta a = h/xp. Phuong trinh (6) c6
thé dudc viét lai 1a

hay

ta co

c h

Phuong trinh nay mé ta hinh dang ctia dudng cong chi phu thudc vao h/c, dai
lirgng nay lai chi phu thude vao a = h/r, théng qua phuong trinh (7).

(d) V& mit vat Iy, ¢ < h, do dé néu a < 1, ch (h/ca) > 1. Nén vdi h hitu
han ta cin c6 ¢ — 0 d€ théa min phuong trinh (7). Didu dé c6 nghia 14 toin
b s¢i day nam trén mat dit.

(e) Goi o 1a hé s6 cing mit ngoai cha xa phong. D& can bing trén mit
phing ndm ngang tai diém (z, y) trén mit bong bong ta ¢6

(o 2nycosB)zyar — (0 - 2mycosB), =0,

hay

:;(27ray cos 6) = 0,
tic la
ycos® = hingsb .
Gid stt y = c tai z = 0, khi d6 do 6 = 0 vdi z = 0, hing sb dé bing véi c. Hon
nita, do
dz 1

cos6 = V(dz)? + (dy)? - Vi+y?'

ta co
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hay

cdu

dr = ——
u? — 1

vOi u = y/c. Ly tich phan ta c6
z = cch™? (g) + hingsb.
C

Do y = c tai z = 0, hing s6 bing khéng. Do dé

men(2).

né ddng nhét véi phuong trinh (6) 3 phan c.

1256

(a) M6t vit ¢6 bién, déi xting truc 6 mat dé khéi luong p(z,y, z) = p(r, 6).
Tai khoang cach 16n dbi véi vat dé, thé hip dan cé dang

GM 0
T r

=

trong do
M= /p(x',y',z_’)dz'dy'dz’ =27r/,o(r',9')r'2 sin §’dr’'df’

12 khéi luong toan phan. Tim £(9).

(b) Mot vét thit nhd cé mat dd khéi luong o(z, y, z) va dudc dat trong thé
hép din ¢(z,y, z). Tim thé ning hdp din cha né.

(c) Gi sit vat trong cdu (a) cé dbi xing cu, nghia 13 p = p(r), khi 46
® = ¢(r). Gia st vat d6 1a mdt khbi khi c6 ap sudt p(r). Ki hiéu ban kinh cda
n6 1 R. Mot vai tich phin sau diy mé ta chinh x4c thé ning hip din cia khéi
khi d6, mét vai tich phan khac bi sai léch mdt hé sb don gian bing s6 4m hoic
duong. Xac dinh cac biéu thitc chinh xac va tim hé sb hiéu chinh cho cac bidu
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thite con lai. Néu U = thé nang/ 4w, thi cac biéu thirc dd 1a

2 1 i de g 3
S = dr 7
(i) G /, (d?') Todr
U=«

1 MH .
(1i1) : fo poridr 7
H )
v) — [ pldr 7
0

(d) Vit thi trong cdu (b) dude dat sao cho khdi tim cda né tai woa dé
(0,0, ) trong tntding thé doi xing cau

MG

olr) =—

T
V6i ) 16n, thé nang hap din c6 dang

Al { l
a5 L + (—3 + (7 (—f) |
To ™o To

trong dé m = [ od?s. Tim d.

{UC, Berkeley)

VAL tha

]

o

Hinh 1.235

Hinh 1.236
Loi giai:

{a) Nhu md 1a trén hinh 1.235, truc z hudng doc theo truc doi xiing va
goc toa d6 0 ndm bén trong vat. Thé hip din (thé ning trén mot don vi khdi
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luong cha var thir) do vét giy ra tai diém P 13

6= _/ Gp(r’)dv,,

r —r'|

VI

trong d6 V' 1a thé tich cia vat.
Do
(r =12 =724+ - 2rr' cos(6 — 6) ,

véi mot khoang cach 18n tif vae |r — r’)~! ¢6 thé 1iy gn ding nhu sau

[1 + (21)2 - 27T’cos(6 - 0’)] _

[l + T?’cos(e — 8’)} .

wafe

1

r—rv|

N

=~

N -

Thé vao tich phén ta c6
G 1 oalN 2 b ynl
¢:~7-27r p(r',8)r"*sin#'dr'do

~ TG—2 - om / p(r',0)r" sin 8’ cos(6 — &')dr'do’ .
So sanh no véi dang da cho

GM | [(0)

T r?

6~ -

>

ta tim ra
f(0) = —21rG/p(r',9')r'3 sin 6’ cos(6 — 8")dr'dd’ .

(b) Trong trudng thé hép din ¢(z,y, z) thé néng clia vat tha ¢6 méat do
khéi luong o(z, y, z) va thé tich V 1a

W= / o(z,y,z)p(z,y,2)dV .
|4

(c) Véi mét hé déng c6 méat dé khéi lugng 14 p va thé tich V ning lugng
hép din 12

W:l/mdv.
2y
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V8i mot khéi khi déi xing ciu ¢6 ban kinh R ta c6

R
W= —/ p(r)p(r)dmridr
2Jo

7. A ~ P 3 4 ,
vOi goc toa do tai tAm cua né. Do do

w 1 (R 2
- = . 1
U 1 2/0 poridr (1)

Nén tich phén (iii) 1a ding.
Xét mot v khéi khi hinh ciu ban kinh r va bé day Ar. Do khéi khi c6 ap

A X s s A SA N A ¥
suat p, ta can co diéu kién sau dé cin bang

42 [p(r) — p(r + Ar)] — 47rr2p%Ar =0,

hay
dp  d¢
dr pdr '

Phuong trinh Poisson cho cac khdi hirgng hiit nhau 1a
V2 =4nGp,

P , 4. , 2
hay vadi vat ¢6 doi xing cau,

suy ra

Do d6
db_ 1 1d(,deYde
dr 417G r2dr dr / dr’

Bén ngoai vat hinh ciu, p bing khéng va dp/dr = 0. Do d6

d¢ _
(a)ﬁa*“
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Phuong trinh (1) ¢6 thé viét lai 12

1 [ d( ,do
R 2
_ 1|0l [T (de
~ 87G [T ¢dr o /(; r (dr) dr:l

1 R, rdgy?
*‘sn(;/o , (37) dr 2)

Do do tich phan (ii) phdi nhan thém hé s6 —1. Xét tich phan (i). N6 c6 thé
duoc viét 1a
1 R d ( ,d¢\ d¢
- 4nG/O "ar (T ?1?) o
. R .
:———1 T3 d—q) ’ _/RT2@‘ T@
anG dr o 0 dr dr
1 R dd) 2
a 87TG/(: rd (TE)
R
_ 1 (e
’;rG dr o
1 R 5 d@ 2
el (,T) dr,

giéng nhu phuong trinh (2). Do dé tich phén (i) ding.
Tich phén (iv) ¢6 thé viét 1a

I1-BTAG COHOC
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So sanh véi tich phén (i), von 1a tich phan ding né cin phai nhén vai 3.
(d) Goi C 13 khéi tAm cta vat thit va xét mot phan tir thé tich dV tai vects
ban kinh r’ t C nhu trén hinh 1.236. Ta cé

r=ro+r,

hay

2 =rl 41"t 4 ror'cos @,

suy ra

{

’ N 2| 2 ! 2
rl=ry? ll+r—cos()'+(r—) ] ~r ! [l—r—cosﬁ'ﬁ-O(r—Q)] .
ro 70 2rg To

Thé ning hip din cia vit thir 12

i 1N 2
W= | opdV’' = —/ g(r')GJM 1— 2 cosé + O (T—2> av'’.
v v 70 2rp TS

trong d6 V' 13 thé tich cha vit thir. St dung toa dé cu (', 6, ') voi gbe tai
C, ta c6

dV' = r'?sin @'dr'dé’'dy’
\ , Rk - A . N
va c6 thé viét thé nadng trén lai thanh

GMm GM
+

W=-
T0 2T§

/ o(r', 0, )r3 sin 20'dr'd6'dy’ + O (

)

oﬂw| =

Do do
. GMT'U

2

d

/J(r', 0, o)’ sin 26'dr'd6'd .

1257

Mét dam gb sdi di hong khd, tiét dién 2 in x 4 in dude chon vio tudng bé
téng dé chdi ra bén ngoii 6 ft, nhu trén hinh 1.237. N6 dugc tao ra vdi muc
dich 1am gia dd cho mdt trong vat L sao cho it bi cong nhAt. Giéi han dan hdi
cha gb sdi 1a ing suht 7900 Ib/in? (pao/in?). Subt dan hdi ciia né, ! (dp/d!),
12 1,62 x 10° Ib/in2, Trong vat L 16n nht ma dim gb sdi c6 thé dé duge ma
khdng bi bién dang vinh vién 13 bao nhiéu va d6 dich chuyén ctia diém P duéi
tac dung ctia trong vit d6 1a bao nhiéu? Khi giai bai todn nay hay sit dung céc
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e~ 1 —-1

=1

N {_—-——L

aT—— 11
Hinh 1.237

gan ding thich hgp, ké ca cho ban kinh cong ctia dam bing — (d®y/dz?)
thay cho biéu thite chinh xac.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

Bo qua (ng sudt trugt va chi xét bién dang cong thuén tily. Trong qua tinh
uon cong, cac thé gd bén trén bi din trong’khi thd gé bén dudi bi nén, giia
ching 16n tai mdt mat phing trung tinh khéng bi bién dang N'N. Xét cac thd
gd cach mat N’V mét khoang £ nhu trén hinh 1.237. Goi ban kinh cong cha
N'N la r va cta cac the gd dang xét 1 r + £, VAy tho gb dang xét chiu bién
dang doc la

(r+& 1 &

T e
Xet tiét dién A cia dam g6 tai vi tri r. Ung sudt doc tai £ truc trung tinh V' N
tai dé tiét dién cat médt phang trung hoa N'N 1a
_ E¢

T

(&)

R “qe h " a 2 n 1 v . A
trong do /7 1a suat Young cia vat liéu. Momen tdng ¢dng cuia cac (ng suat doc
f - . ¢ 2
doi voi truc trung tinh la

Miz) = /Tg(m = 5;/534,4 = Eri . (1)

. - v o : .k - a .

 la momen quén unh cia dién tich tiet dién quanh truc trung tinh. Momen
uon cuc dai xay ra tai tiét dién » = 0 va ttng sudt cuc dai xay ra tai bién trén
va hién dudi. Do

.{:7': M(x)g
r ! "

) M(O)h  Llk
1'rnfm = 7 = _-f -
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DE cho dam g& bi ubn cong it nhét, ddm gé phai dudc lip sao cho do cao cua
né 1a 2h — 4 in va bé day w — 2 in. Do d6

h
. 2
I - [ ¢%dA = w 2de = Zwh® = = in' .
./ £ ; hE . 3 3
Vol [ = 72 in, (ng suat gidi han Ty, = 7900 Ib/in?, suy ra do 16n cha trong
vat cuc dai la
700 =% 32

I = TS 585 1b (pao) .

RS ¥ S—
W
L1

Hinh 1.238

Hinh 1.238 cho thdy su uén cong cia mat phiang trung tinh N’ N. Phuong
trinh (1) suy ra
2y 1 M{z) L{ 1)

dx? ~ r ElI EI
LAy tich phan va chi y 1a dy/dr = 0tai r = 0, ta ¢6

dy L r?
E_ ‘—‘ﬁ (Lr—?) i

Tich phéan thém lan nita v6i y = 0 tai 2 = O suy ra

L
Y=\ 2/

Db dich chuyén cta diém P do d6 sé 1a

L i:_’. {.’_& L{Z‘:
P R e I e e T "'4.21 i .
ET (6 2) 3ET =

1258

Rét nhiéu gido trinh so cAp mé ta dinh luat Pascal vé thily tinh hoc nhu
sau “bat ki do thay ddi ap suét nao cda chir luu bi dong kin nao déu truyén
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khéng bi gidm v ngay 1ap tic téi tht ¢ moi di€m khac trong long chét luu
d6”. Didu nay cb vi pham nguyén 1y twong dbi khéng? Gidi thich mét cach 1o
nhdt y nghia cua tir "ngay lap tic" trong trudng hop nay.

{(Wisconsin)
Loi giai:

Dinh luat Pascal khéng thyc su vi pham nguyén 1y tuong déi. Nguyén ly
dé6 gia thiét ring chit luvu khong thé bi nén, va 12 mot md hinh don gidn héa,
khéng hoan toan chinh xac vdi chat luu thét.

Su thay d8i 4p sut tai mot diém cia chit luu duoge truyén di trong long
chét luu véi van tée cha 4m thanh. Do kich thudc eda binh chita théng thudng
rit nhé so véi quang dusng di dudc ciia 4m thanh trong mét khoang thai gian
ngin nén do thay déi ap suit c6 vé nhu 13 dugc truyén di t6i moi phin cda
chét luu, mét cach "ngay 1ap titc” hay titc thoi.

1259

Mot can don dugc diing dé do khéi lugng m; ctia mdt chit rin thé tich V;
c6 mat dd khédi p; rat bé. VAt rin nay duoc dit 8 dia cin bén trai va cac qua
can bing kim loai cé mét dé p, rat 16n duge dit & dia bén phai dé can bing.

(a) Néu sy can nay dau tién dudc thuc hién trong khéng khi sau dé long
can dugce rit chin khéng thi cin don con gilt nguyén thing bing khéng? Néu
khong thi dia bén nao sé léch xudng dudi?

(b) Xéc dinh phin trim sai sb (néu c6) ctia khéi luong m, do dugce khi can
trong khéng khi (mat dd khéi ctia khong khi 1d = py).

(Wisconsin)
Loi giai:

(a) Cin sé khéng con thing bang nira sau khi rit chin khong 16ng cén,
Dia bén trai, mang chit rin mat d6 khbi nhé han, do dé 1a vt c6 thé tich 16n
hon sé léch xubng do né da dugc ddy nhidu hon 1én trén bdi khéng khi trong
khi can trong khong khi.

(b) Dat khéi Iwong thuc va khéi luong cin dude (biéu kién) ctia chét rin
trong khong khi 14n luot 13 m va m;. Khi dé

my

m
mg — ~=~—pPag="m1g — ——pag,
P21 A P2PA
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hay
(m m ) m
Ti= Ty, = | o= = = (2] P
M P2 e
nghia la
Ay pa
ey 1
1260

M6t gau nude dude quay voi van toe goe khéng ddi w quanh truc déi ximg
clia né. Xac dinh hinh dang cha bé mit nude sau khi moi chuyén da én dinh.

(MIT)
F4
F.
g1k
F
B
mg
> I
e}
Hinh 1.239

Loi giai:

Xét mot hat mude wén bé mit cé khéi lugng m. Cé hai luc tac dung 1én no:
luc F vubng goc vai mat nude gay ra bdi cac hat nude xung quanh, va wong
luc /ng, nhu trén hinh 1.239. Do n6 di chuyén trén mdt quy dao trom vai van
8¢ goe khong déi w, trong hé toa do tru véi goe toa do 14 diém thap nhat cla
mat nudc ta cd

Freosfl =myg .

" 2
Fsml — mw'r,

trong dé # 1a goc gitfa phap tuyén cha mit nudce va truc . Do db
2
w
tgd — -
g

T
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Do 1gh 1a 4o dbe cha dudng cong biéu dién hinh dang bé mit nuac,

dz Wi
dr q '
suy ra
Y
=, ,
29

do = = 0 d6i vdi r — (. Do dd mir mirde 1a mét hinh paraboloit duge tao ra bdi
parabon ¢ wén quay quanh truc =,

1261

Mot thiét bi bao gém mét éng méanh thing ditng va mot dng réng nim
ngang ndi voi nhau theo cach nhu trén hinh 1.240 duoc nhung chim vao mét
chét 1éng cé mat do rs Mat do va ap sudt cia khi quyén bén ngoai lan luot 1a
Mo Va . Pau n:um cua ong nim ngang khi do dude bit chat va sau do thiét bi
quay ‘-Cll van 16¢ goe khong ddi 1a w nhu da chi ra. C6 thé coi khong khi trong
khi quyén 13 khi ly tudng v co mét nhiét db co dinh va bd qua su thay doi
mét do khong khi theo d6 cao. Cudi cling, bd qua hién tugng mao din va ma
sat bé mit.

Tim chiéu cao h ma nude dang 1én trong éng thing ding téi bac hai cia

{Princeton)

h #

11 o
T //
/“ /{, I /
Hinh 1.240

L3 giai:
Ap suit p va mit dd p cia khong khi trong 6ng nim ngang khéng déu. Xét
moét dp thang ditng cia khéng khi co bé day dr tai khodng cich = tinh tif truc
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quay nhu trén hinh 1.240. Do éng quay véi vin ¢ gbc w, ta ¢b
[p(x + dz) — p(z)]A = WPzpAdz ,
A 1a dién tich tiét dién 6ng, hay

d
P =wzp .

dx
Coi khong khi 14 khi ly tuéng véi phan ur lugng M, ta cd

m
pV = MRT’
hay
_pM
p— RT y

trong d6 R 14 hing s khi. Do dé

M
dp = —d
va
Ezﬁ = Mw? zdx
p  RT '

Liy tich phin phuong trinh trén ta c6

P Muw?
m(2)=2%
“(po) 2RT " °

trong dé pg 13 mat db cuia khdng khi tai diém z = 0. Nhu vay
p= poe®
vli a = Mw?/2RT. py cb th_é duoce xac dinh bing cach xét toan b khéi lugng
khéng khi bén trong éng
L
| esdz=puSL,
0
tirc 1a
L 2
po/ e dz = p,L .
0

14

Véi w khéng qua 16n, a 12 mét s6 nhé. Do
2,4

ea:2=1+az2+aT+”,m1+axz.
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c6 thé 14y gin ding phuong tinh & trén 13

L'Z
pol (1 + %) x po L,

al?
por=|1— 3 Pa -

Do p ti 1é thuan véi p vi nhiét dé ducc gia thiét 1 khéng ddi tai moi diém, ta
¢6 ap suat tai diém r = 01a

al?
po=1|1- 3 )P

Bay gio xét chat 1ong trong 6ng nhd thang ding. Didu kién c4n bang 1a

hay

Pa =po+ ghpy,

hay
alL?
3 Pa= ghp; |
suy ra
B A_Iw2L2pa _ w?L? Pa

~ 6RTgp, ~ 69 p;

1262

M5t binh chira hinh tru tiét dién tron, ban kinh 1 12, dude dd sao cho no
c6 thé quay quanh truc thang ditng cta né. Ban dau né duge dé day chit 16ng
(gia st khéng thé bi nén) c6 mét dd p tdi dd cao h so véi day phang cua no.

4 S 7. A 4 ’ > ] 4
Sau d6 binh tru duge cho quay véi van tée géc w quanh truc cua nd. Van toc
goc dugc gitt khong déi va dgi dén khi hé én dinh. Gid thiét ring chit 1dng
khéng bi tran ra ngoai va khéng c¢é phan nao cla dy bi can nudc.

(a) Tim phuong trinh mé td mat nudc.

(b) Tim biéu thirc ctta ap suit p(z) ctia mit tru tai dd cao z so vdi day.

(c) Tim biéu thitc ctia ap suit po(z) doc theo truc tai db cao z so vdi day.

(d) Dbi vai ngudi quan sat cb dinh dong chit 16ng khéng c6 rota? Chat
1ong tat nhién chiu tic ddng cha trong luc va ching ta gia st 4p sudt khi

2 Y g A ' A X - P
quyén tiéu chuan p, trén toan bd bé mat nude.

(UC, Berkeley)



420 _ - Bai tdp & 1oi giai Co hoc

z
»
G
( g
) b
h, a
| £
h
° i
Hinh 1.241

Lai giai:

(@) Xet mot mat phang thing ding ghUa truc quay. Bt o 1a goc gida tiép
tuyén ctia mat trén chét 16ng vai dudng nam ngang tai diém co khoang cach
£ s0 vOI truc quay va co do cao 1 so vén diém th.—)p nhit cia bé mit trén nhu
trén hinh 1.241. Ap dung két qua cta bai 1260 ta c6

! w,'i
lgar = ':} = & F
dg 7
Tich phdn no ta co parabon
U.'E{J
T T
2g

Bé mit wén cha chét 1ong thu duoc bing cach quay parabon nay quanh truc
quay.

(b) Bé mat trén cla Ch:lt 1ong la mot mat dﬁng ap co ép suat bﬁng ap suat
khi quyen Pa Chuyla m0| parabon qua} nhu thé trong chit 1dng déun 1a mot
mait ddng ap, hiéu ap sut giita n6 va bé mat trén dude xac dinh bang khoang
cach giita hai bé mat doc theo truc quay. Goi # 1a chiéu cao clia diém thap
nhat ctia cac bé mit uén so vai day binh chira. Chiéu cao cia diém cao nhét
trén bé mat trén so voi day khi dé 1a

hy — h t —zﬁ .
29

Néu S = 7/t va hy 12 46 cao cta chat 1ong khi né khéng bi quay, thé tich 18ng
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cong cta chét léng 13

win? R, 2
hosthS—/ 29 7r£2d7)=h15—/ ™ e3¢
0 0 g
L2 R4 , 2R2 )
_ 5 - "R :(m-“’ )sz,
Ag 1g
suy ra
“/.2122
hy = h
1 o+ 4g
va do d6 -
h:h(_)—g)vﬁ—
4g

Ap suét 1én bé mit tru 8 d6 cao 2 so véi ddy do vay 1a
p(2) = pa + (h1 — 2)pg = pa + (ho + W_ig_i - Z) pg -
(¢) Ap sudt doc theo truc quay tai do cao z so voi day la
Pule) = pact (=2 = o+ (o= 50 <) og.

(d)

Vxv=Vx(wxr)=Vx|p
T

v Eox

=V x (—wyi + wrj)

i i Kk
0 2] 0
= | 5: 3y 3z =2k.
—wy wr 0

Do V x v # 0, nén dong chit 1éng c6 rota.

1263

Cho biét géc tréng (dudng kinh gée) cha mat tring va mat trdi gin nhu la
béng nhau va thiy triéu gay ra bdi mat tring cao gip déi thiy triéu gay ra bdi
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mit rdi. Ban c6 thé rat ra kéc ludn gi vé mét d6 tuwong dbi ca mit tring so
vGi mat troi.
(UC, Berkeley)
Loi giai:
Goi Re. Rin, R, 12 céc ban kinh, M, A, M, 1a cac khéi luong cuia trai dét,
- - - (YUY iy oA 5 N <X - ) Y A
mat trang, mat trai va ki hiéu h,,, hs tuong Ung 1a chiéu cao cua thuy triéu gay
ra bdi mit tring va mit troi tai mot diém trén trai dit va Do, D, 1an luot 12
khodng cach tlr tdm cua trdi dat t8i mit tring va mat tréi. Nhiéu loan giy ra
bdi mat tring tai mot diém trén bé mat cda trai dat 6 thé duoc thé hién qua

thé gan ding 1a
2 D3 \3 '

trong d6 0 1a khoang cach thién dinh ctia mat tring tai diém dé. Gia tri ctia né
bang ghm, trong dé

_ GM,
g Rz
la gia t6c trong trudng cda trai dat, ta cé

3R, /1 5
- (2~ cos?) .
™= oDAM, \3

Dbi v6i cing khoang cach géc thién dinh

3 3 3

hon (D) M _ <D6> (_Rz"_) Pm

hS D"), A[‘: Dm RS ps ‘
VOI pm, ps tuong (g la ki hiéu mit doé trung binh ctia mét trdng va mat troi.
Do cac duang kinh géc clia mit trdi va mit tring 13 xAp xi bing nhau ta cé

Mo _ By

Dﬂl_DS‘

va do do
Pm _ Pm

= m g
Ps hS

la ti 1& mat d6 khéi lugng chia mit trang so véi mit troi.

1264

Mot thién thé duge hinh thanh tlit mét vat liéu gia dinh c6 phudng trinh
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trang thai

trong d6 p 13 ap sult va p 1a mat dé khéi.

(a) Chi ra ring déi voi vat lidu nay, trong diéu kién can bing thuy tinh, ¢6
mdi lién hé tuyén tinh giita mat do va thé hip din. Diu dai sb ctia sb hang i
1é déng vai tro quan trong.

(b) Viét phutong trinh vi phan thda mén & can bang thlty tinh bai mét do.
Diéu kién bién va cac rang budc vat 1y khac nao phai duoc sit dung?

(¢) Gia sit d6i xiing cu, tim ban kinh ctia thién thé tai trang thai cAn bing.

(UC, Berkeley)
La&i giai:

(a) Gia sir chat ha chiu tAc dung ctia mot ngoai luc F trén don vi thé tich.
Xét cac bé mit vudng gdc vai truc x cé phan tlr thé tich dr = dzdydz cta chat
luu d6. Tai trang thai cin bing, F cin bing véi ap suét trong chit lua, nhu
vay

Fydr = [p(z + dz) — p(z)|dydz = @d"r .

or
nghia la
Op
Fy = 3
hay
F=Vp.

Khi d6 néu f 1 ngoai luc trén mot don vi khéi lugng chét luy, ta c6

1
f=-Vp.
p

Do p c6 thé dudc rit ra bing phuong trinh trang thi, ta ¢6
Vp=KpVp,

va
f=KVp.

Néu ngoai luc phét sinh tif thé hp din ¢, thi

f=-Vo.
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So sanh véi cac phuong trinh trén ta c6
Vo+ KVp=0,
hay
¢+ Kp= hing sb .
Do dé ¢ va p ¢6 quan hé tuyén tinh.
(b) Phuong trinh Poisson

V3¢ = 47Gp
khi d6 cho 12
2 TGp
=0.
Vip+ %

Day la phuong trinh vi phan cin dugc thoa man béi mat dé dé dat dugce trang
thai can bing. Diéu kién bién 1a m4t do p bing khéng tai bién clia thién thé.
(¢) V&i dbi xting cAu ta st dung hé toa d6 ciu cb gbe tai tdm cua thién thé.
Phuong trinh cubi ciing khi d6 trd thanh
d?p  2dp 4nGp
dr?  rdr K
Dit u = pr, w? = 47G/K va thé vao phuong trinh trén ta dudc

0.

u 2
d?+w 'U.:O,

no co nghiém la
u = ugsin(wr + 3) ,
suy ra

p= Topo sin(wr + 3) ,
T

trong do6 ro. py va 3 12 cac hiang sb. Diéu kién bién p = 0 tai » = R, trong d6 R
12 ban kinh ctia thién thé doi héi
wR+3=nr, n=123:...

Tuy nhién, mat dd khéi p phai la mét dai lugng khong 4m nén wr + 3 < .
Diéu dé c6 nghiarang n = 1 vawR + 8 = 7. Xét

f=KVp

r T
=K —0—50 sin(wr + ) + -iﬁw cos(wr + B)| e,
r

= —KB%;—O cos(wr + B)tg(wr + B) — wrle, .
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Do déi xtng ra cdn ¢4 f — 0 tai r = 0, Diéu nay ¢6 nghia la khir — 0
1 :
tglwr + J) —wr =3+ B[wr AP+ ... =0,

Do d6é J— 0vawR = n, suy ra ban kinh cda no la

=K
= V’ el

1265

Xét mot ban chét luu e hip din dang & trang thai can bing thiy tinh ¢6
bé day tdng cdng 1a 2h va ¢o kinh thude vé han theo hudng bén (theo cac
hudéng r va y). Ban mong d6 dong nhit nén mat dd p(z) chi la ham clia z, va

- - - 5 K £z i o & .- - . -
phédn bé vat char tiep tue dot xttng qua mat phang gitra z = 0, Rt ra biéu thic
clia ap suat p cia mit z = 0 theo dai lugng

h
r:r_/ plz)dz
4]

khong chrge gia thiét thém gi vé phuong trinh trang théi.

dr
IEE zn

1
I
i
|
|
l
-h 0,
|
1
I
|

(UC, Berkeley )

Hinh 1.242
Lai giai:

Trong trang thai can bing thiy tinh, luc tic dung wén mot don vi khoi
ludng cha chat liru la (xem bai 1264)

1
f[=-Vp.
i
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Do chi ¢6 su thay d6i theo z, nén

_1dp

f_;dz'

(1

Xét lue hap dan tac dung 1én mét don vi khdi luong tai diém 2o, nhu trén hinh
1.242, bdi mét 16p chit luu day dz tai toa do =

/'°° Gp(z)dz - 2mrdr 20— 2
o T2+ (z0— 2)? T2 4 (20 — 2)?
rdr

20 — z)z]i

= =21Gp(2)(zp — 2)dz /‘000 7

= —QTFGP(Z)(ZO - Z)

_! dz
2+ (20— 2)%],

:ngp(z)(zo — 2)dz

|20 — 2}

Luc hip din tong cong tac dung 1én don vi khéi luong tai z = z 13

J(z0) = ~21G [ IRECE ' p(z)dz}

_h o

20
= -21G p(z)dz

—20

do p(z) débi xiing qua mét phingz = 0. Ap dung phuong trinh (1) cho diém
z = 7, va lay tich phén ta c6

h h 20
p() —p(0) = [ dp(aw) = ~24G [ pleoldza [ ple)dz
JO 0 ) - 20
Tit d6 suy ra mat do dbi xing p(z)
h 20
p(h) = p(0) = —47G [ plaodan [ pla)dz
0 0

Dit o(z0) = [;° p(2)dz, ta ¢6 dp/dzo = p(zo) va

h 20 h I3 02
/O plz0)dzo /0 pl2)dz = fo p(zow(zo)p‘:i): /O odp =L,
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trong d6 o = [ p(2)dz. Sir dung diéu kién bién p(k) = 0 cudi ciing ta cb |

p(0) = 2rGa® .

1266

(a) Mot con thuyén cé khdi luong M ndi trén moét bé chita nudc sau cd
thanh thang ding. M6t hon da khdi lugng m duge cho roi vao thuyén. Mat
nudc bé dang 1én bao nhiéu? Néu hon da rdi trugdt vao long bé thi muc nudc
dang 1én bao nhiéu?

[Cé thé gia thiét moi kich thude va hinh dang cia bé nudc, thuyén va hon da
néu cin thict.]

(b) Mét dng chit U véi hai nhanh ¢ dién tich tiét dién khac nhaud,, A,
duoc dé vao mot luong chat long khéng chiu nén tdi do cao d, nhu trén hinh
1.243. Khong khi dugc théi titng dgt vao mot nhanh éng. M6 ta dinh luong
chuyén déng cha chat long sau do. Ba qua dé nhdt va sie cing bé mat cia
chét 1ong.

(UC, Berkeley )

Ay A2+ x

Hinh 1.243 Hinh 1.244
Loi giai:
(a) Goi o, va . tuong Uung la mat dé cia nudce va hon da, S va Sy, tuong
{ng la dién tich tiét dién nim ngang cia bé va thuyén. Vdi hon da d trén

2 - - . h " - "y - . v
thuyen, thuyén s€ chim xuong mot khoang Ah (so vai mat nudc) sao cho ste
A o . Ay
noi bo sung tao ra co do 16n

mg — puSpAhg .

suy ra
m

Ah = .
Pu: Sk

288TRLG COHOC
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Diéu nay 1am cho nudc trong bé dang 1én mot doan AH dugce cho bdi

SiAH = SpAh,
hay
™m
AH=——.
PuwSt

Néu hon da roi trugt ra khdi thuyén va roi vdo bé nudc, né sé bi chim xudng
day bé. Didu nay 1am nudc trong hd “ting” mét thé tich 1a m/p,, lam cho muc
nuée hd dang 1én mot doan

m

AH = .
or St

(b) Chuyén ddng cta chét luu 1a khong xody (khéng rota) va khéng &n
dinh va dugc mé ta bing phuong trinh Bernoulli dang

.
§pu2 +p+U - p%ié = constant ,
né diing vdi moi diém trong chét 1ng tai thdi diém ¢. U 13 thé cha ngoai luc F
dinh nghia bdi F = —VU, va ¢ 12 thé van té¢ dinh nghia 13 v = —V¢. Xét hai
diém trén bé mat 1, 2 trén mdi nhanh cia 6ng chir U tai khoang cach zy, z3 so
véi vi tri cdn bang d nhu trén hinh 1.244. Phuong trinh Bernoulli suy ra
3¢1 6¢2

1 5 I,
Z Uy — po = = o+ Uy — p—%
2,m)1 +p1r+U—p 3 2,)1)2 +p2+Us—p 5

p1 = py = ap suht khi quyén |
U = (d+ z1)pg, Us = (d — z3)pg ,

vy = I, vy = Iy,
8 [T Ow, -
—(’)‘T - —A Ed.’t = —.’L']d,
by [T Bvy, .
i /0 Bt 4~ fad

chi giif lai cc s6 hang bac nhit cha cac dai lugng nhd x|, z; va cac dao ham
theo thdi gian ctia chiing. V3i gin ding tuong tu phuong trinh Bernoulli trd
thanh

(Zy +22) + 5(z1 +22)=0.

iR
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St dung phuong trinh lién tuc
Alzy = Ayxs

ta cd

9T
2 - =0
l+ d y

912

d

Do d6 chuyén ddng sau dé clia chit 1dng 13 dao déng diéu hoa voi tin sb goc
w = /g/d.

1267

M6t tram khdng gian dugc ché tao tit mét hinh try ban kinh Ry dme nap
day khong khi. Hmh tru quay xung quanh truc débi xing ctia né véi the dd goc
w dé dam bdo gia tbc tai mép bing gia tde trong trudng g trén mit dit.

Néu nhiét d4 T bén trong tram 1a khéng déi, tim o s6 ctia ap suat khong
khi tai tAm véi 4p sult tai mép?

MIT)
Lai giai:

Xét mét vé hinh tru khéng khi ban kinh  va day Ar. Chénh léch ap suét
ngang qua cac bé mat cong cia nod tao nén luc hudng tim cho khong khi quay.
Nhu vay

[p(r + Ar) — p(Ar)]27rl = wir - 27rlpAr
& day p 1a mar dé khéng khi va [ 13 chiéu dai hinh try, cho ta

dp
ar =P
Khong khi tuan theo phuong trinh trang thai khi If tudng
pV = A_IRT
hay
M
p= ﬁp )

& day T va M la nhiét d6 tuyér dbi va phan tif lugng cta khéng khi va R hing
s6 khi. Do dé
@ B Muw?
dr ~ RT

pr .
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(o) M2 rhRo
/ﬁ QP e tnd .[ rdr |
p®) P RT Jy

In p(Ro)] _ Mw?R}  MRgg
p(0) | 2RT ~ 2RT °

do gia téc & mép, w? Ry, bing g. Do d6 ti sb 4p suét 1a

p(0) _ MRyg
p(Ro) ‘e"p( 2RT> |

Tich phan ta co

c6 nghia la

1268

Hay tinh hinh dang bé mit rdn xoay mé ta db phinh ra § xich dao khi
hanh tinh quay chdm hinh thanh. Thita nhan ring hanh tinh gém toan chat
16ng khong bi nén mét dé p va khdi luong téng M hanh tinh dé quay véi van
tbc goc déu w. Khi quay, khodng cach can bing k€ tit tdm hanh tinh dén hai
cuc cua nd la Ry,

(a) Hay viét phuong trinh cén bang thiy tinh déi voi bai toan,

(b) Giai d6i véi ap suét g4n bé m3t cna hanh tinh bang cach sit dung gin
diing thé 1a trudng hip dan gin bé mit ¢ thé dudc viét nhy —GMr/r2,

(¢) Tim phuong trinh cho bé mit hanh tinh.

(d) Néu dé phinh xich dao (R, — R,) la mot phin nhé ctia ban kinh hanh
tinh, tim mdt gan diing cho biéu thitc nhin dudc trong (¢) dé€ mé ta dé léch
ciia bé mit so v4i tinh cAu.

(e) Véi trusng hop ctia trai dat (R, = 6400 km, M = 6 x 102 kg) hay udc
lrgng bang con sb chidu cao ctia chd phinh xich dao.

(MIT)
Loi giadi:

(a) St dung toa d6 nhu hinh 1.245 va xét diém P wrong hanh tinh. Trong

trang thai c4n bang luc ngoai cin bang bai 4p luc trén mét don vi thé tich,

_(0Op Op
Vp= (ar’raa’o) :

trong toa d cAu vdi st thita nhén ring hanh tinh 13 dbi xtng quanh truc quay.
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z

FrPwircos)

Hinh 1,245 Hinh 1.246

Bay gid su dung hé quy chiéu quay gan véi hanh tinh sao cho truc 2’ tring
vdi truc quay va mét phing 'z’ chira {)P Trong hé quy chiéu nay luc ly tam
tudng rugng trén mot don vi thé tich, pw?r cos A, & diy A =7 -6 la vi d6, phai
duge dua ra. DBt F 14 luc hip din wén mot don vi thé tich. Khi dé cac Iuc c6
lién quan nhit & hinh 1.246. Khi dff = —dA, ta c6 thé viét Opfofd = —dp/dA va
0, trong cac hudng 1 va 2/,

Jp dp

F,;m A-——ﬁam)\-—F‘ +ﬂu.rrqu (1)
P .

CJJ: S A -+ :3; cos A = Fie . (2)

(b) Luc hip dan trén mot don vi thé tich tai 22, nhu da cho, ¢é cac thanh
A
phan

P M cos A pG M sin A
FJ..':-—T! Fy.r:— ?_2_ i
Thay vao phudng trinh (2), ta ¢
dp pCM  Op
SR ) tor
riaA ( 2 ¥ g B

ma vdi phudng trinh (1) sé cho

e} 2 G M
P putreost A — 2 :

I o2

Vip = 0tair = R, tch phan coa né cho

= l[r"2 — R pw” cos® \ + (l —t pG A
2 r R
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V6i diém 6 d6 sdu k dudi bé mit vidd A, tacé, khir = R— hvéi h < R,

- R’x —2Rh,

p = (—szcosﬂ)\ + G—M) ph .

(c) B& mat hanh tinh 13 mdt mit dazmg thé. Thé (thé nang trén mot don vi
khoi lugng) tai bé mat giy ra do luc hip din 13

U= -g—jg—/!-i- hang s6 .
Thé ¢ géy ra do luc ly tim dude cho bdi

-V = ( 9 _8g> = (w?r cos? A, w?r cos Asin ) .

B’ oA
Nhu vay
%ré = —w’rcos? A,
hay
o= —%wzﬁ cosZ A+ f(A) .
Khi
%% = wircos Asin A + %f’(/\) = w?rcosAsin A,

fl(xy=0  hoac  f(z)= hingsb.
Do dé déi voi bé mit ta cé
—%WQR2 cos? \ — %? = hing 86
Tai cac cue, A = £, R = R,. Nhu véy ta ¢

—l-uzcos2 AR — %R-FGM =0.
2 R,

(d) Tai xich dao, A =0, R = R,, va phuong trinh trén tré thanh

Ww’RS = 2GM (Rﬁ ‘Rp> .
Rp
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5 A 5 . - r. o 2 \
D6 léch cua bé mat so vai tinh cau la

Re—R.p_wQRg
R, 2GM

(e) Déi voi trai dat,

R = 6400 km, R, ~ R, = 6400 km , M =6x 10 kg,
2m I

- et v _ —11N 2 2
w 24x36005’ G =6,67x 10 m~/kg” |

ta ¢cd
Re~ R, =11km.

1269

Hé s6 nén K cta chit khi hdy chéit 1éng dugc dinh nghia 1d K =
—(dV/V)/dp, & day —dV 1a d6 giam thé tich do d% ting ap suit dp. Khéng
khi (tai p suét va nhiét do tiéu chudn) chiu nén khoang 15.000 lan I6n hon
so véi nudc.

(a) Duta ra cong thite cho vin tdc song am v, 1/22 = K p, & diy p 1a mat dé
khéi. St dung bit ki phuong phdp nao ban mudn. (Mt mé hinh don gidn sé
la du.)

(b) Van toc 4m thanh trong khong khi (tai 4p suit va nhiét dé tiéu chuin)
1a khodng 330 m/s. Van toc 4m thanhh trong nudc khodng 1470 m/s. Hay gia
thiét ring ban ¢6 nudc chita mét hén hop ddng nhit bot khong khi nhé xiu
(rat nho so vdi bude séng Am trong khong khi), né chiém chi 1% thé tich. B
qua anh hudng ctia bot dbi véi mat dé khéi luong cia hén hop (so véi nudce
tinh khiét). Tim hing sb nén K cda hén hop, va do dé tim v dbi vdi hdn hap.
So sanh tri s6 ctia v dbi véi phan thé tich 1% di cho véi tri s6 v clia nudc tinh
khiét hay khéng khi.

(UG, Berkeley)
Lai giai:

(a) Khéng mét tinh t8ng quat, ta cé thé xét bai toan mot chiéu va gia thiée
riang mat diu ving bi nén, nghia 13 mit du séng, duoc truyén tir trai sang
phai vdi van téc v. D& thuin tién, ta sit dung hé toa dd sao cho viing nén diing
yén, khi dé cac hat khi trong ving séng khong t3i duge sé chuyén déng tit trai
sang phai véi van tbc v trong hé quy chiéu nay. D3t 4p suét va mat dé trong
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pedp v e
vedy P
p.dp

Hinh 1.247

viung khong khi vira néi ttong ing 12 p va p. Khi cac hat di vao vung bi nén,

- vén téc clia ching thay ddi thanh v + dv, 4p sult thay déi thanh p+ dp, va mat
do thay déi thianh p + dp, nhu & hinh 1.247. Khéi luong khi di qua mot don vi
dién tich mat diu séng 13

pv = (p+ dp)(v + dv) ,
Tir d6 ta co, vai cac dai lugng bac mot,
vdp = —pdv .

D6 bién thién déng luong trén mdt don vi thai gian ngang qua mét don vi dién
tich 1a
(p+dp)(v + dv) - (v+dv) — pv-v =v%dp + 2pvdv .

Theo dinh luat Newton hai diéu niy tuong {tng véi 4p suit du ciia vé bén phai
50 vOi vé bén trai. Nhu vy

v2dp + 2pvdv =p— (p+dp) = —dp .
Hai phuong trinh trén cho ta
vidp = dp.

Vi khbi lugng m da cho ctia chét khi

m= pV
hay
%
dp—_-i—/—
Do dé oV
2d — 2. 27
vidp = —v'pT- =dp,
hoidc
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c6 nghia la
1
V= —=.
vKp

(b) D6i véi hén hop da cho

Vdp Vdp 1%

K av _MdV1+dV2 _ KW+ KV
Dbi v6i nude va khéng khi tuong tng ta 6

1

2

vy = ,
Y Kaim

Ka _ (21)2 ,

K, va ) p2
_[1470\? 1
“\330 / 1,293 x 103

=1.53 x 10* .

1

2
Uy, =

2
Kapo

3

va nhu vay

Do d6, déi v4i hén hop

Vi KoV
k=2
(v 7Y

) Ky = (0.99 + 153)K; =~ 154K,

1 1 1470
v = ~ =
VKp ~ J154K\p, /154

, > A . P N P . . a
n6 nhd hon rit nhiéu so véi vin téc 4m thanh trong nudc tinh khiét hay khong
khi.

=118 m/s .

1270

Xét su dan nd déi xing cAu cia mét chit khi ddng tinh, ty hap dan véi
ap suat khéng dang ké. Cac didu kién ban diu ctia din nd khdng dugc chi ra;
thay vao dé ban dudc cho biét 13 khi mét do 1 py, mdt phan tit chét luu cé
ban kinh Ry tinh tit gbc c6 vén te 13 v,.



436 Bai tdp & l&i gidi Ca hoc

(a) Hay tim v(R).
(b) Mb ta trang thai cubi cung cua khi theo vg, Ry va po.
(UC, Berkeley)
Loi giai:
(a) Xét chuyén d6ng cia mét don vi khéi luong tai bé mat chéat khi, dinh
luit bao toan c6 nang cho ta

1, GCM
—yd -

2 GCM
5 =,

1
Ry 2" R
3 day M = 4npyR3/3 14 khéi luong tdng clia chat khi. Do d6 van tbc ciia mot
don vi khéi lugng khi khi ban kinh phin thé tich khi la R la

. 8 e 1
v= \/;+ -gﬂGpoRg (E - E}-) A

(b) Khi R ting, v gidm, va cubi cling v = 0 va sy dan nd ditng lai khi ban

kinh tré thanh |
R [_1_ _ JL} o
Ry 87er0Rg
1271

Mét chit 16ng khéng bi nén mit dé khéi luong 2 dé nhét n duge bom
trong dong chay thanh ldp trang thai ditng qua mot ong tron ban kinh trong
13 R va chiéu dai L. Ap suét tai dau vio la P1» ap sudt du ra 14 p,, ) > po.

Dat () 13 khéi lugng ctia chit 16ng chay qua 6ng trong mét dan vi thdi gian.
Hay tinh Q.

(CUSPEA)
Lai giai:

Su dung toa dd tru (r, s z) voi truc z doc theo truc cia 6ng. Dbi vai dong
chay thanh 18p vén tée v clia chét 1dng ¢é cac thanh phén

vy = v, = 0, Vy =V .

Ngoai ra, vi déi xiing, » = v(r). Khi dé trong phuong trinh Navier-Stokes

p%+p(v-v)v—nV2V+Vp=F,
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dv /8t = 0 dbi vdi chuyén déng ding,

ov
(v -Viv=u,——e,=0,

Oz

do v = u,(r), vi luc ngoai trén mdt don vi thé tich F bing khong véi diéu kién
’, , e 2 .
e hut c6 thé bo qua, ta ¢

Vp=nViv.
Phuong trinh nay trd thanh
op _m0 ( 0v op _ 9 _
0z ror\ or)’ or o

ddi vdi v = v(r)e,. Do vé phai ciia phuong trinh thit nhit phu thude vao r
trong khi p la ham cta z, nén vé kia phai bang mét hing s6, dé 13

O _p2om __Bp

9z L L’
6dﬁyAp:p1—p2. Do do6

Tich phan cho ta

nL

C1, Cy 13 cac hing s6. Vi

v(r) = hitu han , v(R)=0,

ta doi hoi
1/ Ap 5-
:0 = - _—
C , C 4(1;L>
Do d6 A
_ p 2
v—4—nL(R ).

Khéi lugng chét 16ng di qua 6ng trén mdt don vi thai gian khi dé 13

mpRiAp _

R
= -9 =
Q p/(; v - 2mrdr 80
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1272

Mt qua cdu ban kinh R chuyén ddng vdi van tbe déu u trong mét chée luu
ly tudng khdng nhét, khéng bi nén (V - v(z) = 0, v(z) 1a van tbe chat 16ng).

(az Xac dinh vén tbc v cta chit lvu di qua bt ki mét diém nao trén bé
mat cau.
(b) Tinh phén b 4p sut trén bé mat hinh ciu.
(¢) Luc can thiét dé gilt qua cAu chuyén dong déu 13 bao nhiéu?
(Columbia)

H

A =
6—

a z €«— v:-u
(—.—
e__
<«

Hinh 1.248
Lai giai:
Ta c6 thé xét qua cau nht 13 dimg yén trong khi chét lutu chay qua né véi
van to¢ v = —u nhu chi ra 6 hinh 1.248. Sit dung toa dé ciu (r, 0, ) véi goc
tai khéi tdm cAu sao cho vén téc ctia chét luu 1a trong hudng 0 = =. Dinh

nghia thé vin tbe ¢ bsi
v=-V¢.

Chét luu khéng bi nén ¢6 nghia la
V.v=-V%=0.

Nhu viy ¢ thda min phuong trinh Laplace. Diéu kién bién la

—(%) = —ucosf
or ) g

do bé mit ciu 13 khong thé thim qua dugc, va
=10 khi T — 0oC

do v = —u = hing sb tai cac khoang cach 1dn ké tif qua ciu.
Nghiém téng quét ctia phuong trinh Laplace 12

20 n
6= (@umr™ + bumr " )P (cos 8)eF Y .

n=0m-=0
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Do hinh dang I3 d6i xiing tru, nén ¢ khéng phu thude vao o va ta phai lay
m = 0. Nhu thé ta c6

o0

@ = 2:(‘1117‘n + byr " P, (cos 9) .
n—-0

& day P,(cos0) 1a cac da thic Legendre , va ay, by, 12 hing s6 thy y. Do ¢ = 0
khi r — oc, ta do6i hoi a,, = 0. Do

0¢ i
(—) = Z(—~n-— Db, R ™ 2P, (cos @) = uly(cos )
6T R n=0
ta doi hoi
b, =0 dbivéimoi n+#1

va )
b[ = —E?LR:} .
Do dé \
ult
b= o cosf .

(a) Tai diém (R, #) trén mat ciu van tde chit luu la

¢ 0¢ }
r—R

Vv = —V@ == {—Eer — @83

| N ind
= ——ul’ | = cos e, + ﬂeo
2 rd r3 iz

1.
= —ucosfe, — Eusm feg .

(b) Phuong trinh Bernoulli cho dong chay ditng khang rota ctia chét luu
khong nhdt, khong bi nén la

1 N
5/)1)2 +p+ U = hang s0,

& day U = hing sb néu khdng ¢6 luc ngoai tac dung. Xét diém (R, §) trén mat
cAu va diém 6 v6 cling, & day ap sut 13 po. Khi d6

, 1 .. |
gu2 ((-.0520 + zsinz 0) +p= épuz + Do
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hay
3
p(R,0) = gpu2 sin?@ + po .

Bidu thitc d6 cho phén bd cua ap sult trén mat cu.
<. A 3 34 s 4 A - A 1 2 -
(¢) Luc ngoai tong dudc tac dung bai ap suat trén mat cau la hudng cua u
va ¢o gia tri

F,= /p(‘.os 8dS
Tr3 o, )
= / (gpuz sin? 6 + p0> 27 Rsin@ - cosd - Rdb
0

=0.

Do d6 khéng ¢6 luc nao duge ddi hdi dé gilt qua cu chuyén déng déu. Diéu
d6 6 thé doan trude duge khi qué ciu chuyén déng déu khéng ma sat.
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PHAN II

CO HOC GIAI TICH
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1. CAC PHUONG TRINH LAGRANGE (2001 2027)

2001

Mot 16 xo khdang khoi lirgng ¢é chiéu dai nghi /y (khéng dan) co treo mét
trong vat khoi luong m (coi nhu chat diém) & mét dau va dau kia ¢6 dinh, do
dé 16 xo ducc treo trong trong tritdng nhu chi ra trong hinh 2.1. Chuyén déng
ctia hé chi xdy ra trong mit phing thing ding.

(a) Viet ham Lagrange.

(b) Tim cac phuong trinh Lagrange khi sif dung biénsd #, A = (r—r0)/rg, &
day », 1a chiu dai nghi (khi treo trong vat khoi lwong m). S& dung w? = k/m,
-_uf -, fro.

(c) EHay xét phép gan ding bic Lhap nhét déi voi chuyén déng khi A va ¢

nha vl du,u kienbandaud =0, A =0, A=A, # = wyitait =0, Ava B la
cac hang so.

(d) Xét phép gan dung tiép theo dbi v t:huyt,n dong. Dudi duu kién nao
thi chuyén déng A céng hudng? Diéu dé 6 thé thuce hién duoc vé mat var ly
khomg?

(Wisconsin )

Lai giai:
(a) Trong toa dé cuc (r.#) nhu hinh 2.1, chit diém m ¢cé vin the v = (F, 78).
Nhu vay

T = %mlf +F£{)?\

l ;
V= —mgreosd + __EA'('J‘ = fn)z .
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Y M 5 N X, N 2 \
k 12 hang s6 dan hoi. Ham Lagrange ctaa m la

. 1
L=T~V = s +r%6%) + mgr cosd ~ pk(r —bo)? .

(b)
4 (oLy oL _
dt \ or or

cho ta

mi — mr§% — mgcosb + k(r — 1) = 0.

ey,
dt \ 59 o8

suy ra

mr20 + 2mrid + mgrsingd =0.

Chiéu dai nghi ctia 16 xo cé khdi luong m khi treo, ro, dude cho bdi dinh luat
Hooke

k(’l‘o - 10) =mg .
Nhu vay v8i A = (r — rp)/rp ta co

mg

—lp= Mo+ —= |

Tt To .k
r=ro(1 + \), 7 = 1gA, T =19\,

va phuong trinh chuyén déng tré thanh

RA (1+X\)8% + i(1 —cosf) =0,

A —
m To

(1+A)é+2;\9+§sin0=0;
0

hay, v8iw? = % 2= 4 -

m’
A (w2 —éZ)A—92+ug(l —cosf) =0,
(14 X)0+ 20 + wlsind = 0.
(¢) Khi ) va 6 12 nho, ta c4 thé bd qua cac dai lugng bac hai trong 8, A, 6, A,
va cac phuong trinh chuyén déng gian udc thanh

;\-i—w?/\:O,
é+w39=0

25-BTAL6 CT HOC
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voi gin ding bac thip nhét. P6i véi cac didu kién ban diu da cho, ta tim dude
A = Acos(wst) ,
6 = Bsin(wpt) .
Nhu vy A va # dao dong hinh sin véi tin sé goc tuong iing w, va wp, hai dao
dong khac pha nhau 7 /2.
(d) Néu ta cling giff cic sb hang béc hai, thi cac phuong trinh trd thanh

At wir=46% - §w292
1+ M8 +206+w2=0.

Str dung cac két qua cha gdn ding bac nhét, phuong trinh thit nhét trén ¢
thé duge tiy gin ding nhu sau

. 1
AWl x §B2wg[2 cos? (wpt) — sin?(wpt)]

= i—BQwﬁ[S cos(2wpt) + 1] .
Nhu thé A ¢6 thé cong huéng néu w, = 2wy. Tuy nhién, diéu dé khoug gibng
véi thue té vat Iy bdi vi khi bién db clia A ting t01 céng hudng thi gin dung
bac nhit khéng con ding nita va cic hiéu {tng gan diing bac cao hon sé xay
ra. Ngoai ra tinh chat phi tuyén ctia 16 xo ciing sé& déng vai trd, 1am mét gia tri
ctia mé hinh géc dude don gian héa.

2002

M6t dia khéi ludng M va ban kinh R truot khdng ma sét trén bé mit nim
ngang. Mot dia khac khoéi lu0ng m ban kinh r duge ghxm di qua tdm cua no
va cach tim cta dia thi nhit mot khoang b, d€ né c6 thé quay khéng ma sat
trén dia thu nhét nhu chi ra trong hinh 2.2. Hiy mé ta chuyén déng va tim
cac hiing sb ctia né.

{Wisconsin)
Loi giai:

Liy toa dé suy rong nhu sau: z, y 13 toa dd ctia khdi tAm ctia dia 16n har., 6
la géc quay cia dia 18n hon va ¢ 12 gée quay cta dia nhé hon nhu trong hinh
2.3. Khéi tAm cta dia nhd hon ¢6 toa dé

T+ bcos?, y + bsind
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MR

N

Hinh 2.2 Hinh 2.3
va cac thanh phén toc dd
i — bsind, U+ bl cost .
T do dong ning toan phan clia hé hai dia 13
T = luu? + 3% 4 ! vR2ge
2 4
] 5l Bl 2 : 7 e 112 _]; 2,2
+ 2m[[r b sin )" + (§ + bl cos 0)7] + e
va ham Lagrange la
L=T—-V=T
= - M(#% +9%) + - MR’
2 4
1 . 5 - . .
+ 5m [£2 + 32 + 6267 — 2bzbisin 6 + 2by0 cos B + %mr%:;‘h‘ ,

Xét cac phuong trinh Lagrange
d oL oL
) Ty = gr =i D
dt \ O, g,

oL _ 4 (OL\ _OL_ d (L) _,
or dt \ Oz e  dt\dxr)

aL i L
Z~ = hi
5; = ang so

Do

1a co
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hay _
(M +m)i — mbfsin§ = hing s6 . (1)

Do AL/8y = 0, ta c6 8L /8y = hing s6, hay
(M + m)y + mbf cos @ = hiing sb . (2)
Do OL/8¢ = 0, ta c6 JL/B¢ = hing s6, hay

¢ = hing sb. (3)

Do

?)_z = —mbizf cos§ — mbyfsin b,

L 1 .. .

6—. = - MR?0 + mb®6 — mbi sin 6 + mbij cos b ,

08 2
ta c6 phuong trinh chuyén déng

%MR25+ mb%6 — mbi sin@ + mbjjcosf = 0 : (4)

Phuong trinh (1) — (4) md ta chuyén dong ciahé. ViV =0va T + V = hing
sb khi khéng ¢ ngoai lic, dong ning toan phén cha hé, 7, 1a mét dai lugng
dugc bio toan. Bio toan momen xung lugng xung quanh khi tim ciia hé doi
héi ring khi » = hiing sb, thi ciing phai ¢6 § = hing sb.

2003

M6t hinh tru rin déng chét ban kinh R va khéi luong M & trang thi nghi
trén mit phing ngang va mot tru khac gibng hét ndm trén né, cham vio né
doc theo dudng sinh cao nhat nhu hinh 2.4. Tru trén dich chuyén v6 cling nhé
sao cho ca hai tru quay khong trugt.

(a) Tim ham Lagrange cua hé?
(b) Tim c4c hing sb ciia chuyén dong?
(¢) Hay chitng minh ring chitng nao ma cac tru con cham nhau thi

02 - 12g(1 — cos 8)
"~ R(17 +4cos® — 4cos26) ’

& day 6 13 gbc ma mit phing chita cac truc tao véi phuong thing dung.
(Wisconsin)
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Hinh 2.4

Lai giai:
(a) Hé 6 hai bic tu do do d6 cén hai toa dé suy rong. D6i véi nhiing toa

do nay, ta sir dung f;, 1a géc quay cia tru dudi, va goc 8, 1a goc tao bdi mat
ch(a hai truc cla hai tru véi chiéu thang ding.

Ban ddu, mat phing chira hai truc ctia cac hinh tru la thing ding. O mét
thoi diém sau d6, mit phing nay tao ra goc ¢ vdi dudng thing ding. Diém
tiép xtic ban dau, A, by gid dich chuyén dén A’ trén hinh tru dudi va dén A"
trén hinh truc trén. Véi cac goc dinh nghia nhu trén, ot hinh 2.4 ta co

0,40 —0s—8,

hay
s =0, +20 .

Lay toa dé Descartes (r.y) trong mit phing thiang ding vudng goc vai cac
truc hinh tru va di qua cac khéi tim ctia ching, nhu & hinh 2.4 ta co tai t > 0,
dbi voi tru dudi

I[Z—*ngh yl—R,

va doi vai tru trén

Iy — r+2Rsind |
yr=3R—-2(R cosf) = R+ 2Rcosf .

Cac thanh phan van tbc tuong ng la

i'l__Rgl* QIZU\
iy = -RO, +2Rcosd, gy = —2ROsind .
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Dong nang cua tru dudi la

3

JUUEES SRR NN,
Ty = ~Mi? + ZMR)OIZ =

5 MR? |
va dong ning cua tru trén la

1 1 :
T, = §M(i-§ + 95 + ZM?Q();_*

1 . . . 1 o .. "
= §MR2(9f — 46,8 cos 8 + 40%) + ZMHZ(f)f + 46,6 + 46°%)

= Zwmz[;zof +46,0(1 — 2cos 0) + 1207 .

Thé niing cia hé, khi 14y mit phing ndm ngang nhu mirc tham chiéu, 1a
V = Mg(y) + y2) = 2MR(1 + cos0)g .
Ti d6 ham Lagrange ctia hé la

L=T-V

= 5M}22 (367 + 20,0(1 — 2cos §) + 60%] — 2MR(1 + cosb)g .

(b) Khi chi tinh dén trong lue, c6 ning toan phén cta hé 14 hing sb cia
chuyén déng

E=T+V
1 . . 5
= §MR?[30% +2016(1 — 2 cos 0) + 66°) + 2MR(1 + cos 8)g

L £
= hang so .

Ngoai ra, néu 8L/8g; = 0, phudng trinh Lagrange

d oLy oL _,
dt \ dq, oq,

doi héi rang oL /d¢; dudc bao toan. V8i hé dang xét, 8L/80, = 0 do d6

oL s \
e MR?[30, + #(1 — 2cos 0)] = hing 6 .
1
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(c) Chung nao cac hinh tru con git t_iép xc voi nhau thi cdc két qua cua
(b) van con dung. Ban dau, 4 =0, 8, = # = 0, do do

1 5 o :;
E,wmﬂ:sr); +2618(1  2cos8) + 66°] + ZMR(1 + cosf)g = 4MRg |
MR?36, +8(1 - 2cos8)] =0.
Cac biéu thire dé két hop lai cho ta

@218 = (1 2cosf)? = l—}:;Z[l —costl)g .

c6 nghia la
12{1 — cosfl)y

3¢ = —— , .
R{1T + dcost — 4cos? )

2004

Hai hat khéi lugng m nhu nhau bj bude phai trugt doc theo mét thanh
manh khoi luong Af va dai £, thanh tu né dude chuyén déng tur do theo moi
cach, Hai 16 xo dong nhat noi cac hat nay véi tim diém ciia thanh. Chi xét
nhitng chuyén ddng cia hé nay trong dé chiéu dai ciia cac 16 xo (c6 nghia la
khoang cach ctia hai hat ké tit tdm thanh) la bang nhau. Cho dé la hé ¢6 lap
trong khéng gian, hay tim phuang trinh chuyén déng cta ching va giai (dén
diém co thé tich phdn). Hay mé ta dinh tinh chuyén déng.

(Wisconsin )

Hinh 2.5
Loi giai:
Stt dung t0a dd Descartes c¢6 dinh, va hé toa dé chuyén dong véi goc la tai

trung diém O clia thanh va cac truc toa dé Descartes tuong (ing song song voi
cac truc ctia hé 1oa dé chuyén dong. Dir (7, ¢, ) 14 toa db cAu ctia mét diém
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tham chiéu hé toa dé chuyén déng, nhu hinh 2.5. Khi dé diém O cé cac toa
dé (z,y, z) trong hé toa db cb dinh va hai chit diém ¢6 toa dd cau i (r, 6, p)
va (—r,0, ) trong hé toa dé chuyén déng.

Dong ning clia hé bing v4i ddng ning ma nd sé c6 néu toan bd khédi luong
ctia né tip trung tai khdi thm céng vdi ddng ning cia chuyén déng xung
quanh khéi tam. Khi O 14 khéi tam coa hé, ta c6

T = (M + 2m)(2® + 52 + %) + m(#* + r?6% + r29?sin? 0) + Tquay

DO —

8 day Tquay 12 ddng nang quay ctia thanh, Van toc goc clia thanh xung quanh
Ola

w = pcosfe, — psinfey — ée¢ ,
giai no theo cac truc chinh, cic momen quan tinh tuong tng la

_ R R 1
I, =0, Iy = —12ML , I, = 12ML .
Do dé

Tor = (I,wf + Igwg + Iv,wfo)

B =

_ Lo oo
—24A{L (0% + ©“sin”9) .

Hé & trong khéng gian tu do, vi vay chi ¢6 thé ning 13 do tic dung cta 16 xo,
1 2 2
V:2'§K(T*T0) ZK(T—T()) N
3 day K va rq tuong iing 13 hing s6 16 xo va chiéu dai tu nhién ctia mbi 18 xo.
Do do

L=T-V
1

S (M + 2m) (2% + 2 + 22) + m(#2 + r20% + r2y?sin? 9)

+ 21—4ML2(92 + @2 sin? 0) = K(r - ro)2.

Cac phuong trinh Lagrange

i(a_L>_%—0 ’
dt \ 0g; g



Co hoc gidi tich 451

khi dé cho ta cac hing sé chuyén déng sau

(M + 2m)i = hing s6 ,

(M + 2m)y = hing sb ,

(M + 2m)z = hing s6 .

1 .

(2mr2 + EML?) psin? @ = hing sb .
Ba phuong trinh diu chi ra ring vén téc (&, 3, #) ctia khoi tim cha hé la vecto
khong d&i. Nhu thé khdi tim chuyén dong trong chuyén déng thing déu véi
bt ki van té¢ ban diu nao. Phudng trinh cudi cling chi ra ring thanh phan
cha momen déng lugng xung quanh truc 2’ 13 hing sb ctha chuyén dong. Vi

truc di dugc chon tly ¥ nén diéu dé c6 nghia ring momen xung lugng dugce
bao toan.

Cac phuong trinh Lagrange ciing cho cac phuong trinh chuyén déng sau

F—rf?— rg'oz sin? 8 + —(r —rg) =0,
m

5 ML?\ . , o ML2\ .
2 o 0 — | 2 »sinBcosf =0.
(r + 24m> + 2r70 (r + 2am P°sinfBeosd =0

Cac phuong trinh dé va phuong trinh ¢ & trén mé ta chuyén déng quay xung
quanh khéi tam ctia hé.

Nhu viy véi rang budc ring hai chat difm m truot doc theo thanh mét
cich d6i xing d6i véi trung diém O, chuyén dong ctia khéi thim O ctia hé la
chuyén déng thing déu, va chuyén déng ctia hé quanh O l1a nhu thé nao dé
dé momen xung luong déi vdi O duge bao toan.

2005

Hé toa db vudng goc 6 cac truc z,y, z quay d6i vai hé quy chiéu quan
tinh véi van tbe goc khong ddi w quanh truc z. Mét chat diém khdi lugng m
chuyén dong dudi tic dung cta litc ma thé cha né 1a V(z,y. z). Lap phuong
trinh Lagrange clia chuyén déng trong hé toa dd r, y, z. Hay chitng minh ring
cac phuong trinh d6 gibng nhu cac phuong trinh cta hat trong hé toa dd cb
dinh bi tac dung bdi lue —VV va lyc dén ra i thé phu thuée vén téc U. Tim
U.

(Wisconsin)
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Lai giai:
Cho hé quy chiéu quan tinh 6 cling gbc nhu hé toa dé quay va cac truc la
'/, 2. Ki hiéu céc vin tdc clia hat trong hai hé toa dd bdi v va v/. Vi
vV =viwxr
voi
w = (0.0.w). r = {2y, 2), v={(%92).
ta ¢

12

W2 =124 2v-wxr+ (wxr)?

= 2+ 9%+ 2% 4 wlxy — 3y) +2? + 2,

va ham Lagrange cfia hat trong hé toa d6 quan tinh, dugc bi€u dién theo céc
dai lugng co lién quan tdi hé toa dd quay,

L=T-V
1 . . 1 9, .
— —m(F? 4 5% + 22 + mw(cy — $y) + Emmz(a:2 +9y5H -V,

2
Céc phuong trinh Lagrange
E(QOWQE_O
dt aq, Dq,- B

khi d6 cho ta
: |14
mi¥ — 2mwy — mwir+ — =0,
oz
. oV
my + 2mwzs — muzy +—=0,
oy
1%
4 =0.
mz + 5s

Vi hat khéi lugng m chuyén déng trong hé toa dé cb dinh (z, v, z) dudi tic
dung ctia lte — V'V va thé khong phu thude tbe d6 bd sung U, ham Lagrange
la

1
L:§m@?+y?+?y—v—u.

So sanh ham nay vdi ham Lagrange da nhin dugc trudc ddy ta co

1 .
U= —muw(ry—iy) — §7nw2(;2 +y%) .



Ca hoc gidi tich 453

Toan t{f Lagrange nay 16 rang lam xudt hién cing cac phuong trinh chuyén
dong.

2006

(a) Ching minh ring momen quan tinh ctia mét que manh xung quanh
tam khéi tAm cta né 13 m!2/12.

(b) M&t 6ng manh, dai khéi luong bd qua dude ghim lai dé né co thé quay
khong ma sat trong mat phing n3m ngang. Mot que manh khéi lugng A va
dai ! trugt khong ma sat bén trong ong. Hay chon hé toa dé thich hop va viét
phuong trinh Lagrange cho hé chuyén dong trén.

(c) Ban dau que dugc dinh tam qua chét quay va 6ng quay véi van tbe goc
wWo- Chung minh rdng que khong 6n dinh & vi tri nay, va mo ta chuyen dong
sau d6 cia né néu no bi kich thich nhe. Hay tlm van tbe theo tia va van tbe

goc cua que sau mét thai gian dai. (Gia thiét 6ng du dai dé€ que chuyén déng
van nam trong ong)

(Wisconsin)

Hinh 2.6

Lai giai:

(a) Theo dinh nghia momen quan tinh la

1 :
. 2, 1 1 .

1= E R2Am, = / l r pdr = 1—2/)/3 = iimlz :

1 2

(b) Liy toa dé suy réng la goc 6 giita ng manh va dudng ngang cb dinh
di qua chot quay va khoang cach « ctia khéi tim ctia que manh tinh tir chét
quay cua ong, nhu hinh 2.5, ta ¢6

. 1 . 1
T = “A(42 4+ r26° — MI202. -0.
M@ 4+ 520 + o ME V=0
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va ham Lagrange
1 . 5 5 1 g
L= 5M(z‘2 +2%0%) + -2—41»11202 :
Cac phuong trinh Lagrange khi do cho ta
i = 16? .

Al (12 + 11—212> 0 = hing sd = C, ching han.

(c) Diéu kién ban divz = 0, 8 = wq cho ta

1 .
C =-Ml%ug ,
2
nghia la
_ 12w
122242
Khi dd ta ¢6 ,
1 di? wix

b= ——— =

2dr (1222 + 2)2
LAy tich phén, khi ban diu r = 0, & = 0, ta dudc
i? e i%ﬁ_ .
1222 + |2
Chi y ring tbe dd que trong 6ng

lwo

,/12+§,

tang khi khoang cach cha né i vi tri dAu tang. Nhu thé que 1a khong 8n dinh
dvnmbandau Khlr—aoo,r—aoo9—+Ovax—>lw0/\/—Dodosau
mét thoi gian dai, chuyén déng quay sé chim lai dén O trong khi tbc dé que
trong dng sé tién t6i mét gidi han trén, Tuy nhién khoang cach £ s& con tiép
tuc tang.

j:

2007

M6t hép khéi luong Af dude ndi clng véi modt vanh banh xe khéng khoi
lugng ¢o ranh trong, ban kinh a trén ban nam ngang khéng ma sat nhu & hinh
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2.7. Mét hat khéi lugng m bt gidi han chuyén déng khong ma saL trong ranh
trong banh xe dat thang dung.
(a) Thiét lap ham Lagrange, khi sit dung ¢ nhu mét toa db.
(b) Hay tim phuong trinh chuyén dong.
(¢) Trong mét gidi han goc nho, hiy giai phuong trinh chuyén déng dé dbi
vOi ¢ nhu ham coa thoi gian.
{Wisconsin )

¥

L.

M

m
FrrrrrrrrFrrery v rrrye

Hinh 2.7
Lai giai:
(a) Vi chuyén dong cia hé bi gidi han trong mit phing thing dung, skt
dung hé toa dé cb dinh r, y va chon toa dd r clia tdm banh xe va goc @ cho vi
tri cua nt trén ranh banh xe nhu cac toa do suy rong nhu, duge vé trén hinh

2.7. Cac toa dé cia khdi m khi dé 1a (z + asinf. —acos#). Vi M dude ndi cling
vai banh xe nén toc dé ctia nd 1a (i, 0). Do dé ham Lagrange la

T . .
L=T-V= aM’rz + §ml{r + afl cos )? + a*6? sin® 8] + myga cos 0

1 5 1 g :
5.’1!1"2 + Em[.&"‘ p a*0% + 2026 cos 8] + mgacost .

Il

(b) Do

gL

B O
ol
dir
%
of
als

. — ma®f + ma cosf

— Mi +mi+ mabcosd

= —mazfsin@ - mgasing
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cac phuong trinh Lagrange la
d(ory oL _
dt \ 9¢; Oqi

(M 4+ m)i + malcosf — maf?sing =0,

cho ta

af + Zcosf+ gsind=0.

() V&i dao déng nhd, 6 va 4 12 dai lugng nhd bac nhét. Bo qua cac s6 hang
béc cao hon cac phudng trinh trd thanh

(M +m)i+mab =0,
ab+i+g0=0.

Khit 7 ta co
(M +m)gd

0.
Ma

0+
Do dé
0 = Asin(wt) + Bcos(wt)

& day w = /(M + m)g/Ma 12 tin sb gbc ciia dao déng va A va B la hing s6
duoc xac dinh vl cac didu kién ban dau.

2008

Xét mdt hat khéi lugng m chuyén déng theo mét quy dao lién két (hay quy
dao bi gidi han) véi thé V(r) = —k/r. St dung toa dd cuc trong mit phing
quy dao:

(a) Hay tim p, va pg nhu ham clia r, 8, 7 va . C6 dai lugng nao 1a hing sb
khéng? :
(b) Stt dung dinh 1y virian chi ra ring
k
Jr + J0 - f ;dt 3

3 day
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(¢) Ching minh ring

—-27%mk?2
o) =\ ——
(Jr + Jp) 5
khi st dung
T+ d 1
/ - ——__.T =T, ri:—(aiva2—4b).
r. V—ri4+ar—=b 2

(d) Sir dung cac két qua cta (¢) chitng minh ring chu ki ciia quy dao 1a
nhu nhau dbi v3i cac chuyén déng r va 6 cu thé

[m
Tzﬂ'k T2'—E-j

(Wisconsin)

L&i giai:
(a) Ta cd .
L=T-V= %m(i2+T292)+—.
T

Cac xung luong suy rong la

przb—r,:mi‘,
oL 24
= —= =mr 0.
Po 29

Khi khéng c6 8 trong L, py = mr20 13 mot hing sé ctia chuyén dong.

(b)

Jrt+Jdp= fmi‘dr + f mr26de

= f.mr'zdt + f mr262dt

- ]fm(r"’ + r26%)dt

=2det=2-TT,
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3 day 7 14 chu ki vA 7 13 dong ning trung binh ciia hat trén mét chu ki. Dbi
voi hat chuyén déng trén mét quy dao lién két trong trudng luc theo quy luat
binh phuong nghich dao, dinh ly varian ¢6 dang

_ 1
T = —EV.

Nhu vay
- k
JT+Jg=—VT=f—dtk

T

(¢) Nang luong toan phin cta hat

. Voo ooy k1 (5 K\ _k
E:T+V:§m(r +7 0)—;:5711 g

r

& day h = r20 = pp/m = hiing s6, 12 mot hing sb. Tir trén cho ta

. k h?
7"2=3(E+—)—*§5
m a r

hay
T::i:l %ELz Q_M_h2
T m m
—2F 1\/ kr  mh?
::t —_— e — —-2——__ _.—\
m r 4 E+2E

& day cin thiy ring E < 0 dbi véi cac quy dao lién két.
Do v8i quy dao lién két, r_ < r < r,. Cac gi tri cuc tri cha r dude cho

bdi 7 = 0, c6 nghia la

kr  mh? :

2
rPy sl - —0.

E 2F

Khi viét biéu thire trén nhu

r’P—ar+b=0,
0 diy a, b 1a cac sb duonga = —k/E, b= —mh?/2E, ta c6

ry = %(a:t a? — 4b) .
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Khi dé

k k
R (P L

/FW

E 2F
m T+ dr
=2k
V —2E _/,_ vV-rliar—b
m 2m2mk?
=ik SETV

stt dung gia tri da cho déi véi tich phan.
(d) Khi E 12 mét hing sob, ta ¢é

—E=-E=-T+V)=—(T-2T) =
hay
_p=1 f Tdt
T
1 1 /2r2mk?
St =gy g
cho ta

\ [ m
T =7k g3

2009

Hai dia giébng nhut nhau khéi lugng M va ban kinh R duge dé bdi 3 thanh
xo0in giébng nhu nhau, nhu hinh 2.8, momen xodn hdi phuc cia ching la
7 = —kf, 8 day k = hing s6 xoin cho trudc dbi véi chiéu dai I va gbc xodn 6.
Cac dia ty do quay xung quanh truc thing ditng ctia thanh xoin véi chuyén
dai 61,67 khai vi tri cin bing. B qua momen quan tinh ctia thanh xoin. Véi

WRITC CQHOC
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diéu kién ban dau 4,(0) = 0, 65(0) = 0, 6,(0) = 0, 6,(0) = Q = hang s6 da
cho, hoi bao lau dia 1 nhan duge tht ca ddng ning? Ban c6 thé dé két qua dé
duéi dang mot ham 4n.

(UC, Berkeley)

LLLLLLLE
{

11 J
¢

21 ]
!

TIIIVITT

Hinh 2.8
Lai giai:
Néu / 12 momen quan tinh ctia mé&i dia, ham Lagrange ctia hé la
| Y . 1 . . )
L= SI(67 + 03) — SklbT + 03 + (61 — 62)°] .
Hai phuong trinh Lagrange la

161 + k(26, — 65) =0,
I§2+k(292 —91) =0.

Két hop chiing lai ta ¢6

I(0; 4+ 03) + k(6, + 62) =0,
I(6y — 63) + 3k(, — ) = 0.

Cac nghiém tuong ing Ya

[k
01 + 02 = Ay sin v’7t+ga+ ,

gy — 60, = A_sin (”?t—{-@_) .

7

9 <a
Diéu kién ban diu

6 +0,=0, 01 —02=0 tai t=0
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cho p; = ¢ . = 0. Cic diéu kién

91 +—0.Q:Q. él“éQZ—Q tai =0

1 T
— s Al = -] —.
As \/; 3k
v [ /T k i 3k
b _ 1 T k 1 3k
2 232 L\/;bm (\/;t) + Bkbm( 7 t)] .

by = 30 cos(ﬁt) +cos(\/§z)] _

L

cho ta

T do

Chi khi 8, = 0, nghia 13 sau thdi gian ¢ duge cho bai

NN AN
COS 7 = — cos 7 ,

dia 1 sé nhén toan bé déng nang.

Cin phai nhé ring déng nang clia hé khéng phai 13 mét hing s6. Khi ¢ thoa
mén phuong trinh trén, dia 1 nhan toan bd déng ning cta hé & thai diém do.
Tuy nhién, déng ning nay thay déi theo thdi gian xay ra.

2010

Mét que ddng nhit, manh dai 2L va khéi tugng M dudgc treo trén moét soi
diay khong khbi lugng dai ! budc vio mét cai dinh. Nhu & hinh 2.9, luc ngang
F dit vao dau que tr do. :

Hay viét phuong trinh Lagrange ctia hé. V6i nhitng khoang thdi gian rat
ngén (A€ tht ca cac gbc ddu nhd) x4c dinh gdc ma day vi que tao v8i phuong
thing ding. Bit diu tlr trang thai ding yén & thdi di€m ¢ = 0. Hay vé so do
minh hoa chuyén déng ban diu cfia que.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

Do luc tic dung F nim ngang va ban diu diy va que thing ding,

nén chuyén dong bi giéi han trong mit phing thing dung. Liy toa dé
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Hinh 2.10

Descartes nhu & hinh 2.10 va ki hiéu cac goc tao nén bdi day va que
voi phudng lhfing ding tuong ung l1a 6, 6,. Khéi tdm cla que cO toa do
ilsinf, + Lsinfy, —lcosth — LcosHy) va nhu vay téc do la (16 cos#, +
Liy cos y, 10, sin@ | LO;sindy). Momen quan tinh cda no quay xung quanh
truc vudng goc di qua tdm cia no 1a M L?/3. Do d6 déng nang cua no la

= ;Mu?é'f + L2602 + 2110,0; cos(8) — 02)] + é.w,‘?ég
va thé ning cha no Ia
V= —Ag(lcosfh + Lcos#y) .
Thé ¢/ ctia hue ngang dude dinh nghia bdi

&z — / F.dr = —F(lsinf) + 2Lsin ;) .
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Vi thé ham Lagrange la
L=T-V-U

1 . o e .. 1 .
= §M[l29f + L2024 2L16,65 cos(8, — 8)] + gMLzeg

+ Mg(lcos, + Lcosfy) + F(lsinf; + 2Lsin6,) .

4oLy oL
dat 8{11 6‘11_

M6y + ML, cos(6, — 83) + MLO2sin(8, — 6,)
+ Mgsinfy — Fcosf, =0,

Cac phuong trinh Lagrange

khi dé cho ta

;—lMLé-z 4+ M8, cos(6) — 63) — M16%sin(8; — 6,)
+ Mgsinfy —2F cosf; =0 .

Luu y 13 ndu F nhd d€ 0y, 65, 6;, 6, c6 thé ducce coi 12 nho, khi dé chi giir lai
cac s6 hang bac mot, cac bidu thifc § trén thanh

M6, + ML, + Mgby — F =0,
4 . .
5]\411(92 + Moy + Mghy, —2F =0.
Chuyén déng bit diu tit trang thai nghi tai ¢ = 0. Dbi vai khoang thai gian

rit ngin At sau d6, luc c6 thé duge xem nhu 1am xuit hién xung lyc ngang
FAt va momen quay F LAt xung quanh khdi tim cta que. Khi d6 ta c6

FAt = M(16y cos 61 + L3 cos 03)
~ M6, + MLé ,

do géc 0;.6, van 1a nho, va
FLAt = %MLW .

Khit FAt tir biéu thite trén ta ¢

. 2L .
e ———0y .
61 T



464 Bai tdp & i gidi Co hoc

Do 6, = EAt ~ 0,At/2, 0, ~ 6,1 /2, biéu thitc trén cho

2L
01~ ——8, .
1 3 2

Chu hinh ban dau cia hé duoc chira 8 hinh 2.11.

Hinh 2.11

2011
Ta xét mét hé sao doi.
(a) Hay viét ham Lagrange d6i vi hé theo toa d Descartes ctia hai sao r,
vars.
(b) Hiy chitng minh thé ning 13 ham thuin nhit cia toa dé cip —1, nghia
la

V(or,,ary) = a*lV(n,rg) ,

3 day « 1a théng sb dinh ti 16 thue.
(¢) Hay tim phép bién ddi dé ham Lagrange khéng déi cho t3i mét hing
s& nhan (do d6 1am cho tinh chit vat 1y khéng déi) va nhu vy hiy tim dinh
tuét Kepler III lién hé chu ki quay cia hé véi kich thude qui dao cia né.
(Chicago)

Loi giai:
(a) Cho ry, ry tuong dng la cac véctg ban kinh ctia hé sao déi, cac khéi
lugng mq, ma, tir goc hé toa dé ¢b dinh. Khi dé

1 . 1 . Gmymy
T = =m|i,|? + =malial?, V= !

2 2 _|r1—~r2| ’
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va ham Lagrange la

, 1 . L Gmyms
L=T-V= 5 (m1|r1|z+m2|r2|2) + m .
(b)
Gmim 1 Gmym 1
V(ary, ary) = - o2 —V(ry,r2},
lory — ars| alrp—r|  «

- . - < < A 3 A 5
nghia 1 thé niing 12 ham thudn nhit cta toa dé cap —1.

(c) Cho R 1a vecto ban kinh ctia khéi tim hé sao déi tir gbc toa dé cb dinh,
va r/, r, 1 vects ban kinh twong ting clia my, o tit khébi tim. Theo dinh nghia

(my + ma)R = mor) + mar2

I‘1ZR+!"1, I‘2=R+l"2,
nhu vay
_ mgr o mir
m1+m2’ 2 my + Mo ’

3didyr=nr) -1y =1] — 1.
7 7Y .
Ta cé thé viét ham Lagrange nhu sau

my + mo

1.4 == q2—|R|2 + mm2

Gm.l mo
2(m2 + mg)

Ir|

Vi L khong phu thudce twéng minh vaoc R = (z,y, z), nén 8L/8z, OL /8y,
LDz va do dé (m, + m2)R 1a hing s6. Vi vy sb hang diu tién cta L, vén
la dong ning ctia hé xét nhu mét khéi, 14 hing sb6. Cac s6 hang nay c6 thé bd
qua khi ta chi quan tam dén chuyén dong bén trong ctia hé. Nhut véy

L= (M) qu w]

£)? +

mi+mg/ |2 x|
) 1 ) G
(™ —7n2|1‘|2 + mg(m1 +ma)
mi + ma 2 ||

m N1 . Gmi(my +m
_ 2 [ 2 4 1(m1 +ma) ,
my+mg) |2 Ir]

< 4 \ [ A & 4 Py k) N
ma c6 thé€ duge xem nhu ham Lagrange, ngoai moét hing s6 nhan, cia chuyén
» » a \ A x 5 A . .
déng clia mot sao trong trudng hip din cha sao c6 dinh khbi lugng m; + ma.
Dat m, 12 sao "chuyén déng" d6 va xét luc hudng tam clia nd

GTYH (m1 + 771'2)

j2
myr8° = 5 ,

r
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hay

T4 4

T Gl + ma i
& didy T - 2x/6 la chu ki clia m, quay quanh mj, dé la dinh luét Kepler thi

ba. Tat nhién diéu gibng nhu thé ciing diing cho chuyén déng cta ., quanh
mj.

2012

Hai ddm mong khéi lugng m dai | duge ndi vdi nhau bdi ban 1é va mot
s0i ddy. Hé 6 trang thai nghi trén mét bé mit nhin nhu thay & hinh 2.12. Tai
t = 0 sgi day bi cdt. Co thé bd qua khoi lugng soi day va ban Ié.

(a) Hay tim t6c d6 ctia chét ban 1€ khi n6 cham vao san.

(b) Hay tim thdi gian d€ ban 1& cham vao san, biéu thi didu d6 bing mét
tich phan cu thé ma ban khéng can udc luong tudng minh.

(Princeton )

Hinh 2.12

Loi giai:
(a) Do dbi xing, ban 1é sé roi thing ditng. Liy toa dé nhu hinh 2.12 va

. ’ o, s A & ~ \ . . | - . A ’
cho # la goc moi nhanh dam tao vi mat san. Khi dé khoi tAm clia cac dam co
toa do

Iy = %Zcosﬁ“ = l!sinﬂ' :

1 1
.1:'_3=‘—§ZCOSH. ygrgisinﬁ’,
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va cac thanh phan vén tbe 14
1 . 1. .
) = —ElﬂsinO, = §lﬁcos6,

A 1. . l .
Ty = Elésm 0, 2 = 529 cosf .

M&i didm c6 momen quén tinh mi?/12 quanh truc ngang qua khéi tim. Ham
Lagrange cua hé 1a

L=T-V
= lmlzé2 + —1—m1292 —~ mglsiné
4 12

1 .
= —mi%0? — mglsing .

3
Phuong trinh Lagrange
4 (oY 9L _,
di \ 98 00

khi do cho ta 3
e g
6+ =cos8=0.
+ 2 cos@ =0
Do N
. 1do . . . o
9_55 va =0 khi 8 = 30°,
Tich phan phuong trinh & trén cho
6% = %{1 — 2sind) .

Do d6 khi ban 1& cham san, § = 0 va
- 39
o= Voo

. 3gl .
= |lf| = /= .
vl = 1] = /2

(b) Thoi gian d€ ban 1é cham san dugc cho bai
N
300 6 300 — %%(1—25in0)

3 g/fio" d6
“\3g )y, 1-2sin6"

nghia 1a
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2013

Mot que ddng chit dai I va khéi lugng A chuyén dong trong mat phing
thing dimg r:, mdt trong cac ddu mut cha né. A chiu rang bude = =
r1ge (o — goe nghiéng ¢6 dinh voi truc ngang »). Hay dua ra phuong trinh
Lagrange cua chuyén dong theo toa dé suy rong ¢; = s va gz — ¢ (xem hinh
2.13). Sit dung cac phuong trinh dé dé xac dinh xem co thé c6 mot chuyén
déng tinh tién (¢ = hing s6) dwoc khéng, néu dude thi dbi vdi ¢ bing bao
nhiéu,

(Princeton )

z
A A
= |
o 'H_f
0 Af —»
]
1
|
mg
Hinh 2.13
Lai giai:
Toa dé va cac thanh phin van the chia khdi tAm cla que 1a
1 L
o= S COS 0 21. s, z = gsinm — éL(‘UH i,
; ; 1. i Lo
I = Scuso — QLH cosl, i = gsing+ ELS‘ sinf .

va momen quan tinh cla que xung quanh truc vudng géc di qua khéi tam 13
ML*/12, nhy thé ham Lagrange la

o= = ¥
= Lagst o 1 ari2? - arge
g : 24 4

l : 1 it 1
=3 V132 — Lt cos(d + a)] t GMLJBJ — Mg (H sina — 5!.- cos H) .

Cac phudng trinh Lagrange la

d ( ar ) aL
2 I e -
b\ Oy, g,
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khi d6 cho ta
R G | .
8- §L00(>s(0+a)+5116 sin(@ + a) + gsina =0,
. 2 .
SC()S(9+(1)—§L6-g51n9=0.

Néu chuyén déng 14 thuin tdy tinh tién thi, § = hiing s6, 6 = 0,6 = 0 va
cac phudng trinh trén trd thanh

§+gsina =0,
scos(f +a) — gsinf =0.

Khtt bé s cho ta
sinacos(f@ + a) = —sinf ,

hay

6=—-a.

2014

Con 14c chu gdm chir diém m duoc budc bdi mét sgi day dai ! vao mét
diém ¢6 dinh nhu hinh 2.14.

(a) V6i tbe dd géc bang bao nhiéu thi né chuyén déng tron, véi soi day tao
mét goc cb dinh 8, véi phuong thing ditng?

(b) Chét diém trong quy dao trbn nhu trong phan (a) 8 trén nhan duge
mot xung lue vuong gbc vai van tde cia nd, két qua 1a quy dao co dlem cao
nhét véi day tao géc 6, voi phuong thing dung. Hiy viét (khéng can giai)
phu0ng trinh dé& sao cho gidi tim dudc goc soi day tao vdi phuong thang ding
Iic chét diém & diém thip nhit.

(©) Vdn tmong hgp trong dé bién d6 dao déng quanh 6, la nho, hay gidi
tim tin s6 ctia nhitng dao déng dé.
(Princeton)
Loi giai:
Sit dung hé toa d6 quay nhu hinh 2.14, vdi truc thing ding 2z va truc z
trong mat phing thing dimg chita diy va chit diém m. Chét diém cb toa db
(Isin .0, 1 cos 8), & diy # 1a gbc day tao véi phuong thing ding. Dit ¢ la van
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Hinh 2.14

A , 3 A 5 A A A .
toc goc cua m xung quanh tryc z. Van toc¢ cda m trong hé toa d6 co dinh cho
bai

V=r+exr,

i = (10 cos 9,0, 0 sin f). @ =(0,0,¢) .

Ham Lagrange khi do6 la

L:T-_V:%mvz—mgz

1 0 s .
= §m(1292 +125%sin? @) + mglcos @ .

Cac phuong trinh Lagrange
4 (2Ly oL,
dt \ 0q, 0q,
cho

g — H?sinBcosd + %sin() -0,

¢ sin? = hing $6.

(a) V8i chuyén ddng tron c6 goc khéng ddi 6 = 6;, § = 0 va phudng trinh
(1) cho
g

Teost = w , chang han .

G =



Co hoc gidi tich 471
Cac phudng trinh chuyén déng bay gid ¢6 thé duac viét nhu

psin® 8 = wsin? by, (2.1

6 — w?sin® 6 COSf; + w? cosbpsind = 0. @)

Sin

Do 0 = d§? /2d6, phuong trinh (1) cé th€ dudgc tich phan dé cho

24
.. w*sin® 0 :
6% = _foo-%Qu)congcosG—kK.
sin

Tai diém cao nhit cta quy dao ciam, § = 0 va § = 6;, suy ra

s 4
sin” g .

K =uw?>—= - 2wé cos Bg cos 81 .
sin? 6, 0

Tai diém thép nhit, § =0, 6 = 6,, va ta ¢6

sin 8 ( 1 1

) + 2(cos B —cos ) =0,
cos fg

sin? 0, ~ sin? P
n6 c6 thé dudc giai cho 6, theo 6y va 6.
() Dat 6 = o + g vBi o K Hy. Do
cos 0 =~ cos Oy — axsinfg, sinf =~ sinfy + ccos by .

cos f cos Bp(1 — a tan by) cos
———— 37 ~ 1 — a(tan By + 3cot 8
sin®6  sin®Gp(1+ acot6)®  sin® g | ( 0 )]

véi § = @, phuong trinh. (1) quy vé
& + w? sin Oy cos Gp[atan Oy + 3cot By) — 1+ 1+ acoty] =0,
nghia 1a
a + (.«)Q(Sin‘2 o + 4 cos? fa)a =0,

hay
&+ w1+ 3cos?bpla=0.

Do dé 0 dao ddng quanh 6 vdi thn sb géc

S — 1+ 3cos?6
%:w\/—Hka@o:\/g( +3cos?fo)

l cos By
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2015

Mét con lAc 1o xo gdm khoi chat m gin véi mot ddu mot 16 xo khéng khoi
luong co hing sé dan hdi k. Dau kia cta 16 xo budc vao mot gid treo ¢b dinh.
Khi khong cé tai trong trén |6 xo, chiéu dai clia né 1a (. Thira nhan rang chuyén
dbng cia hé gidi han trong mdt mat phing thing ding, Hay dua ra phuong
trinh chuyén déng. 11dy giai phuong trinh chuyén déng theo g.'.fm dung dich
chuyén goc va dich chuyén theo tia nho so véi vi tri can bing.

(SUNY, Buffalo)

Hinh 2.15

Loi giai:

S dung hé toa dd nhu & hinh 2.15. Trong khdi chat m ¢ wa do
(rsin#, —reos#) va cac thanh phan viin toc (rf cos @+ 7sin . r@sinf — 7 cosd)
va do do dong ning

1 . e
-]- - (-z_rlsz' .
Ml
va thé ning
L
Vo= 2-;;{:- — )% — mgrcos@ .

Do do ham Lagrange la

1 s l .
L=T-V= 2m(_)""‘ - r“H"’) - GH-T — )%t mgrcos0 .

Cac phuong trinh Lagrange

o (dL L 0
dt r'}r},) dq,
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Khi d6 cho cac phuong trinh chuyén déng
l mi — mré? + k(r—1) —mgcos0 =0,
70 + 270 + gsinf = 0
Vi tr{ can bang trong hé toa d§ cuc (ro, fp) dude chobdi7 =6 =0, # = 6 =0,

cu thé,
myg

Oy = 0, ro=10+— X

V6i dao dong nhd xung quanh diém can bang, 6 1 géc nhé. Pat p = r — rg
v0i p < rg va viét phuong trinh chuyén déng nhu

mp—m(ro+p)82 +kp=0,
(ro+p)0+ 260 +g0=0.

hay, bd qua sb hang bac cao hon cua cac dai luang nhé p, g, 6,

k
p+—p=0.
m
6+ 29=0.
70

Nhu thé ¢4 hai dich chuyén géc va xuyén tim déu thuc hién chuyén déng diéu
hoa xung quanh diém can bing tuong ving vai tan sé goéc \/k/m, \/g/ro. Céc

nghiém la

p = Acos (\/it""sﬂl)»

m
hay
T )
r:{+7—n-‘g+Acos (\/w t+vl> ;
k m

va

kg
= Beos | ] —2 ¢ )
0 Bcos( K+ mg +Q2> ,

3 day cac hing sé A, i, B, p» dude xac dinh tir didu kién ban dau.
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2016

M5t hat bi budc chuyén déng trong mot mat phang. N6 bi hit dén mét
di€m cb dinh P trong mit phing nay; luc luén luén ducc hudng chinh xac
dén diém P va ti 1& nghich v&i binh phuong khodng cach tit diém P.

(a) St dung hé toa dé cuc, hay viét ham Lagrange clia hat nay.

(b) Viét cac phuong trinh Lagrange cho hat nay va tim it nhat mét tich
phan dau tién.

(SUNY, Buffalo)

Lai giai:

(a) Chon hé toa dd cuc véi gbc tai P trong mit phiang trong dé hat bi
cudng bitc chuyén déng. Luc tac dung 1én hat 1a

Fo_™

rd

k 1a hiing sb duong. Thé ning cta né & vé cling 12
T
V:—/ Fode=-F
oo r

1 . .
T = Em(rz + 7'292) .

DPéng ning cua hat 1a

Do d6 ham Langrange la
_ 1o oy K
L=T-V=c-m{f"+7176")+—.
2 r
(b) Cac phuong trinh Lagrange
d (oL 0oL _ 0
dt \0¢:) Oai

khi dé cho cac phuong trinh chuyén dong

., k d 24
mr+;~5:0, Ez(mr 6)=0.
Phuong trinh thit hai trite tiép cho tich phén thit nhit
mr20 = hing s6 .

c6 nghia ring momen xung lwdng déi véi P la bao toan.
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2017
Xét hai hat wong tic bing luc xuyén tim (thé = V(r), & day r 1a vecto tri
tudng dbi).

(a) Hay riit ra him Lagrange trong hé khdi tdm va chdng minh ring ning
luong va momen xung ludng dude bdo toan. Ching té ring chuyén dong la
trong mat phang va thoa min dinh luat Kepler 1I (nghia la r quét nhifng dién
tich bing nhau trong khodng thdi gian bang nhau).

(b) Gia thiét rang thé la V = k2 /2, a day kla hang s6 dudng, va rang
nang lugng toan phan £ da biét. Hay tim biéu thirc cho cdc gia tri cuc tiéu va
cure dai ma r sé cd trong qua trinh chuyén déng.

(SUNY;, Buffalo)

my

Hinh 2.16
Loi giai:
Vi luc tac dung 1én cac hat luén ludn huéng doc theo dudng néi phan cach
hai hat, nén chuyén déng bi gidi han trong bat ki mat phiang nio ma ban diu

cac hat chuyén déng. Sit dung hé toa dé cuc trong mét phang nay nhu & hinh
2.16 v6i goc & khbi tam cha cic hat. Theo dinh nghia ctia khéi tam,

myry + mere =0,

nghia la
nmary = - mare,
hay
mary = maT2

cho céc gia tri tuyét dbi.

HETALG COHOG
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(a) Dong nang cua hat la

mi,. | ma .,
T = —|I'1|2+‘*2“|1‘2|2

2
_ Mg .2, ™2 2
- 2m1 ‘l‘Ql + ) |r2t

my(my + mo) |i'2|2

2.
1“’2- 2
- —<|p
Fy |5

2p

8 day u = myma/(m; + my) 12 khéi luong riit gon ctia hé. Thé ning 13

V(T] + 7'2) =V (m2r2 + 1'2) =V (m2r2) .
m H

Do d6 ham Lagrange 12

2
L:T—V_——gr +1r26%) — (m2r2>,
23+ 130 - v (T2

khi stf dung r5 va § nhu toa dé suy réng.
Ham Lagrange L khong phu thudc tuong minh vao t. Nhu viy

dL Z oL dq_, oL .
3(13 dt c/)‘IJ'q'7
_ Z oL qu d oL
aq] dt 6q_,

oL
6q q) ]

¢6 stt dung cic phuong trinh Lagrange. T\t d6

— L = hing sb .

Trong trudng hgp nay,
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va cac phuong trinh trén cho ta
M2 42 —T 4 v = T3y 2% 4V
% 2p
= T + V = hing s6.

chi ra rang niing luong toan phan dugc bao toan. Hay ching minh ring cé thé
c¢6 didu chitng minh dé 14 vi V 1 rang khong phu thude vao vén tdc.
Vi L khong phu thudc tuong minh vao 6 nén phuong trinh Lagrange cho
L 29 N >
? _ m3rgh = hing s6 = J , ching han.
o0 H

Momen xung lugng ctia hé dbi véi khéi tam 13

() + my)mar2é m2r26
m) L

=J.

mori8 + myrie =

Do d6 momen xung lugng duge bao toan. Phuong trinh trén cing ngu y 1a

. . 2 . 2,20 .
7‘29 = (T‘1 + T2)29 = (m—lri-—l—r-rl—g) T%() = nlf:; = hﬁng Sé .
nghia la
T2 A0 _2AS8 — hin
At At ng so

8 day AS 1a dién tich ma r quét trong thai gian At. Nhu vy dinh luét Kepler
thit hai duge théa man.

(b) Nang lugng toin phin

2
1
E=T+V= -72(7'2+7‘g02)+ 2kr

:m%fg Sl +1k 2
2 2m2

4 -4
c6 thé dugc vidt nhu sau

1 J? 1
E = +——+ 2
2’” 2u 12 2k

Khi 7 12 cuc dai hay cuc tiéu, 7 = 0. Do d6 cic gia tri cue tri cia r duge cho bai

kur* = 2Eur? +J2=0.
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2018

MGt hat bi hiit t3i mét tdm lyc bdi mét lue ma lye nay thay déi ti 18 nghich
véi 1ap phuong khoang cach ciia né t8i tam. Hay dua ra phuong trinh chuyén
ddng va giai ching tim cac quy dao. Hay thao luin xem lam sao ma ban chat
cha quy dao lai phu thude vio cac théng sb cia hé.

(SUNY, Buffalo)
L&i gidi:

Khi hat chuyén déng dudi tac dung ctia luc xuyén tdm thi chuyén déng cta
né phdi nam trong mat phang. Ta st dung toa d4 cuc trong mét phang do vdi
gbc 6 tam luc. Dbi véi luc

kr
F=_——
rd’
& day k 13 hiing sé duong, thé ning la
r k
_— . d = —— .
V(r) L‘o F -dr 572

Do dé ham Lagrange la

1 . k
T Vo= Sn(f? 4 r262) 4
L 1% 2rn(r —H‘9)+2T2

4 (oLy oL
dt \0¢;/) Ogi

mr20 =b, (mdthing sd),

Céc phuong trinh Lagrange

khi d6 cho ta

. ; k
mr—mr02+—3:0.
T
D3t u = 1. Phuong trinh dAu tién tré thanh

. 2
§=

m '

f-—.‘i l __ld_ué__id_u
Tdt\u/) T w?dé T mdo’
by
mdf? ~  m? d§?’

Khi

F o=
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phuong trinh thit hai trd thanh

d?u mk
W-F(l—-——)u—O.

Do d6, néu b2 > mk,

nghia la

néu b2 < mk,

1 {mk
U:;:—-OCOSh{ F—I(G*a(])],
T cosh lwrz—f—l(é)—ﬂo)] =70 .

3 day (ro, 6g) 12 mét diém trén quy dao.

nghia la

2019

Thira nhan ham Lagrange déi véi chuyén déng mét chidu nao d6 dudc cho
bai

& day ~, m, k 12 cac hing sb duong. Phuong trinh Lagrange la gi? Co mdy hing
sb cia chuyén déng? Hay mé ta chuyén dong? Mot phép bién déi diém dugc
tao ra cho mot toa dd suy rong khic la cho bai S dugce cho bdi

S=exp(%t)q.

Ham Lagrange theo S 13 gi? Phudng trinh Lagrange? Céc hing sb chuyén
dong? Hay md ta quan hé gitta hai nghiém?
(SUNY, Buffalo)
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Ldi giai:

Phudng trinh Lagrange

d (OL oL 0
dt \ 0¢ dq

cho ta
e (mg -+ vymg+kg) = 0.
hay
k¢
('j+‘yq'+——1 =0.
m

Vi I. chia g, t tuong minh nén khéng ¢6 hiang s6 nio ctia chuyén déng.
Thit cac nghiém theo dang ¢ ~ e*t. Thay thé cho ta

k
a’+vya+— =0,
m

cac nghiém cna no la

~ Y\ 2 &
ENOE
“ 2 2 m
Viét két qua dé nhut o = — 3 & b va xét ba trudng hgp ¢6 thé.
() ¥ < /£, b4 do; dat no 1a i3. Nghiém téng quat la

ha)

g= e % (Aetdt + Bc—z,’jt) ’
hay
=~
g=-¢e" 2 (A cos 3t + B’ sin 3ty ,

A B, A B cac hing sb. Nhu vdy chuyén déng la dao déng véi bién dé tit
dan.

(i) I=\/L£ b=0vatacoé

_at
g =qe 2,

cho thiy ring chuyén dong khéng phai dao ddng véi ¢ giam dan tir gia tri ¢o
tait = 0.

i) 3 > /& b=ova

g=e 2(Ce"+ De %),



Ca hoc giai tich 481

C va D 12 hing s6. Chuyén déng nay ciing khéng phai dao déng va tit din
theo thoi gian.

Ba trudng hop cé thé duge dic trung nhu tt din quéa yéu, tit dan t6i han
va qua tat dan.

Néu ta dua yéu té thdi gian vio toa db suy rong nhd mét phép bién déi
diém

t - \ ot
S=e?q, nghia la g=e¢"%8,

ham Lagrange tr3d thanh

1 1 )\ 1
— _ - — —k8?% .
L 2m(S 275) 5 S

Phuong trinh Lagrange khi dé cho phuong trinh chuyén déng
S+w’S=0
voi w? = k/m ~ (+/2)%. Vi § = 1452 tich phan cho
52 + «?S8? — hing sb.

Do d6 bay gids c6 hing s6 chuyén dong. Tuy nhién, vé& mit vat Iy tinh thé khéng
thay d8i. Vi 5. ca hai ¢hita t mét cich 4n, hing sb nay thue té thay déi theo
thoi gian.

VoI v/2 < \J/k/m, w* la duong, nghia 12 w 1a s6 thue, va phudng trinh
chuyén dong theo S mé ta chuyen dong didu hoa don gidn khong c6 t3c dan.
Voi '»/2 = \/k:/m w = 0 va chuyén déng theo S I3 deu V6i v/2 > \/k/m, w
1a sb 3o va chuyén déng khong phai dao dong o tit dan theo thoi gian. Thy
nhién, nhu da luu ¥ & trén, S chita thira sb suy giam 4n exp(—~t/2), n6 khién
cho su tit dan theo thdi gian ¢6 mit trong tht ca ba trudng hop.

Chung ta ¢6 thé ket luan ring ca hai tip hop nghiém déu mé ta nhl.mg
tinh hudng vat Iy giéng nhau, nhung trong tap hop nghiém thir hai hé s6 tit
dén theo thai gian exp( ~t/2) bi gop vao trong cac toa dé suy rong va su tho
luan dién bién nhu thé né khéng ton tai.

2020

Mét hat c6 khéi lugng m trugt khong ma sat trén mét vong ddy dang quay
ban kinh a truc quay ctia né di qua dudng kinh thing ditng nhu hinh 2.17.
Van téc goc khong déi ctia vong 1a w.
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(a) Hay viét ham Lagrange d6i v4i hé va tim cac hing s6 chuyén déng co
thé ton tai. i

(b) Hay chi ra vi tri can bang cia hat v8i w < w, VA w > w,, tai diy
we = \/g/a.

Vi tri ndo trong nhing vi tri c4n bing do 1a bén va khéng bén?

(d) Hay tinh tan s6 dao déng ciia nhing dao déng bién d6 nhd quanh diém
can bang bén.

(UC, Berkeley)

mg

Hinh 2.17
Loi giai:
(a) S dung mét hé toa dé cuc quay gin véi vong nhu hinh 2.17. Trong hé

toa dO nay, ngoai luc hip din tac dung 1én khéi luong, rng, ta phai dua vao
lue Iy tAm tudng tuong f nhu da chi ra. Trong hé toa db cuc
f = (mw?rsin® 0. mw?rsind cosd) |

mg = (mgcosf, —mgsind) .

f c6 thé dugc bidu dién theo thé V; bai

, avy v
f=-VV = (* a'rf'_'y_'aé) :

nghia la
1 g ;
V= = er"’mzsinzf? :
Tuong ty, thé hiip din 1a
Vg = —magrcost .
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Van téc hat 13 (7, r8). V8i rang budc r = a, ham Lagrange 1a
1 54

L=T-V = Emaze2 + -lz—mazm2 sin? @ + mgacos§ .

Do AL/8t = 0 va V khéng chita § mét cach tudng minh, nén 9L/86 - L =
hing s6 (bai tap 2017). Do dé

1
—ma

292 _ 1 2
2

— zmatw sin? @ — mga cos f = hing sd,
didu d6 ¢6 nghia 13 T + V = hing sb.
(b) Phuong trinh Lagrange cho phudng trinh chuyén déng
af — aw?sinfcosf + ¢gsind =0 .
Tai vi trf can bing, § = 0, nhu vay
sin @(aw? cosf — g) = 0,
hay
asinf(w?cosf —w?) =0
voiw? = 4,
NéU w < we, w?cosd < w? va do dé sind = 0, va ta c6 hai vi tri cin bing
tai @ = 0, .
Néu w > w,, ta cd ngoai vi tri trén mét vi tri cAn bang tai

2
. _wWe 9
cosf = i
(¢) Gia thiét 6, 12 vi tri cAn bing va dit 8 = 0y + o, 6 diy o 12 mét dai
luong nhd. Phuong trinh chuyén déng rit gon, chi git lai cac s6 hang bic mét,
thanh

aé& + (g cos By — aw® cos 200)cx — aw? sin b cos fo + gsinfy =0,
hay, vi & = 0 tai 0 = 6,
o+ (% cos g — w2003200) a=10.
Néu w < V/9/a, thi hé s6 ctia o 13 duong d6i véi cin bling tai 6 = 0. Nhu vay

+ g N /A M 2 A A (N A L. P y A ) . v
do 14 vi tri can bang ben. Hé s6 la am doi voi vi tri can bang tai §p = =, chira
P R B . N P A 2
rang do 1a vi tri cdn bang khong bén.
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Néu w > \/g/a, thi cin bing ciing xay ra tai cos §, = g/aw?. Trong truéng
hgop nay hé s6 cua « 1a

9 2 2 2 1 i g
= cosfp — 2wicos Gy +w' = — (W' -5 | >0,
a w a

do dé can biang 1a cin bing bén.
(d) Tan s6 goc cha dao déng nhé quanh diém can bing bén 14

W = \/2 cos Ay — w? cos 28,
a

N tai B =0 .

1 2 )
—Jwt — (Q) tai fp = cos™! (%) .
w @ aw

2021
Cac hat c6 khéi luong m; va m,, duge nbi bang mdt 16 xo nhe c6 hing sb
dan hoi k, ¢ trang thai nghi trén bé mat ngang khong ma sat.

(a) M6t xung luc 7 trong thdi gian ngan tac dung 1én m,. Hudng xung luc
1a tir 1n; dén my. m, chuyén déng duge bao xa trude khi tién t6i trang thai
nghi 1an diu tién?

(b) C6 kha nang truyén mét xung luc ngin téi mm, dé hé chuyén déng tir
trang thai nghi sao cho né quay ma khéng dao déng? Giai thich.

(UC, Berkeley)
Lai giai: _

(a) Liy vi tr ban dAu clia m, nhu gbc toa dé va hudng duong 1a tit m, dén

my trén truc 2. Ham Lagrange cda hé la

1 | 1 .
L=T -V = §m1:i‘% + §mgi‘g — 5)6(1:2 — Iy — 1)2 s

& day / 13 chiéu dai ty nhién cda 16 xo, bing x, — z; tai t = 0. Cac phuong

tninh Lagrange
() 2y
dt \0¢; )~ Oqi
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cho ta

myry =kl

- — 1)

Mo k{ry —x) —=1).

b

T trén ta nhan dudc

Ry + malir, 1y - 1)

J_? — I = -

IR
hay béng cachditu=r;— 11 — |, w? Kims + meg) /o mo,
- wfu =10
Nghi¢m téng quat 1a
o = peosiw! + ).

Suy ra

da=ap == avosiel |oa),

485

O ddy o va o la cac hang so. Diéu kién ban dau oy = 0, 0o — I, 1y — f/m.,

o Qlart = 0chota

N 0,

) !
du'sinn = -—
"y
vidi nghiém
% I
n - o= ———
2 T

o do
! T
ap = — L Cos (w'f + 3)

Tl

Bao toan dong luong cho ta
mady + oy =1,
Tich phan va ap dung diéu kién ban diu ta nhan dugc
o b s — Nl + It
Phudng trinh nay va cung v phuong wrinh (1) cho ta

1 Ismiwt)
I PR .
myp 4y (my 4 oms)w

(1)



486 Bai tdp & loi gidi Ca hoc

va nhu vay
I I cos(wt)
my+my My +my '

Ty =

- -A z - k3 .a . PR IS 4 R
Khi m; tién t&i nghi 1an dau tién, &, = 0, va 1 trén cho ta c6 cos(wt) = 1 lan
A LA » - -A 7 - LR P A s A
dau tién. Do do khi ms tién tdi nghi 1an dau tién,
27
= — .
w

Tai thdi gian nay ms di di chuyén dudc mét khodng cach

271 myms —3/2
T w(my + ) 2nlyf " {(m1 + my)

(b) Néu xung luc truyén cho m; cé thanh phan vuéng goc véi dudng noi
hai hat thi hé sé quay quanh khéi tim, ngoai chuyén ddng thing ctia khoi tam.
Trong hé toa d6 quay vdi gbe 14 khéi tim va truc z doc theo dudng ndi cc hat,
thi sé ¢6 luc ly tAim tudng tuong tic dung vio cic hat cong véi luc hdi phuc
clia 16 xo. Tai vi tri cdc hat ma luc cin bing thi cic hat ¢6 van tbe cure dai vi
nang lugng dudc bao toan (Bai tip 2017). Do d6 dao dong sé ludn ludn xay
ra, cling vdi sit quay ctia hé xét nhit mét khéi.

2022

MOt qua ciu khéi luong M va ban kinh R lan khong trugt trén mot khoi
tam gidc khéi luong m ¢6 thé we do chuyén ddng khéng ma sat trén mit ngang
nhu hinh 2.18,

(a) Hay tim ham Lagrange va cac phuong trinh Lagrange cho hé chiu trong
luc & mat dit nay,

(b) Hay tim chuyén déng cta hé bing cach 4y tich phan phuong trinh
Lagrange, vdi diéu kién 1 tAt c2 cac vat ban diu & trang théi nghi va tim qua
cAu & cich bé mit mot khoang H.

(UG, Berkeley)
L3i giai:

@ St dung hé toa d6 cb dinh nhu hinh 2.18 va dit 8 13 géc quay cha qua
cAu. Vi qua cdu lan khong ma sat trén mat phing nghiéng, tim cta nd sé cé
toa do

{xr+ (€p + RO) cos p, H — RO sin )



Co hoc giai tich 487

w

Hinh 2.18

va vén tbe
(# + RAcosy, —RAsIng) .

Lu‘u;?re"angtajt;D,.rzn,e?:ll,£=£u,y= H, i = 6 = 0. Khi d6 toan tx
Lagrange la

Voo L s .
L=T V= Dmiﬁ t “_-3.—11(1'J + R*? 4+ 2R+ cos )
1 o—_—
t rﬂ!ﬂ‘!t?‘! - Mg(H — Résinp) .
o}

Cac phuong trinh Lagrange

cho ta

(m+ M)i+ MRfcosyg =0,
=1,

T .
Feosyg+ EHH— gsinyg

(b) Khtt 7 ur cac phuong trinh trén ta co

(7 M cos® tp) . gsing

5 m+ M

R

hay, tich phan va si dung diéu kién ban déu ta cé

= B + M) sing gt
T 21T(m + M) —5Mcos?y] R
va nhu vay
MR cos 5M sin(2y) 2
e= S2Yg

== £«
m + Al A[7(m + M) — 5M cos2 ]
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Chu v ring, khi qua cau 13n xubng mat phang, khbi tam giac chuyén dong
sang trai nhu cho doi tir su bao wan dong ludng.

2023

Hai chéit diém i, va my () # mg) dude ndi véi nhau bing mét sgi day
dai [ di qua mot cai 16 tron & mat ban, Soi day va chat diém chuyén dong
khéng ma sat m, trén mat ban va m, tut do chuyén déng theo dudng thing
dung.

(a) Thc db ban ddu m; phai bing bao nhiéu dé 15 sé duy tri khang chuyén
dong & cach mat ban mét khodng d?

(b) Néu m, hoi dich chuyén theo hudng thang ditng thi sé ¢6 nhitng dao
déng nho. St dung cac phuong trinh Lagrange dé tim chu ki cda nhirng dao
dong do.

(UC, Berkeley)

Hinh 2.19
Loi giai:
(a) m, phai c6 van tbe v vudng goc véi sgi dy nhu thé nao dé luc huéng
tdm tac dung lén no bing luc hip din tac dung 1én m,
2

my
{ —d

- m!g 1

hay
ma(l — d)g

m

=
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(b) St dung hé toa db cuc cb dinh trén mit ban ngang nhu hinh 2.19. m,
c6 toa dd z 1a — (I — r) va nhtt vdy vén toc 13 7. Ham Lagrange cia hé khi dé6 1a

L=T-V= %m](r'2 + 7'2(}2) + %mgr'z +myg(l—71) .

Cac phuong trinh Lagrange cho

: L 4
m720 = hang so,

(my + my)F — myrd? + mog = 0.

Tait = 0,7 =1—d,v=/my(l — djg/m; = vy, ching han, do dé

Tir d6
mr2f = mi(l — d)26y = 2 _ d)sg
1

suy ra

402 _ 3

r02=r——g :—n}z(l d) g

T m, T

va

) 1 —d\?*
(mq +m2)i — my — g+ mag=0.

Datr = (I - d) + p, 6 diy p <« (I — d). Khido

-3
L S8y e PN g pnafl, 3,
r=p. r3 = d)d(l+l—d) = (I d)3( )

va phuong trinh trén tré thanh

3mog
(my +ma)(l — d)

p+ p=0.

Tit d6 p dao déng quanh O, nghia 12 r dao déng quanh gia tri [ — d, vdi tin sb

goc
_ dmag
"V my+ma)(l—d)°

T:%\/(ml +ma)(l—d)

hoac chu ki

3mag
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2024

Hai que AB va BC, mdi que dai a va c6 khéi lugng m, duge néi khéng ma
sat tai B va nim trén mat ban ngang khong ma sat. Ban dau hai que (c6 nghia
1a diém A, B, C) 1a cdng tuyén. Mot xung luc P dat vao diém A theo huéng
vuéng goéc véi dudng ABC. Hiy tim chuyén dong cda cac que ngay sau khi
xung luc tac dung.

(Columbia)

Hinh 2.20
Lai giai:

Vi hai que AB, BC dudc nbi ¢ do tai B, 13y cac toa d6 nhu hinh 2,20 va
dit cic toa dd cla B 1a (z,y). Khi d6 khéi tim cta BC ¢6 cac toa db

1 1
(x + Easin 01,y + Eacos 91)
va vén tdc
F + 2afy cos By, — ~afy sin 8
x —a COS — —Q 11 ’
547 LY 5 18Ity
va khéi tAim cfia AB c6 toa db
1 1
I+§asm02,y+§acos£?2
va van téc
.1 S
T+ Eaég cosOy,y — §a92 sinfs ) .

M&i que c6 momen quan tinh quanh khdi tdm ctia né 1 ma?/12. Tt d6 dong
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ning toan phin la

L

4a29¥ + ab) (i cos 8, — gsin 01)} + ima?é?

24

1
T:§m|}[2+y2+

1 1, - 1 .
+ 5m [i2 +97 + Zaglﬁ + afy(Z cos 3 — P sin 62)] + ﬁmazﬂg

1 . . . .
= §m [2(3’:2 + 1'/2) + az (61 cos 81 + 05 cos ) — ay(fy sindy + 02 sin 65)

1 . .
+ gmaQ(Bf +83) .

Xung luc P dit vao A theo hudng vubng géc véi dudng ABC. Nhu thé
momen Ao cta xung luc 1& Pé(y + acosfy) va cac thanh phan suy réng cia
xung luc la

Q: =0, Qy =P, Qp, =0, Qs, = —aPsinf, .

Cac phuong trinh Lagrange d6i véi chuyén ddng xung 12

=), @)

8 ddy 1, f 1a cac trang thai ddu va cudi cha hé lién quan dén su tac dong clia
xung luc. Luu y rang tai ¢ = 0 khi d6 xung dat vao, 8, = —n/2, 6, = n/2.
Ngoai ra, d6i véi trang thai ban ddu, 6, =, = =5 =0. Vi

or o1 . .
i 2mT + §ma(€1 cos 0y + 85 cosbs) ,

oT o1 s -

B = 2my — Ema(Gl 8in 6 + 09 sin ;) |

gé_T}l = %maz’ cos ) — %may,'/ sinfy + %maQél ,
or

3,

1 1 1 .
= —maz cos fy — §may sin 8, + §m0292 ,

RETALE CO MG
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Cac phuong trinh Lagrange cho
2mz =0,
1 . —
2my + Ema(el — 92) =P ,

1 .
—may + %ma291 =0,

2
1 RNy —
—5may + §ma by = —al .
Nghiém la
P : P . P
_"E:O’ y:——, 01—_—_:_3£’ 022__9_
m 2ma _ 2ma

Do dé ngay sau khi xung tac dung khéi tim ctia BC c6 van tbe

S B N . P
(I,y+§a91> — (0) Zﬂ;) )

va khéi tim clia AB ¢6 van tbe
1 . 5P
iy — —aby ) = {0,2=) .
(r9-30) = (035)

2025

Xét mét hat khdi luong m chuyén déng trong mit phing nho luc xuyén
tdm
L 4

(gia stt k > 0).

(a) Tim ham Lagrange déi v8i hé nay theo toa dd cuc r,§ va vin tbe cia
chang?

(b) Hay viét phuong trinh chuyén déng di véi r va 4, va chitng minh ring
momen xung lugng quy dao ! 14 hing s6 chuyén déng.

(c) Cho ring {2 > —mk’. Hiy tim phuong trinh clta quy dao, ¢é nghia 13 r
nhu ham cua 6.

(Columbia)
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Lai giai:
Q) Vi
k k’
Flr) = ——
(==t g,
kl
V(ir) = /OOF T)dr———‘l"zﬁ
Ham Lagrange khi dé la
- 1o o kK
L—-T~V—§m(r +79)+;—2r2

(b) Cac phuong trinh Lagrange cho phuong trinh chuyén déng
. k g
L A2 k_r® _ 1
m(7 7'9)4-7‘2 3 0, (H
m(ré + 2r6) =0 .

Phuong trinh thit hai c6 tich phan diu tién mr26 = hing sb. Dai lugng dé6 13
momen xung luong ctia hat xung quanh goc { = r - mré.

(@Pitu=r"t Vir=u"1,

_Qdu- _pdu ! [ du
T=—u — —u =———
do d6 mr? m dé
A___Ldiu-_ 12 o d%u
4 mdi? dg? °
5 2 2.3
mrg? = q:l_f"__,
mr m

Phuong trinh (1) trd thanh

db? {2 [z

Mot nghiém riéng 1a

~mlc [2 . mk
YE T\ ) TR mi

Vil? > —mk', nghiala 7§ > -1,

mk’
1+—l‘2—>0
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a oA ~ ] .
va nghiém tong quat la

/! mk' mk
u = Acos 1»,‘14- 8+a )+

I 2+ mk'

d day A, o 1a hing so. Biang viéc chon toa do thich hop, a cd thé dat bing 0.
Do d6 phuong trinh quy dao ¢6 thé dugc viét nhu sau

1
) / k' mk
Acos (x,lﬁ—? 9) f f‘3+mk’] .

r =

2026

Mot hat diém khéi luong m bi rang bude chuyén dong khéng ma sat trén
bé mat trong clia mét vong diy tron ban kinh r, mat dé déng déu va khoi
luong Af. Vong tron ndm trong mat phang ry ¢6 thé 1dn khéng trugt va ludn
bam vao mét dudng co dinh la truc r. Hat diém chi chiu tac dung ciia trong
luc theo hudng 4m truc y. Tai ¢ — 0 gia thiét vong day tron trong trang thai
tinh. Tai thai diém d6 hat & dinh cia vong day tron va c6 van toe vy doc theo
truc r. Tim van tdc vy, s0 véi truc co dinh, khi hat dén day ctia vong déy tron.
Hay don gian hda lgi giai trong giéi han m/M — O0vaM/m 0.

(Columbia)

Hinh 2.21
Loi giai:

Si dung hé toa d6 c6 dinh nhu chi ra trén hinh 2.21 va dét toa d6 tam
vong day tron 1a (z, y). Khi dé chit diém m ¢6 toa do

(r+ rsind, r+rcostd)

a - * -
va van toc la
(£ +rOcosl, —rfsind) .
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Khi vong ddy trén cé momen quén tinh Mr?, hé cd déng ning

1 . : , AN
T = §m(i'2 + 7262 + 2rif cos §) + —21-M.7':2 + %Mr2 (%)

va thé nang
V =mg(r +rcos8) .
Do d6 ham Lagrange la
1 . .
L=T-V=Mi’+ §m(i2 + 7202 + 2r26 cos §) — mgr(1 + cos ) .

Do 8L /0x = 0, phuong trinh Lagrange cho
(2M + m)i + mrf cos b = hing sb . @))

Tai t = 0, m & dinh vong day tron, £ = 0, 8 = 0, r = vy, cho gia tri clia hing
s8 14 mug. Khi m & day vong diy tron, 8 = 7, van tde ciha chét diém 1a

v;=i+récosw=:’c-r9,
va phuong trinh (1) trd thanh
2Mzx + muy = muy .
Ning lugng toan phin duge bido toan dé giira hai diém ta cé
Mi? + —;—mv% = %mv% + 2mgr .
Khtt & giita hai phuong trinh cuéi ciing cho ta
(2M + m)v} — 2muguy — [(2M — m)vg + 8Mgr] =0.

L gidi la

mug £ 2/ M2 + 2(2M + m)Mgr
2M 4+ m '

Trong gidi han m/M — 0, v; — /v + 4gr. Dhu 4m phéi duge chon déi véi
M > m, # nhd va vy ~ —r6. Trong gidi han M/m — 0, v; — wo.

2027

(a) Mt hat trugt bén trong mét paraboloit tron xoay nhin, thing dimg
r? = az. Hiy ching minh ring luc ¢é rang budc ¢6 dé 16n = hing s6

. (1 + 4—;;—) 2 Hudng clia luc dé nhu thé nao?



496 _ Bai tdp & i gidi Co hoc

(b) Hat khoi ludng m bi tac dung bdi Juc ma thé cta né 1a V(r).

(1) Hay thiét ldp ham Lagrange trong hé toa d6 chu quay xung quanh truc
z vOi van the goc w.

(2) Hay chifng minh ring ham Lagrange c6 cung dang nhu trong hé toa dé
¢6 dinh cong voi thé phu thude van te U (né cho luc ly tam va luc Coriolis).

(3) Hdy tnh tit / cic thanh phan luc ly tdm va luc Coriolis theo
hudngyuyén tadm (r) va hudng phuong vi (@).
(Wisconsin )

Lui giai:
(a) Su dung toa db tru (r, &, z) nhu chi ra & hinh 2.22. Trong hé toa d6
Descartes hat khoi lirong m, c6 toa dé

(recosy, rsing, z)

vén toc
(rcosy —r@sing, 7Fsing + rocosy, 2},

va do do ham Lagrange
1 , G &
L=T-V= —ém[i-"' + 18322 + 3% — gz .
Phuong trinh rang budc la

flryg2) = —r*+az=0,

hay
—2rdr +adz =0 .
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Cac phuong trinh Lagrange

doL oL _,
dt 8¢, 0qi oo
6 day Q, 1a cac luc rang budc suy rong khi dé véi sit sit dung nhén tir khéng
xac dinh Lagrange ), cho ta

mF — mrgp? = —2r\, (1)
mz +mg = al, (2)
mr2p = hings6 = J, changhan. (3)

Phuong trinh rang budc z = '—:- cho

. 2rr L 2rF 272
p=0 =T 2 )
a a a

Stt dung céc phuong trinh (3) va (4) ta viét lai niing luong toan phin

1 .
E = —m(#? + r2p% + %) + mgz ,

2
nd dudce bao toan, do
2 2012 AN
2 (2B J°7 2N [, A , (5)
m  m?r? a a?
va phuong trinh (2) nhu
%(w +2/%) + mg = al.

Khi sir dung cac phuong trinh (1) va (3), né trd thanh

4r?\ _ 2ms? 2J?
ax(1+—’2—)= T g+ ——s
a a mar

Bi€u thitc (5) khi d6 gian udc né dén

8 2 2\ —2 . 42 -2
a= (4B BT me) (A —hingsb- (1+— ) .
a2  mal o a? a?

Luc rang buéc nhu vay la

f - _2rAe‘r + aAez y
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naé ¢o do 1dn

[ae

f:rlAvl+;—,.2

LY g 4r? :
= hang so - (1 ¢ ‘-’_,) .
&

Lite nay trong mit phing 7z va vubng goc voi bé mat trong ciia paraboloit tron
xoay. (N6 tao goc arctg (- a/2r) voi truc r trong khi dé nghiéng cda parabon
la 2r /a).

&r
rsnBbe

rae

¥
"‘ rsin@fe

Hinh 2.23

(b) Nhu chi ra ¢ hinh 2.23, trong toa db cau (r, 8, ») dich chuyén vé cling
bé ctia hat c6 thé duge giai nhut sau

dr = (dr,rdl, rdosing) .

a - ] = .
va van toc cua no nhu

P = (8 rosind) .

(1) Gia thiét hé toa d6 quay vdi van toc géc w xung quanh truc z. Khi d6
van t6c cta hat doi voi hé toa db cb dinh

vV =F4wxr,

do do déng nang cia hat la

1 . .
T—zm[i'" b2 wxr+ (wxr)?.



Cd hoc gidi tich 499

Dua vio hé toa dd quay va sit dung toa dé ciu ta 6
r = (r,0,0).
w = (weosh, —wsin 8,0) ,
wxr=(0,0,wrsind},
2w x v = 2wrlpsin?
(wx r)? = w?rlsin?g,

72 =72 4 1202 + r2p%sin?46 .

Tir d6
L=T-V

1 . . . . 5 L
= -2-m(7‘2 +726% + r2% sin? @ + 2wr?Hsin® 6 + w?rsin? 8) — V(r) .

Luu y rang d6 14 ham Lagrange ciia hat d6i voi hé toa dd cb dinh, né dudgc st
dung trong céc phuong trinh Lagrange, khi sit dung toa dé dua vao hé toa dé
quay.

(2) Ham Lagrange c6 thé viét nhu sau

1 . .
L= Em(v‘Q + 1262 + r2p%sin?8) - U — V
voi )
U= —Em(Zwr2z,'osin2 8 + wr?sin?p) .
Nhu vay L ¢6 dang clia ham Lagrange ma hat phai c¢6 néu hé toa dé duge

tham chiéu 12 cb dinh va hat ¢6 thé U + V, ¢6 nghia 13 cong thém véi thé phu
thude vén tée U.

(3) Viét ham Lagrange nhu sau
L=T-U-V=L-U,
o day
1

7 = Em(r'2 + 7262 + r2p%sin%9) |

=T -V

1a déng ning va ham Lagrange hat phai c6 néu hé toa dé duge tham chiéu la
b dinh. Phuong trinh Lagrange

£ (0ny_ 5,
dt \ 0¢; dg:
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c6 thé viét nhu sau

4 (0U) oL _d(WY W _g
dt \ 94, Ogi  dt \ 8¢ g —

Q' 1a cac luc suy rdng phai duge dua ra do yéu 16 12 hé toa dd dude quy chiéu
13 hé toa dd quay. Liy dao ham U ta cb

Q. = 2mwrysin? 4 + mwrsin® g,

Qp= 2mwr2psin § cos § + mw?r?sinfcosd |

Q.:o = —2mwrrsin? 8 — 2mwr2fsin 6 cos b .

Cac thanh phan suy réng Q) cta luc F’ dudc dinh nghia bai
F-or=) Qidg,,
J

c6 nghia la

FLor + Fygré0 + F,rsin00p = Q. 6m + Qb6 + Q6 .

Do dé
F, = Q. = 2mwrpsin? f + mw?rsin? 6,
Q; ;
Fy = =0 = 2mwrsin B cos 6 + mw?rsinfcosé
T
Q, ' -
F, = Y — _2mwrsin@ — 2mwrf cos §
rsinf

1a cAc thanh phan cta luc ly tim va luc Coriolis trong huéng ey, eg, e,. Litu y
ring cac sé hang phu thudc van tde 12 do lue Coriolis giy ra trong khi cac s6
hang con lai do lue ly tam.

2. CAC DAO DONG NHO (2028 -2067)

2028

Mot khéi M bi budce phai trugt khéng ma sat trén dudng truot AB nhu &
hinh 2.24. Khéi luong m dugc ndi véi M béi mét diy khéng dan khéng khéi
luong. (Thuc hién gin ding géc nhd).
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(a) Hay viét ham Lagrange doi vdi hé nay.

(b) Hiy tim toa dé chuan tic (va mé ta ching).

(¢) Hay tim cac biéu thic cho toa dé chuan tic nhu ham cda thai gian.
{Wisconsin )

‘;m
A X B

Hinh 2.24
Lai giai:
(a) St dung toa 46 nhu & hinh 2.24. M va m wong Ung c6 toa dé
(z,0), (1 bsind, —bcosd) .

Ham Lagrange cia hé khi do la
| TS I :
L=T-V— Q-sz + Fn(f’ + 628% + 2bi0 cos 0) + mgbcos B

(b) Ddi voi cac dao déng nh, # va 8 1a nhitng dai luong nhd va ta c6 ham
Lagrange gan diing

1 1 ; B4 ‘
L = E—Miz + Em[iz + %67 4 2b26) + mgh (1 - 593) .

Cac phuong trinh Lagrange

@ (o) o _,
dt af{: "')%.—

khi d6 cho (m + M) + mbd = C, mot hing sb, 7 + b + gb = 0.
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Trong biéu thitc & trén, phuang trinh thit nhit cé thé viét nhu sau
(m+ M)j=C (1)
bing viéc dat

mbb
m+ M

n=ux+
Do (m + M)i + mbf = 0, phuong trinh thi hai ¢6 thé viét nhu sau

Mbl
m+ M

+g0=0. 2)

Hai phuong trinh chuyén déng mdi bay gi6 khéng phu thudc vao nhau. Do
d6 7 va 6 1a cac toa d6 chudn tic ctia hé. Khéi tdm ciia hé nim tai khoang cach

mb

e tit M doc theo day. Do dé 7 1 toa 46 x cda khoi tim. Phuong trinh (1)
chitng minh ring chuyén dong ngang cta khdi tdm 1a déu. Toa dé chuin tic
kia 6, 1a goc day tao véi phuong thing ditng.

(¢) Phuong trinh (1) ¢4 nghiém

Ct
D,
ﬂk+ﬂl%_

77 =
va phuong trinh (2) ¢6 nghiém
' 6 = Acos(wt + B),

o day
(m+ M)g
Mb

A 4 - > A 3 3 P \ h s Y %
12 tan so géc cua dao dong nho cha diy va A, B, C, D la cac hang so.

2029
Mot con l3c don gidn dugce gin vao mot cdi gia, gia duce truyén dong theo
chiéu ngang cling vdi thai gian nhu hinh 2.25.

(a) Hay thiét 1ap ham Lagrange ddi v6i hé theo cac toa dd suy réng 6 va y,
& day 6 12 dich chuyén goc tir can bang va y(t) 14 vi tri nim ngang ctia gia treo
con lic.

(b) Hiy tim phuong trinh chuyén déng déi véi 6.
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() V3i dich chuyén géc nhod va chuyén déng hinh sin cta gia da.
Yy = yo cos(wt) .
Hay tim nghiém & trang thai ditng cho phuong trinh chuyén déng.

{(Wisconsin)

— s —

—— -~

Hinh 2.25
Loi giai:
(a) Khdi m ¢b toa dd
(ys + tsin@, —Icosh)

Va van tbe )
(s + 16 cos 6,10sin ) .

Do d6 ham Lagrange la
L=T-V= %(gﬁ 41202 + 20448 cos 0) + mgl cos b .

(b) Phuong trinh Lagrange
d(oLy oL
dt \ 9 a0

16 + g, cos 6 + gsind =0 .

cho

(€) VBi ys = yo cos(wt) va  nho, phuong trinh trén gian udc thanh

0+ wio = yT0w2 cos(wt)
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V6i wp = \/é M6t nghiém riéng nhén duge bing viée dat 6 = A cos(wt). Su

thay thé cho ta

2
Yow

- l(wé —-w?)’
Nghiém t6ng quét khi d6 1a
qow 2 cos{wt)

5 + Acos(wot) + Bsin(wpt) .
Hwf —w 2)

Cong hudng sé x4y ra néu wy ~ w. Chitng nao w # wy, chuyén dong ctia hé la
chuyén déng diing.

2030
Mdt hinh tru rin déng chit ban kinh r va khéi mn 13n khéng trudt trén mit
trong cua mot hinh tru 16n hon ban kinh R ding yén nhu @ hinh 2.26.

(a) Néu tru nho bit diu chuyen dong tir trang thal nghi tir mot goce 6, so

vdi phuong thiang dUng, tinh luc tong cong hudng xubng né tic dung 1én tru
ngoai khi né di qua diém thap nhét?

(b) Hay xéc dinh phuang trinh chuyén déng cda tru bén trong, c6 sir dung
cac phuong phap Lagrange.

(c) Hay tim chu ki ctia cic dao déng nhé xung quanh vi tri can bing bén.
(Wisconsin)

A

Hinh 2.26
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Lai giai:
Liy toa dd nhu & hinh 2.26. Tam khéi cta tru lin 6 toa dé
((R—r)sinf, —(R - r)cos6)
< A A
va véan toc ) )
((R—r)0cosf,(R—r)fsind) .

Hinh tru ¢6 momen quén tinh 1mr? va diéu kién ciia lin khéng trugt c6 nghia
la
(R—-7)0=ryp.

(a) Ban ddu 6 = 0 tai § = 6. Gia thiét ring tru ¢é vin tdc v khi lan qua
diém thap nhit 4 = 0. Bao toan ning luong toan phan T + V cho ta

1 )
EmUQ + varzaﬁ2 —mg(R—-r)=—-mg(R - 1)costy,

Hay, véiry = (R — )8, v = (R — r)é,
» 4
my’ = §(R — 7)1 = cosbp)mg .
Lutc do tru nho tic dung 1én tru ngoai khi né di qua diém thip nhit 13 huéng

theo phudng thing ditng va ¢6 gia tri

% 7”'1)2

mg + m{R — )0 = mg+ B=7)

4
=mg+ 5(1 — cos fp)mg
1
= §7ng(7 — 4cosébp) .
(b) Ham Lagrange cua tru la
1 o s
L=T-V= §m(12 —7)%0% + }Imr%b? + mg(R —r)cos6

3 o s
= Zm(R - 7")292 +mg(R —r)cos8.

4%y 2,
dt \ 84 a0 ~

Phuong trinh Lagrange
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suy ra

w92 9 o
0+§(R_T)sm0—0.

-

(c) V&i dao déng nhé xung quanh vi tri cin bing § = 0, phuong trinh
chuyén déng gian udc thanh

. 9 g
—|—=——1]18=0.
9+3(R—r> 0

N6 c6 dang phuong trinh cho chuyén déng diéu hoa don gian. Do d6 cin bing
la bén va cé chu ki
T=2—Tr=7r —6(}?—1") .
w g

2031

Mot hat khéi lugng m bi bude chuyén dong trén mdt vong tron bén kinh b.
Vbng quay vdi van téc goc khong déi w quanh mét truc trung véi dusng kinh
cua vong.

(a) Hay thiét 1ap ham Lagrange va riit ra cac phuong trinh chuyén déng
cua hat.

(b) Hiy tim v4n toc gée tdi han 2 ma dudi né dy ctia vong 1 vi trf cén
bang bén voi dbi véi hat.

(¢) Tim vi tri cAn bing bén dbi véi w > Q.

(Wisconsin)
Loi giai:

(a) Stt dung hé toa dc}- quay gin véi vong nhu & hinh 2.27. Khdi m cb
toa dd (bsin 0, bcos 8) va van toe (b6 cos 8, —bf sin 8) quy chiéu vé toa db quay.
Ngoai thé mgb cos 8 do trong trirc gay ra, thé do luc ly tdm tudng tuong gay ra
maw? phai duge dua vao. Vi

ta c6 thé lay
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Hinh 2.27

Do do6

L=T-U-V= %mbg({ﬁ?2 + w?sin? @) — mgbcosd .

d(oLy oL _
dt \ 96 06

b ~ buw?sinf@cosd — gsind =0.

Phuong trinh Lagrange

khi d6 cho ta
(b) Tai ddy cta vong day, 0 = 7. Dat § = 7 + o, 06 d6 o 1a dai lugng nho.
Do

sinf =sin(mr+ o) = —sina = —«a,

cosf) = cos(m+a) =—cosa = —1,
phuong trinh chuyén déng tré thanh

&+(%—w2)a=0.

Dé o dao déng quanh vi tri cin bing, nghia 13 d€ can bing 13 bén, ta yéu ciu
%—w2>0, nghia la w<\/—§.

Do d6 dé€ c6 can bing bén, w phai nhé hon tin sb géc téi han Q = \/%.

(¢) Tai can bing, § = 0 va phuong trinh chuyén dong trd thanh
bw?sinfcosf + gsind = 0.

33BTALG COHQC
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Khi xét trudng hop 8 = 0 trong (b), ta c6 thé 13y sin § # 0 va nhu viy phuong

trinh trén cho ta .

cosfy = — EJQ-
déi véi vi tri can bang khac. '
Dé thir 6 dn dinh ctia cAn bing nay, dit 8 = 6 — 6y, 6 ddy 3 1a mét dai
lugng nhé. Do _ '
sinf = sin(fy + 3) & sin by + B cos by |
cos 0 = cos(fp + B) & cosfy — Bsin by,
Phudng trinh chuyén déng tré thanh
b3 — bw? sin By cos By — buw?(cos? By — sin? 8y)8 — gsinfy — gBcosfy =0,
nghia la
8- w?(2cos? 8y — 1)8 — %500590 =0,
hay, stt dung gia tri clia cos 8y,
. 2
ﬁ+(y—£ﬁ)ﬂ=0.

Do d6 can bing 1a bén béi vi khiw > Q, 1 — 25 > 0.

2032

Xét chuyén dong doc clia mét hé gbm cac khdi chat va 16 xo nhu & hinh
2.28, v8i M > m.

(a) TAn sb ki€u dao ddng chuin tdc clia hé 1a bao nhiéu?

{(b) Néu khédi chit bén trai nhan duge mdt xung Py tai ¢t = 0, hdy tim
chuyén dong cta khéi chit bén trai nhu ham cla thai gian.

(¢) Hoic 1a néu khéi chit & giita dudng truyén déng mét cach hai hoa tai
tin s6 wy = 2,/ X | thi né sé chuyén dong cing hay 1éch pha véi chuyén déng
din déng? Giai thich.

(Wisconsin)
LJi giai:

(a) Dt 1,9, x3 12 dich chuyén cha ba khéi chit, tinh tir trai, khéi w1 tri

can bang cva chung. Ham Lagrange ctia hé 1a
1 1

| A
L:T—V:§Mi$+—mz'§+2

9 1 1
3 Mi% — —k(ry — 1) — Ek(x3—1‘2)2 :

2
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M m M
— Lt il —e—— AR AT — @
I Kk
Hinh 2.28

Cac phuong trinh Lagrange
{82
dt \ g, dy; B
khi do cho

Alpy ~k(x —23) =0,
mig + k{zy - xy) + k{rs —23) =0, (1)
Miz tk(zg—axy)=0.
Thit nghiém kiéu
!

Iy, = '..L-','|_'||'.‘l"‘J .

Su thay thé cho ta

U{' — a‘zhf).li‘“] = kIZI:I ’ =0 5
—kiry + (24’{? = wzm ).I‘Qn - ki':m =0, (2.)
—kzgn+ (k—w?M)ase = 0.

D€ c6 nghiém trong dé khéng phai tit ca cac bién d6 déu triét tiéu, ta cin

Ik — aw?M -k 0
—k 2k — wim -k | =0,
0 —k = u..‘?'}'lr.f‘

no cé cac nghiém

{E§= f]fzi—_ﬁlfj_

=0 i o

m
Tir hé 6 ba tan sb (goc) kidu dao dong chudn tic

[k k(oM
=0y w0 )
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(b) V3i w = wy, phuong trinh (2) cho ta
Tio = Too = T30, hay Iy =Ty=7I3.
Céc phuang trinh (1) khi d6 cho ta
Ty =zs=x3=at+5b,

& day a,b 1a cac hing sb, cho thiy ring trong ki€u chuyén déng nay, ba khoi
chét tham gia chuyén déng tinh tién nhu mét vit rin ma khdng dao déng.
V6i w = ws, phuong trinh (2) cho ta

z2 =0, I3 = —I1,
va phudng trinh (1) cho ta
£1+w311=0, I3 +w§x3=0.

Cac nghiém khi do la

z1 = Asin(wst) + B cos(wst) ,

I = 0 s

I3 = —I .
Trong kidu chuyén déng nay khbi chét 4 giita vin ditng yén trong khi hai khéi -
chét & hai diu dao déng diéu hoa ding léch pha véi nhau.

V6i w = wjy, ta c6, mot cach ntong tu

z1 = Csin{wst) + D cos(wsat) ,
_ 2M271

Ty = y
m

r3 =2 .

3 day hai khdi chit ngoai dao déng véi cling bién dé va pha, trong khi mét
khéi chit bén trong dao ddng 1éch pha vai mét bién dé khac.

Chuyén d6ng doc t8ng quat cta hé 1a mét 18 hop tuyén tinh nio dé cla
4 R P a P4 g
cac kiéu chuyén déng chuan tac

z1 = at + b+ Asin(wqt) + B cos{wst) + Csin(wst) + D cos{wat) ,
2M
Ty =at+b- —;[C sin(wst) + D cos(wst)] ,

z3 = at + b — Asin(wyt) — B cos(wst) + Csin(wst) + D cos(wst) ,
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Diéu kién ban diu tait =0,

F . .
I1=$2=I3=0, i‘]I—D, I2=.’83=0
m
khi d6 cho ta
C m+2M°
Py
A=
2Mw, '’
Pom
C= ,
2M(m + 2M)wsy
b=B=D=0.

Do d6 chuyén d6ng cta khoi chit bén trai dude cho béi

t sin(wat) msin(wst)

=P
LT oM T 2Mw, T 2M(m + 2M)w;

(¢) Gia thiét khéi chét & giita c6 chuyén déng dudc cho bdi

Ty = TopSin(wpt) .

Phuong trinh diu cta (1) bay gio trd thanh
I+ w%xl = w%.’rzo sin(wot) R

Trong trang thai ditng r, chuyén déng vdi ciing tAn sb nhu chuyén déng din
dong

Zy = T10 sin(ugt) .
Su thay thé vao phudng trinh trén cho ta

2
ws ] m ]
T = | 5 ) zopsin{wpt) = | ——— | Ty sin{wyt) .
! (w%—wg)- 0 (0) (m—4M> 20 (0)

Vim —4M <0, khébi chét bén trai sé chuyén déng 1&ch pha véi chuyén déng
dan dong.

2033

Hai con lic cling chiéu dai ! va cling khdi luong m dudc ghép d6i bdi mot
16 xo khéng khéi luong véi hiing sé & nhut chi ra & hinh 2,29, Chiéu dai khéng
dan ctia 10 xo 1a bing khoang cach giita hai di€m treo.
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(a) Hay thiét lip ham Lagrange chinh xac theo céc toa dé va vin the suy
ring thich hop.

(b) Hay tim toa dg va tin s6 chudn tac clia cac dao ddng nho quanh vi tri
can bang.

() Gia thiét rang ban dau hai khoi chat & trang thai ngh: Mot lue xung

tao nén vin toc ngang v hudng vé phia [J]'lal sang khéi chit d bén trai. Tim
chuyén déng cta hé theo cac toa d6 chuan tac.

(Wisconsin)
Lai giai:

(a) Gia st cac khdi chét bi bude chuyén déng trong mat phang thing ding.
Dat khodng cach gitta hai diém treo 12 d, chiing cing la chidu dai khong dan
cua 1o xo, va sit dung toa do Descartes nhu & hinh 2.29. Cac khoi chat c6 toa
do

(Isin€). —lcosd ), (d + Lainfle, —lcosty)

va cac van toc tueng tng
([0 cos 0y, 16, sinf), (10, cos . [0, sin6,).

Chiéu dai ctia 10 xo 1a khodng cach gita hai khoi chat

Vid+ (sinfy — (sin€}2 t (Tcosfy  Lcosf)?




Ca hoc gidi tich . 513

Do d6 ham Lagrange cua hé la

L=T-V= %mﬂ(éf + 62) + mgl(cos 8, + cosbs)

1 2
- ok (\/{P ¥ 2d1(sin 03 — sin8;) + 2% — 212 cos(0 — 07 — d)

(b) Do
_ oL
96,

— mglsin0; — k (\/d? + 2dl(sin 82 — sin 01) + 212 — 212 cos(6 — 07) — d)
y dl cos fy + 1%sin(f; — 6)
Vd? + 2dl(sin 3 — sin 8) + 212 — 212 cos(h, — 61)

d+ 1(52 - 01)
X
\/d7 + 2dl(6; — 6)

~ mglfy — ki {ﬁ2 Y 2di(65 — 0) — d]

1
~ mgléy — kl (1 - ————) Id + 1(8; — 61)]

21{02—61
J1+ _iT_l

~ mglfy — ki [’—(02;49‘)] ld + 1(62 — 61)]

~ mglh, — kl*(63 - 6,) ,
bd qua cac sb hang c6 ;. 6, bic hai v bac cao hon, chiing 13 nhitng dai luong

nho. Tuong tu

AL
- 56, = mglly + k126, — 6,) .

Nhu véy cac phuong trinh chuyén déng d6i véi dao dong nhé 1a

. 0 k(6, — 8
b, + 99 (62— 61) _

l m ’
y k(h, —
92.{..9_024_(—2@:0‘
l m

n=g01 40, E=1(6~0)

N}
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va phuang trinh trén cho ta

i+ 2 =0,

. g 2k
T+ )e=o0.
£+ (l + m) 13
Nhitng diu trén chi ra riing 5 va £ 12 cic toa d6 chudn téc vai cac tan sé (gbc)

chuén tic twong ting
/ 2k
w1 = gg Wy = + —.
l Il m

(¢) Nghiém ctia phuong trinh chuyén déng trong toa d6 chuin tic 1a

[

n = Acos(wt) + Bsin(tt)
¢ = C cos(wsat) + Dsin(wat) .

Tait=0,0, =0, =0,chon=¢=0;vad =¥, =0, chor=¢€= 4. Nhu
vay

_ v _ v

2wy’ T 2wy’

A=C=0,

_ vsin(wi?) vsin(wat)

21&)1 ’ 2!(.4.)2

cho chuyén ddng ctia hé theo toa dé chudn tic.

2034

Bbn khdi chit nhu nhau duge néi bdi bdn 16 xo nhu nhau vé bi bude chuyén
dong theo vong tron khéng ma sat ban kinh b nhu @ hinh 2.30.
(a) C6 bao nhiéu kiéu chuin tic cda cic dao dong nhd?
(b) Tan s6 ctia cac dao déng nhé 1 bao nhiéu?
(Wisconsin)
Lai giai:
" (a) LAy cac chiéu dai clia cung sy, sq, s3, V3 s4 clia bdn khdi chit it cac vi
tri can bang ban diu ctia ching nhu cac toa dé suy réng. Ddng ning ctia hé 1a

1 2, .2, .2, .
T=§m(s§+3§+s§+s§).
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Hinh 2.30

Vi cac 10 xo 1a nhu nhau, tai vi tri ¢dn bing bon khoi chét duge dinh vi mdt
cach déi xing trén vong tron, c6 nghia la cung giita hai khéi chit 1an can,
thd n va (n + 1), ), truong moét goc 3 tai tAm. Khi cac khéi chit 14n cin dich
chuyén khdi vi ui can bing, 16 xo ndi chiing sé dan ra mot doan bing

; e rl Sn+1 Sy T
Ebbmtz( 2 ) +2)

d6i véi cac dao dong nhd ma dbi ching s, 14 nho.
Nhu vay thé nang la

i _ .
V= 2(.5"1" + %3 + -.21 + 85 — 5182 — $283 — $384  848]) -

. - ~ ¥ . ~ e L 4 ~ &£
HE ¢6 bon bac w do va vi vy cd bon kidu dao ddng chudn tic.
(b) CAcmatran7'va V' la

m 0 0 0O k —% (0 —.‘—j
k
I = O m 0 O v |2 k —%‘ 0
0 0 m 0 0 —g k —g '
0 0 0 m —g 0 —%

k mw? —% 0 -3
_k k — mo? _k
V - Ww'T| - - - L =0,
—3’ 0 —%‘ k — mw?

né ¢ bén nghiém 0.0, \ \/"‘* Vi vy tdn s6 goc clia cac dao dong nhd la

,zk
\f"a V om-
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2035

Mét con lac ddn dai 4/ va khoi lugng i dude treo vao mét con lac ddn khac
dai 3/ va khot luong mn. Co thé lam cho hé nay thuc hién cac dao déng nho
quanh vi tri cdn bidng sao cho mét diém trén con lac dudi khéng dich chuyén
ngang. Xac dinh difm dé.

(Wisconsin )
Lol giai;
St dung 10a do Descartes nhu hinh 2.31, Cac khdi chét trén va dudi cé cac
1oa do
vl sin by, =3l cos ),
PR it b Hsinthy, —Meosth — Al cas i)
va van toc
(318 cos 0,. 316, simé)) .
(310 vosf) + -ll'f}grc):«' Oy, M sin @, + 16, sinfly) .

Hinh 2.31

1Tam Lagrange cta hé khi do 12

L =T =V= émuaz?éf ~ 161703 + 240%6, 6, costdh, — b))

b mg(6lcosd) + Al cosfly) .
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Cac phuong trinh Lagrange
a oLy _or _,
dt \ 94, Oy

30y + 20, cos(61 — 03) + 202 sin(8; — 0) +

cho ta

gsind, — 0
!
hay, chi giif cac sb hang bac mét dbi vdi dao dong nhd
. . 9
391+202+QT‘=0,
va, tuong tu,

. . 9
360, + 405 + q—li =0.

Thu 0, = H1pe™, 0, = G49¢™'. Cac phuong trinh trén cho ta

(% - 3w2) 019 — 2w = 0,

—3w2910 + (% — 4w2) B = 0.

Phudng trinh déc trung

g _3w?  —2.° _ .
el SRR TR

_ . [ 9
w—i\/; i\/;.

Do d6 ¢6 hai tin s6 cta kiéu dao dong chudn tic. Voi
=/%, bp=-6p h N
wr =4/ 7 20 = —010 hay 0= -0

q 3 3
wy = \/% Oy = §9lo hay 6, = 591 :

Céc dao dong téng quat la 16 hop tuyén tinh hai ki€u dao d6ng chuin tic.

Mot diém trén con lic dudi 8 khoang cach ¢ tit kh8i chdt trén ¢6 toa dé r
1a 31sin 8 + £ sin 0, va do dé thanh phan z cla van toe

co cac nghiém

vOi

T = 3]91 cos 0y + 592 cos g = 3!01 + {02 .
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Dé? diém d6 khdng c6 dich chuyén ngang, # = 0. Véi kiéu dao dong wy, 8y =
—f,, diéu nay doi hoi
(30 - &6, — 0. hay £=3l.

Vai ki€u dao déng ws, A2 = 34, # = 0 co thé doi hoi

3(1+g)é1:0.

Vi ¢ 1a duong didu d6 khoéng co kha ning i phi 6, = 0, cé nghia la khong
¢6 chuyén déng. Vi thé khi hé chiu cic dao dong nhd voi tin sé goc ﬁ, thi
mét diém trén con lic dudi & khodng cich 31 tir khdi chét trén khéng co dich
chuyéll ngang.

2036

(a) Hay tim cac phuong trinh chuyén déng Lagrange déi véi dao déng i
kép déng phing nhu & hinh 2.32 trong gi6i han dao déng nho, gia st cac
thanh nbi hay cac diy khong cé khéi luong. Tit d6 tim cac tAn s6 chudn tic
cua hé.

Hinh 2.32

(b) Bay git xét mot con lic don khéi lugng m, ciing trong gidi han dao
ddng nhd. Gia thiét ring day dai { bi 1am ngan lai rat chdm (béng cach rit né
qua mét |6 khéng ma sat trén gid treo nhu & hinh 2.33), d€ phan thay d6i trén
! trong mét chu ki 14 nhd. 116i bién do dac déng ctia m thay ddi theo I nhu thé
nao?

(Wisconsin)
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Hinh 2.33

Lai giai:
(a) Toa do ctia m,mz la

([ sinty, =1, cosfy) .

() sin#y + lsinfly, —lycosf) — 1 cos 6y)
va van toc ctia ching wong ling la

U191 cos 0].. f1fj'| Si]]gl) A

(16, cos b + 1903 cos by, [0, sin 8y + L0 sin #3)
Ham Lagrange cua hé khi dé la
=T-V= émﬂf?é‘f + 1263 + 20,160,605 cos(0; - 03)]
+ mygly cosfly + mog(l cosfy + {1 costy)

l PSP w
~ 5 lm + )30 4 Qm-z[e.gaf + 2011,8,6)

g% 3
+ (g + miy)gly (1 2‘) + magls (1 — EZ) .

Bo qua céc s6 hang bac cao hon hai & cac dai lugng nhé 0,. 0, wong gi6i ban
dao ddng nho. Cac phuong trinh Lagrange

a (%) oL _
dt \ gy Sy
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khi do cho

" mo ZQ . g
17} —}-=0 =0; =0,
l+(7n1+m2) I 2+11 !

.. Iy ..
91+—2-02+£]—02=U.
h 1

Dit 6; = 6;0e™?, 83 = f0¢™* va nhin duge phuong trinh dic trung

9 2 bt
1y mi+mafy| 0
2 g—law? '

hay

m, | 2 2
— ! — gl =0.
(m1+m2) Waw® —g(h + l)w” + g

’ 4 ~ < LS ) <A 9 \ <
Céc tan sb chudn tic wy,ws dude cho bdi cac nghiém cuaa phuong trinh nay

w? 2milily

X [(ml + ma)(ly + l2) £ V/(my + ma)2(ly + 12)2 — 4(my + ma)malily

(b) Nhu chi ra 4 hinh 2.33. Lue tdc dung 1én m la sitc cing f trén diy va
trong lugng mg. Ching tao ra lyc huéng tdm

f—-mgcost = mré? .
Khi d4y bi nit ngan lai mét doan dr, cong thuc hién bdi f 1a

dW =f -dr = —fdr

1 P
x~ —mgdr + (Emga2 — mr02) dr
= —mgdr + dE',

trong d6 dE 12 phan lién quan dén dao déng, dbi vdi dao déng géc nhd. Vi 4é
thay d8i 7, chiéu dai diy, nhé trong mét chu ki, ta 6 thé lay trung binh

dE = (%mge—2 - mréﬂz) dr .
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Dao déng citng c6 thé dudc coi nhu daoc ddng diéu hoa don gidn, c6 nghia 1a
6 = 6y cos(wt + ) ,

trong d6 w = \/é. Khi d6 néu 7"= 2* 13 chu ki ta ¢6
— 1 (T 1.
22— = 25 _ Lo
T/o 0dt = 63,
— 1 T_‘ w2 T —
02=_ [ 0%t=— [ 0%t=0u0%,
T./o T/(; dt = w

mré? = mgb? .

cé nghia la

Nang lugng cta con lac 1a

1 . 1 o1
EmrQGZ — mgrcos8 = —mgr + §mr26?2 + 5mgr02 .
do do L 1
E= §mr2£)2 + §mgr§ = mgr? .
Tu dé
JE = (l_E - E) ar
n
hay
dE _dr
E 2

LAy tich phan ta ¢ |

Er3 = hang s .
hay

83r3 = hing sb .

Dit cac bién d6 tai cac chidu dai day r, ! twong ing la 6,, 6; tuong ung, khi do

g 08
r T3 '
2037

Mot hat nam trong thé ctia mét dao déng tir didu hoa ba chidu ding huéng
s A i e . A - N A A 3 ’ 4 : «n
¢6 thn sO goc riéng wo. Hay im tan s6 dao déng cua no néu né duagc tich dién
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va dugc tac dung ddng thdi bai dién trudng déu va ar trusng déu. Hiy thio
luin két qua trong gidi han trudng yéu va truong manh.
(Wisconsin)

Loi giai:
Gia st ring tir trudng déu va dién truong déu, B va E, 1 vudng goc voi
nhau va lay hudng cha ching tfreng ting theo truc z va z. Khi dé

Bk=VxA, FEi=-Vd,

ta c6 thé iy thé vecto va thé v hudng nhu
1 . .
A= §(—By1 + Bzj), ®=—-Fzr.

Vi hat 1 dao déng tit diu hoa ding hudng véi thn sb goc ridng wp va ¢6 dién
’ 2 A A - 3 PR
tich e, chang han, nén thé ning cua no la

1 .
V=§nw§T2+e<1>——ei‘-A,

& day r = (z,v, z) 1a d6 chuyén r3i clia hat tlt goc toa dg, trong hé don vi SL
Tir d6 ham Lagrange la

L=T=V=m(@+§+ ) = gmud(e? +37 +2)
1 . \
+eEz + EEB(—.’L‘y + 7).

Cac phuong trinh Lagrange

dt \ dq, 0gi
khi d6 cho ta
By E
x+w§z—u—e— =0,
m ™m
2 —
¥+ woy + —— =0,
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PhUOng trinh cubi cung chi ra rﬁng dao déng theo huéng z X3y ra véi tin sb

goc riéng wp. Khi dat = = «’' + -£5; hai phudng trinh dAu trd thanh
z’+w§z'—ﬂ =0,
m
o  eBi’
=0
y+woy + -

Thit mét nghiém kiéu
II — A'ewt, y = Breiu)t
va ta nhan dugdc phuong trinh ma tran

2 2 ieBw

W —w? B (A’) o
L ;)1 =0.
ieBw w[2) _ w2 B

m

Phudng trinh dac trung

2 2 _ 1eBw 2
wp —w “mo| (w 2y2 (eBw) —0
. . _— D - ——— =
1eBw 2,2 m
khi d6 cho ta B
. eBw
24 —wi=0,
m

n6 ¢6 hai nghiém duong

1{eB B\? ‘
wy = 5 e;““ (%) +4LL)[2) )

_1 —eB+ cB +4w
wW-73 m 0

Do dé ba tin s6 géc kifu dao dong chuin tic 13 wp, wy va w_. Luu y rang hai
kiéu dao ddng cubi ciing dugc giy nén bdi chi mot minh tu tm‘dng, trong khi
ma dién truong chi giy nén dich chuyen doc theo hudng cua no.

Dbi vdi trudng yeu << wo, ta co

eB w eB
2m’ - 2m

W4+ = Wo

34-BT8LG COHOC
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D& véi trudng manh, % > wp, ta co

~l §+_6£ ]_+2m2ug
““HES M T e?B?

B eB mwg
T m eB "’
w 1 _eB+_e£ 1+2m2w3
) m m e2 B2
mw?
eB
2038

Ba hat khdi lugng bing nhau m chuyén déng khéng ma sat trong mét
chiéu. Hai trong cac hat duge néi mbi hat véi hat thit ba bdi mét 16 xo khong
trong lugng véi hing sb k. Hay tim cac kiéu dao déng chudn tic va tan s6
tuong Ung coa ching.

(CUSPEA)

Lai giai:
Danh sé cac khoéi chat it bén trai nhu hinh 2.34 va dit z,, 22, z3 13 dich

chuyén cla cac hat tuong ting khai vi tri can bing cia chiing. Ham Lagrange
cla hé la

[o 2 TIVIT TTIVY W NVYVETVYY PV o)
m m m
Hinh 2.34

1 i . . 1
L=T-V = Em(z% + .’L‘% -+ :1:%) — §k[(12 — x1)2 + (z3 — :::2)2] .

Cac phuong trinh Lagrange

4 (o) 2Ly
#t \94; dq.
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cho ta

mé1 + k(z) - 32) = 0,
m.’i'2+k(.’132-.’l,'1)+k(.’132—133) =0, §9)
mig -I-k(.’l:g *:132) =0.

3 A ‘A R
Thu modt nghiém kiéu
Z) = Aewt, To = Bewt, I3 = Ce"‘"'t s

ta c6 thé viét hé phuong trinh trén nhu mét phuong trinh ma tran

k — mw? —k 0 A
—k 2k — mw? —k B|l=0. (2)
0 —k k — muw? C

Phuong trinh dac trung

k — mw? -k 0
-k 2k — mw? —k | = mw?(k — mw?)(mw? - 3k) =0
0 -k k — mw?

c6 ba nghiém khong am

k 3k
wy = 0, wg =\ —, wy = .
m m

D6 13 cac tin sb gbe kifu dao dong chuin tic ctia hé. Cic kifu dao dong chuin
tac ttong ung la nhu sau

Phuong trinh (2) cho A = B = C va nhu vdy z; = z; = x3. Phuong trinh
dau tir (1) khi d6 cho

T =0, hay r1=at+b,

trong d6 a, b 12 cac hing sb. Do dé trong kiéu dao déng nay ba hat tham gia
chuyén déng tinh tién déu ciing nhau nhu mét vét rin va khéng xay ra dao
doéng.

(i) wy = /£
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Phuong trinh (2) cho B = 0, A = —C. Trong kiéu dao déng nay, hat d giita
git nguyén tinh tai trong khi cic hat bén ngoai dao déng dbi xitng so véi né.
Cac dich chuyén l1a

z1 = Acos(wat + ) ,
o =0,
T3 = — Acos(wat + ) ,

© 12 mét hing sb.

3k
m

Phuong trinh (2) cho B = —24, C = A. Trong kiéu nay hai hat ngoai dao
ddng cling bién d6 va pha trong khi hat 3 gilta dao dong dung léch pha vdi
bién d6 gap déi so véi hai hat kia. Dich chuyén la

(iii) w3 =

) = Acos(wst + @) ,
r9 = —2Acos(wst + ) ,
z3 = Acos(wst + @) .

Ba kiéu dao déng chuin tic nhu chi ra & hinh 2.35.

{1) >— [ oy >—p
(ii) & e —)
(iii) ~—p» e [ ]
Hinh 2.35
2039

Mot tim hinh chit nhat khéi lugng M, dai a rong b dude d6 & mdi goc clia
n6 bing mot 16 xo a véi hing sé k nhu hinh 2.36. Cac 10 xo dudc gan sao
cho chiing chi ¢é thé chuyén déng theo hudng thing ditng. Dbi véi cic bién
dd nhé, hiy tim cac kiéu dao déng chudn tic va tin sb cta chiing. Hiy mé ta
titng kiéu dao déng.

(UC, Berkeley)
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xr
A
A -1 0 — —-
Ty
b
iy
iB 4 A B
Né
X
Hinh 2.36 Hinh 2.37

Lai giai:

Sit dung hé toa dd Descartes véi gbe 1a khbi tdim € ctia tam khi tam & trong
can bang, truc = huéng thang ditng 1én trén, cac truc « va y doc theo cac truc
dbi xitng trong mét phing tam, va dit gdc quay quanh truc r va y tuong ting
la . #, nhu chi ra § hinh 2.37. Néu z 12 toa dé thang ditng cia C, thi cac toa
d6 thing ding ctia bén goc 14

1 ]
=2 - - bo .
z4 sav + b0
1 1
g — T — —ay— =
B 3%
1 1
zpr= 4 5@ 2blf?.
. 1 1
Zpi=g &P f 2{10,

¥ e v " - 5
Doi vai cac dao dong goc nho.
E: A 10 A . - L = o . \
Vi cac toa d lién quan dén cac vi tri ¢dn bang, nén ham Lagrange la

L=T =1
Lo o 2.2, 1 iz Ly 2, 2 2 P
= 5:".-!2 +§3Map +§?1Mt|9 --Iz—k(z,q+~,_,+...,)+zﬁ}—}\fg-
l G 1 7 | < 1 y ;
= —M:i? + —Ma?3? + —M6% — — k(422 + %% + b%0°) — Mgz .
% +24 0@ T 5 (42° + a“p* + ) g

Cac phuong trinh Lagrange

4 (9Ly_oL_,
dt \ 8¢ Agi
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khi d6 cho

M3 +4kz + Mg =0,
i1\/["4'.’(: =0
12 Lp @_ 1

1 o
— k6 =0.
12M(i’+ 0

Bing viéc dit z = 2’ — ¢, phuong trinh dau tién c6 thé viét nhy sau
MZ +4kz' =0.

Cac phuong trinh cho thay ring cac tin s6 goc kifu dao dong chuin tic la

w=fE wrmrfE

Néu ta dinh nghia

, 7 M
§l=mz\ &= 50‘99) £3= Ew|

ta ¢ thé viét khi bé qua sb hang khéng déi trong thé ning
)
T=SE+&+E),
1
V = S (wiE] +witd +witd) -

Ca hai biéu thitc déu & dang toan phuong, cho thiy ring &, &, €3 1a cac toa
d6 kidu dao déng chuin tic.

Ki hiéu cac bién dd cflia z', p, 8 tuong ng bing 2, vo, 6o , ta nhan dugc nt
cac phuong trinh chuyén déng

(dk — Mw?)zg = 0,

1
k- — 2 =
( 12Mw)tpo 0,

1 2 B
(k‘EMw)OQ—O.

Cb thé théy r?mg néu w = w; khi dé 29 # 0, pg = 6y = 0. Néu w = wy hay ws,
khi d6 zp = 0, va mét hay ca hai gia tri ctia ¢p, 8o 12 khac 0.
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2040

Mt hat chuyén déng khdng ma sat bén trong vach cia mét binh déi xitng
dude cho bdi

2 = Jblat +4%),
& day b 1a mét hing sb va = 1a & phuong thing ding, nhu § hinh 2.38.

(a) Hat chuyén déng theo quy dao tron tai dé cao z = 2,. Hay tim ning
lugng va momen xung ludng cua nod theo ) hang zy, b, y (gia thc trong
truong), va khoi lugng m cua hat.

(b) Hat trong quy dao tron ngang bi hoi fin xubéng dudi. Hay tim tin s6 dao
déng quanh quy dao khéng bi nhiéu loan do6i vdi bién dé dao dong rat nhé.
(UC, Berkeley)

g

() |
7

F 4

Hinh 2.28
L& giai:

(a) Su dung hé toa d§ nhu hinh 2.38. Vi = = rcosf, y = rsiné, binh c6
thé duoc biéu dién bdi

1 . . 1.
z==blz? +y*) = = *
5 (z* +y*) Ebr
Ham Lagrange cha hat la

1 . .
L=T-V= im(?"z +r26? + %) — mgz

1 . s 1 .
= ém[?")' + 9% + bg?”zf'z] - Emgb‘rJ ;
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Phuong trinh Lagrange cho r khi d6 cho ta
(14 b%r2)7 — B2ri2 — 1% + gbr =0, @)

Wi hat chuyén déng bit budc theo dudng ron & dé cao zp va ban kinh ro,
chﬁng han, ta cé

1

r =Tg, 7 =7 =0, z0=2br§,

62 = gb =02, ching han.
Ning luong toin phan cta hat khi d6 13
1
T+V= Em(rgﬂr" + gbrg) = mgbrg = 2mgzo

'va momen xung lugng quanh tim dudng tron la
. 2 9
J=mr r8 =mriQ = 2mzo\/;.

(b) Déi véi chuyén d6ng bi nhiéu loan, dit r = ro+p 8 day p < o, phuong
trinh Lagrange véi # chi ra ring momen xung luong mr28 dude bio toan. Do
do i
r9? B 1‘302 B régb

ré* =

t

3 3 -3
va phuong trinh (1) tré thanh

(14 b%r3)p+4gbp =0

bing viéc bd qua cac s6 hang bic cao hon bic mdt trong cic dai luong nhé
p, b, 5. Tan s6 goc cla cac dao ddng bién dé nhd quanh ro vi vy la

B agb gb
W= \/ 1+ b2r3 ~2\/ 1+ 2bzp

2041

M6t khoi nhé cé khéi lugng m duge gin vdi mot cai ném khdi lugng M
bang mét 16 xo c6 hing sb dan hdi k. Mit nghiéng khéng ma sat ciia ném tao
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goc nghiéng voi phuong ngang 1a o, Ném c6 thé tu do truot trén bé mit ngang
khdng ma sat, nhu & hinh 2.39,

(a) Cho chiéu dai chung cta 16 xo 1a d, hay tim gia tri s, khi ca khoi va
ném déu & trang thai nghi.

(b) Hay tim ham Lagrange cho hé nhu 1a ham cia toa dd » cua ném va
chiéu dai cta 16 xo s. Hay viét phuong trinh chuyén déng.

(¢) Tim tin s6 dao d6ng riéng?

(UC, Berkeley)

Hinh 2.39

Loi giai:
(a) Khi khéi nho & trong cin bing, tdng cac Iuc song song vdi mat nghiéng
1a 0
mgsine — k(sg  d) =0,
suy ra
TG Sin o
k

td.

sp =

(b) Dt chiéu cao ciia ném 1a k. Sit dung hé toa d6 nhu hinh 2.39 va dat
toa dd ngang cla bén trai ném la z. Khi do khoi mn sé ¢6 toa d6

(z 4+ scosa,h - ssina) .
Ham Lagrange cua hé khi do la

L=T-V

| S 1 ; ”
= E.-'\-f.r" | _m({Z + dcosa)? + (isino)?]

2

- %k(s —d)* mglh — ssina)

Il

1 1 ; l ;
Sim =+ M)i? 4 Qmsf—‘ + miicosa — sk(s —d)* —mg(h  ssina) .
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Cac phuong trinh Lagrange khi dé cho cic phuong trinh chuyén dong

(m+ M) +mScosa =0,
mEcosa +ms+ ks — (kd + mgsina) =0.
(c) Khi dat
kd + mgsina
B e—
ta c6 thé viét cac phutong trinh trén nhu sau

14
s=8 +

(m+ M) +m& cosa =0,

micosa+ms +ks =0.

Xét nghiém dang
it it
r = Ae™", s’ = Be"*

cac phuong trinh trén cho phuong trinh dic trung

—(m+ M)w? —mw?cosa
—mw? cos o k — muw? =0,

suy ra

o o [ mmta
Yo 2 m(M + msin?a)

Vi chuyén déng lién quan dén w, khéng phai 1a dao déng ma nhu toan bd tinh
tién doc truc z, nén chi 6 mot tan sb dao dong riéng wo.

2042

M6t phao dbng chét c6 chidu dai L, dién tich tiér dién A va khéi luong M
néi thing ditng trén, trong nudc (p = 1,0) va dudce gan bing mot 16 xo cé hé
s6 dan héi K véi mét thanh déng chét ¢6 truc quay c6 dinh tai tm nhut trén
hinh 2.40(a). Thanh c6 ciing khoi lugng nhung chiéu di gp déi so véi phao.
Phao chi ¢ thé chuyén déng theo phuc)ng thang dung va chiéu dai tr nhién
ctia 16 xo chon sao cho tai vi tri cAn bing thanh nam ngang.

(a) Tim cac ki€u dao déng chuin tic (tdn s6 va t sb céc dich chuyén) d6i
véi cac dich chuyén nhé cia thanh.
(b) Nhéan xét vé y nghia vét 1y clia cac kiéu dao déng chuln tic trong gidi
han 16 xo rét ciing.
(UC, Berkeley)
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Hinh 2.40

Lai giai:

S{ dung hé toa dd nhu trén hinh vé 2.40(b) vai x 1a d6 dich chuyén ctia
dau bén trén clia phao thing ding khdi vi tri can bing (chifu hudng xudng
dudi 1a chidu duong), va @ 1a goc quay ctia thanh. Tai vi tri can bing (hinh
2.40(a)), 10 xo ¢6 chitu dai tu nhién ry va khéng tac dung luc nao 1én phao.
Vdip = ltaco

Mg = [L - (h - 19)|Ag .
Khi thanh quay mét goc # (hinh 2.40(b)) 10 xo dai ra mdt doan » — L# va luc
ddy 1én wén cda nudc la

avi
—(L - (h—2q - 2)]Ag = - 22,
[L - (h—zq - 2)]Ag O
suy ra
i = .»l_n;lfy {IL = (h—zo)) + 2’} dz’
0
: 1 2
=[L - (h - xp) Agr + 5.#15;:5“
1 2
= Mgr t -QAQI :
Do dé thé nang toan phin 13
; g 2
Vi=—-Mgrt+ Mgr + aAgw + EK[I — L#)

1 j
Agr? + K (x - Lo)? .

b —
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Thanh c6 momen quén tinh 1 M L2, do d6 déng ning toan phin cta hé 13

R 242
T_2Mz +6ML9.

Nhu vdy ham Lagrange la

1y oo, 1 250 1 2 1 2
=TV == Z - - = — o2,
L=T-V Mz* + 6ML 0 Agx K(x )

Cac phuong trinh Lagrange
4 ("’_L) _oL
dt \ 0g; Oq;
cho
Mi + Agr + K(z — 18) = 0,
MLO—3K(z— L) =0.

Thit mot nghiém kifu z = De™!, § = Be*! vi viét cac cac phuong trinh trén
c6 thé nhu

(K + Ag— Mw?)D — KLB =0,

—3KD+ (BKL— MLwH)B =0.
Khi d6 phuong trinh dac trung la

K + Ag — Muw? ~KL

3K SKL - ML =9

hay
M?w* — M(AK + Ag)w® + 3K Ag=0.

Hai nghiém duong

AK + Ag + \/(4K + Ag)? — 12K Ag
wt = oM

. ' A s > PRy n 4 < A £ I A
1a hai tan so géc cua hai kiéu dao déng chuln tic ciia hé do6i véi cac dao dong
nhé cda thanh,

» > A ’ a - I \
Cac 1 56 clia cac dé dich chuyén 1a

b D 3K -—Muw? 2K-AgF /4K + Ag)? — 12K Ag

L6  BL 3K 6K
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vOi d4u bén trén 13 cho w, va diu bén dudi cho w_.

(b) Trong gidi han 13 xo rat cing, K — oco. Do Mi, Agr, MLE tht ci
déu hitu han, nén ta can cé r - L0 — 0, nghia la 2 — L. Khit céc s6 hang
K (r - L) trong phuong trinh chuyén déng va stt dung L = #, ta tim dudc

AM3E +3Agz =0

\ s R & ; 3 a
va do d6 tan so gac cia dao dong

W= 3Ag
~Var

I

— 1,

Lo
va ching & trong cung pha. Chi y ring két qua nay khéng thé nhan duoc tir
cac két qua trudc d6 bing cach cho K — oo bdi vi cac quan hé rang budc 1a
khac nhau. V@& mit vat Iy, rang bubdc r = L8 c6 nghia 1a chiéu dai ctia 1o xo
khéng déi khi hé dao déng, diéu dé dugc chd doi khi 16 xo rat ciing.

[ ’ . g 1
11 s0 cac dich chuyén 1a

2043

Hai khéi luvong khéng bang nhau M va m (M > m) treo 1én géc treo bing
hai soi ddy c6 ciing chiéu dai /. Cac khébi lugng dudc gin véi nhau bang mét
16 x0 6 hiing sb dan hdi 1a K va ¢ chiéu dai ry nhién bing khoang cach giita
hai diém treo nhu trén hinh vé 2.41. Tim cdc tin sb clia cac kiéu dao déng
chuin tic dbi vdi cic dao ddng nhé doc theo dudng ndi gilta hai khéi luong.
Tim quan hé giita chuyén dong ctia M va chuyén déng cia m trong mdi kiéu
dao déng. Tim nghiém t6ng_ quét nhat.

Bay gid xét riéng trudng hop tai thai di€m ban dau t = 0, m & trang thai
nghi tai vi tri can bing cta nd, va M dugc tha n trang thai nghi clia né véi
mdt Iy db ban diu duong. Néu niing luong toan phén ctia hé 13 E, va 16 xo rt
yéu, tim ning luong cuc dai m cAn ¢ trong qua trinh chuyén déng sau dé véi
gia thiét M — 2. (Ban sl dung gia thiét 16 xo yéu & dau?)

(UC, Berkeley)
Loi giai:

St dung hé toa dé cho trén hinh 2.41, véi gbc O tai vi tri cén bing ctia m

va cac truc z va y tuong tng doc theo hudng nidm ngang va thing ding va dit
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Hinh 2.41

khoang cach giita hai diém treo 1a L. Cac khoi luong i va M lan luot cé roa
do
(Lsin B, 1(1 — caséy)), (L +1sinfy, (1 — costl;))
va tuong ung vin toc
(10, cos 0,18, sinf,), {!é-_;_- cos By, 165 sin ;) .

Ham Lagrange cua hé la
L=T-V
= lm{zéz 4 : A1202 lh't'"‘}ftain fy — sin0y)?
20 THT T Tr pn R A
—mgl(l —cos#ly) — Mgl(l - cosfy)
B lmf"ﬂ! 4 ]AHEQ.! - 11\'12(92 =)= lql(mﬂz + M’&'E)
5 1t o 27 5 5 1 2

doi voi cac dao dong nho theo phuong nam ngang.
Cac phuong trinh Lagrange

d (r’)ﬁ) ar "
dt. \ Dg; A

mll), ~ (mg + Ko, — Klfy =0,
My + (Mg + KD\, — K18, =0 .

Khi do cho

SO | ” - A . a3 1 i . . . -~
'hit mot nghiém kigu 0, - Ae'™t, 0, — Be'! va viér phuong trinh trén nhu

mg + Kl — mlw? - Kl A 0
- Kl Mg+ Kl- M) \B)
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Khi d6 phuong trinh dac trung 12

mg + Kl — milw? —-Kl

—Kl Mg+ Kl - M2 =9

, A A . > 4 v A A g
suy ra cac tan so géc cua cac kiéu dao dong chuin tac

g mMg+ Ki(m+ M)
“reyroo 2T mMl '

A Mg+ Kl- Ml
B Kl ’

Do

ta co

M Ty
=-—— doivli w=uw,.
m
Ndé,véiw:wl,
01 = Acos(wit + 1), 63 = Acos(wit + 1),
véiw:wg,

8, = A’ cos{wat + ©9), Gy, = —%A' cos{wat + ) ,

va nghiém tdng quat nhit 1a
61 = Acos(unt + 1) + A’ cos{wat + ),

03 = Acos(wit +¢y) — %A' cos(wat + @32) .
Tai thoi difm ban ddu t =0, 8, = 6 = 0, cho ¢y = Yy = 0, va f; = 0,

9-2 = 00, cho
M

= Al=—A.
m+Meo’ A

Néu nang luong toan phin ban dau 1a E,, thi do
1

> Mgle?

1 ..
E; = 51{1293 +
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do 6 dudng, ta cé

2E,

b= (]2
0 (Kl + Mg)l

Néu thém vio d6, M = 2m, nghiém t3ng quat nit gon thanh

2
o = §0o[cos(w1t) — cos(wat)] ,

1
2 = Zoylcos(ent) + 5 coslent)]

B \/7 2mg + 3K1 3Kl
1= VT oam 2mg + Kl

Ning lugng cua m 1a

vOi

1
E, = Eml 9 + - mqu2

2

Néu 16 xo rht yéu, ta c6 13y K1 < mg do dé

1/ (1+§%)—w1(1+6),

¢~Ji<>~.

3
=y

trong do

Khi dé6 ta co

2 . . :
Ey = 5mgldg [1+ (1 +8)? sin®(wat) + cos?(wat)

—2(1 + &) sin{wit) sin(wyt) — 2cos(w)?) cos{wat)]
~ gEo[l — cos(wndt)] ,

bd qua 4 so voi don vi. Do dé6 ning lugng cuc dai clia m 14 § Eo.
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2044

Hai hinh ciu nhé 6 khéi lugng A duoc treo gilta gia dd cing nhu trén
hinh 2.42. GiZ. thiét ca hai hat c6 thé di chuyén trong mat phang hinh vé theo
ca hai hudng lén xunng va trai phai. Ba 16 xo giéng nhau va co do cung K.
Cac 10 xo dang bi bién dang: trong trang thai khong bién dang thi chiéu dai
cia no la 3. Cac 10 xo coi nhu khéng co khoi luong va dan hoi tuyét déi. Gia
sit dao déng nho quanh vi tri can bang, tim cac tan s6 g véi bén mode truc
giao cua hé.

{UC, Berkeley)

Y mz
V\
Q a ' L A i

Hinh 2.42 Hinh 2.43

¥
Loi giai:

Do chuyén déng bi rang budc trong mat phing hinh vé trén hinh 2.42,
chuyén déng theo phuong ngang duoc giai thich nhu chuyén déng doc doc
theo cac 10 xo.

Goi (. yy) va (z, 1) 1a dich chuyén ngang va doc clia cac hinh cau, dudc
danh so tr trai sang, so vai vi tri cdn bang tuong (ing cta ching. Dung hé toa
dé nhu trén hinh 2.43, m,, m, tuong Ung co toa d6 (a + x,41), (2a + 74, y2).
Lay cdu hinh can bing nhu hinh 2.42 13 trang thai c6 thé bing khéng, ta cd

thé cha hé la
vtk (e rnpr-8 -1k ,?)-;.
=gl |Vletniftun -3 =5 (2

1 . : a
+EK[ la+zy—x1)? + (g2 —n)? :’3]

1. . yray2 T T

2[\ (2) + -A |i\’.[ I3) + 3 2}

S-BTALG GO HOC
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Xét
1 > 5> a 2 a\2
2K [\/(a+x1) +y1—§} 2K<2)

1 a? 1
=-K [a2+xf+2aa:1+y%+7—a\/a2+x%+2ax1 +y%] — gKaz.

2

Do s6 hang lién quan ti diu ciin bac hai c6 thé viét dwoe nhu

29 2\ 3
2 Il + ari +y1
a (1 + —Q )

1 (224 2az1 + 32 1 /1 1\ 422
~ a2 (2T <aZ1 T ¥ I A W O Wt Y
¢ [”2( Py ta\z)\T2) @

1 1
=a’+ §(I% + 2az; +42) - Ez%

chi giit lai cAc s6 hang cho tdi bac hai & cac dai luong nhé z, y1, cac biéu thite
trén tré thanh

1 1

K|z} +ax Zy? | .

5 ( 1 1+ 54

Clng phép gin diing dude ap dung cho céc sb hang khéc. Do dé

1 2
VzEK[:z:f—lraxl+‘1—J21+(:1:2—a:1)2+a(a:2—-z1)

1
+ (2 — )2+ 1) —arz + 511%] + Mg(y + y2)

N =

1
= §K(2I% + 23:% + y% + y% —2x129 — y1y2) + Mg(ys + ya2) .
Ham Lagrange khi d6 14
L=T-V

1 ) . . X
= S M(&] + 4} + 25 + 93)

1
- 51((2::% +223 + yf + 45 — 22122 — y1y2) — Mo(ys + v2) -

d(oLy_aL _,
dt 6q. 3q,-_

Cac phuong trinh Lagrange
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cho
Mi, + 2Kz, — Kz =0,

Mio+2Kz9— Kz, =0,

1
M:i)1+Ky1—§Ky2+Mg=0,

Mﬁ2+Kyg—%Ky1+Mg=0.
C6 thé théy rang cic phuong trinh chia tu nhién thanh hai nhém, mét theo
zy, 2 va mot theo y1, yp. Dit
z; = Aie™t .
Khi d6 hai phuong trinh d4u tién chon phuong trinh dic tning

2K — Muw? ~-K

> 0K — M = (3K — Mw?)(K — Mw?) =0,

> A A 7 . A <
suy ra hai tan s géc kifu dao déng chudn tic

o JE K
1= M& 2 = M

déi véi cac dao dong doc.
D6i v6i nhém hai phuong trinh thit hai, dat
2Mg

, ——
‘ Y = n + K 9

Khi d6 chiing cé thé dugc viét thanh

' 2Mg
Ya=y2 + K

. 1
My’1+Ky’1—§Kyé=0_,

) 1
M + Ky — 5Ky; = 0.

Thir mét nghiém kiéu A
Y = Bie**,
ta thu dugc phuong trinh dic trung
K — Muw? —K
L - (%K— Muﬂ) (%K- Mw?) =0,

-X K — Mu?
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né cho cic thn s6 goc kidu dao déng chudn tic
_JEx_ [3K
“s =V =Vau
dbi vdi cac dao dong thing ding.

2045

M6t con lac don chiéu dai 1. ducc treo tai mép vi‘mh mét banh xe ¢6 ban
kinh b quay trong mat phang thang ding vai van te goc khong déi Q (hinh
2.44). Chung ta xét chuyén déng trong dé qua ning cia con lic chuyén déng
trong mit phang chita banh xe.

(a) Thiét lap phuong trinh vi phin chinh xac déi vai dich chuyén géc 6 cia
qua nang. Ngoai ra viét mot dang don gian hoa ¢ hiéu luc khi bién dé dao
déng la rat nho.

(b) Gid s réing ca ban kinh b va bién d6 dao déng ctia qua ning 1a rat nho.
Pua ra nghiém g?m ding ctia phuong tinh chuyén déng cé hiéu htc trong
nhitng gia thiét do.

(C6 thé bd qua cac hién tugng chuyén tiép ma sé bién mat néu cé mét chiic
tiéu tan.)
(UC, Berkeley)

e b
n.!
' g
> Y
AR
Hinh 2.44 Hinh 2.45
Loi giai:

(a) Sit dung hé toa dé nhu trén hinh 2.45. Khéi luong m 6 toa do
(bsin(2 + ) + Lsin#,beos(Qt + o) + Lcos )
va vin téc

(b§2cos(Ut + ) + L cos @, —bQsin(Q + @) — Lfsind) |
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trong d6 o 1a mét hiing sb.
Ham Lagrange ctia m khi dé la

L=T-V
1 . )
= 5m[1>292 + L20% + 2bLN8 cos(f — Qt — )]

+ mg[bcos(Qt + ) + Lcos)|.

4 (%)%,
dt \ 56 00

Lo+ b2 sin(6 — Qt — ) + gsinf =0.

Phuong trinh Lagrange

cho

D6i voi cac dao déng c6 bién dé nhd, sin 6 =~ 6, cosh = 1,
sin(f — Qt — ) = O cos(Q + ¢) — sin( + ) ,
va phuong trinh chuyén déng tré thanh
LA + (b2 cos(Qt + @) + g} — bQ?sin(Qt + @) =0 .
(b) Dbi vdi b va 6 nhd, chi giit lai cac sb hang tdi biac mot ciia b, 6, 6,
L0+ g8 — bQ%sin(U + @) = 0.

Trong trang thai 6n dinh, con lic sé lic vdi ciing tAn sé nhu véi su quay cta
banh xe, nén ta cé thé gia thidt

0 = acos(U + ) + Bsin(Qt + p) ,
trong dé a, 3 12 cac hing sb. Thay vao phuong trinh chuyén déng ta 6
(=L + g)[a cos(Q + ) + Bsin(Qt + )] — b2 sin(Q + ) =0 .

Do phuong trinh nay phai ding cho mét thai diém tity y bat ki nén cac hé sé
cla cos(§M + ) va sin(Qt + ) phdi triét tiéu riéng ré

—aLQ? +ga=0,
g8 -pBLO? — Q%2 =0.
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Do §2 cho trude, ta phai cd o = 0 trong phuong trinh thit nhét. Phuong trinh
thit hai cho

b§2?
g L2
Do d6 nghiém (trang thai) ditng

40— B2 sin (2 + ?)
a (J - Izﬂ?

2046

Ba chat diém nhyu nhau m di chuyén trén mét dudng tron ban kinh b dudi
mét lue sinh ra bdi thé nang

Vie 3,7)=Vale @ —e T+e 7).
trong do o, 3.+ 1a cac khoang cach goc gitta ba vét do, don vi la radian (hinh
2.46). Khi @ = 3 = v = %% hé & vi tri can béng. Tim tan s6 ca cac kiéu dao
déng chuan tac dbi vdi mét su léch nho khai vi tri cén bing.
(Cht ¥ rang @, 1.~ khong déc lapvia + 3 ~ v = 27.)
(UC, Berkeley)

m my
Hinh 2.46 Hinh 2.47

Loi gidi:

Dit #,. 012, 05 1a dich chuyén goc ctia ba khédi luong khoi vi tri can bing nhu
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trén hinh 2.47, Ta ¢6

2
a=_71+62_91,
3
2
B="T+0-6,
3
2
7=—ﬂ+91—93
3
Do )
T
e, T T
e A TR :

ta c6 thé viét thé ning thanh

V= Voe_gi*z [e_(02_91) 4 e (0a=62) 4 o~ (& —03)]
=~ Voe_gsl 3— (6, — 91) — (63 — 82) — 6, — 93)

1 1
+ (62— 61)" + 50— 82) + 501 - 63)°

N =

= A3+ 6% + 05 + 65 — 010, — 6205 — 6361)

voi A = Vpexp (—4), git lai cdc s6 hang t4i bic hai 8 cac dai luong nhd
61,6, 865.

Do vén tbc 12 b, bd,, b3, ddng ning 1a

\ . .
T~ LB+ 03+ )

voi B = mb2,
Ham Lagrange do do 1a
L=T-V

= B(6] + 02 4+ 02) — A(3 + 6% + 02 + 62 — 610, — 6203 — 056) .
Cac phuong trinh Lagrange _

4oy o,
dt \ ¢ oqi

Bby + A(20, — 0, — 63) =0,
392+A(202 — b3 —91) =0,
363 +A(203—01 —92) =0.

Khi d6 cho
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Thit mét nghiém dang 6; = C;e™*, ta tim dudc phuong trinh dic trung

2A — Buw? -A —A
—A 24 — Buw? —A =0,
—-A —A 2A — Bw?

A veq ah . A
hay, sau mét vai bién déi s6 hoc

0 —24 A - Buw?
0 2A — Buw? ~A | =Bu?(-3A+Bu)?=0.
~34 + Bw? —A 24 — Buw?

, 4 P IS y 2 . & A d < \
Do d6 cac tan so géc clia kiéu dao ddng chuan tic la

3A
wy = O, Wy = w3y = me

Chtt y ring w, khéng sinh ra dao déng, trong truéng hop ndy cac phuong trinh
chuyén déng cho 8, = 6, = 65 va ca hé quay véi mot vén tbe g6c khong déi.
Hai ki€u dao déng chudn tic kia 13 suy bién va chi ¢6 mét tin s6 kiéu dao
dong chuin tic

) .

T o(-5).

b 3

2047

Ba hat diém trong d6 hai c6 khéi lugng m va mét hat ¢6 khéi luong M,
bi rang budc sao cho nim trén mot dLIOng tron ndm ngang ban kinh . Chung
~ duagc lién két véi nhau bang ba 16 xo ¢6 cling hing sb dan hdi K, va 15 xo ubn
doc theo cung duong tron. Tai trang thai nghi, chleu dai ctia ba 16 xo bang
nhau (hinh 2.48). Gia sit chuyén déng kéo din céac 16 xo chi mét luong nhd so
v6i db dai can bing (277 /3),

(a) mé ta dinh tinh cac kiéu dao déng diéu hoa don gian theo thoi gian
(cac kiéu chuén tic);
(b) tim tip hgp chinh xé4c c4c toa dé chuan tic, mébi toa d tuong ing vdi
mét kiéu dao dong dé.
(c) tim tan s6 ctia méi kiéu dao déng.
(UC, Berkeley)
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M
Hinh 2.48

LJi giai:

(a) Do hé khéng chiu tdc dung cia momen quay bén ngoai, nén momen
dong lugng ctia hé dude bao toan. Nhu viy c6 nghia la ¢6 mot kiéu dao déng
chudn tic trong d6 hé nhu mét khébi quay. Nhut véy chi c6 hai bac ty do cho cic
dao ddng. Goi 6. 85, 83 1an luot 1a dich chuyén goc cha m, M. m khoi vi tri can
bing clia ching va goi bién dé cta ching 14 ¢y, c,, 3. Khi xét dao dong clia cac
khoi lugng so v3i vi tri can bing clia chiing, ta c6 thé coi momen déng lugng
toan phan cila hé bing khong. Khi d6 hai kiu dao dong chuin tic tuong ting
voi
Mco

co =0, cy = —c3 va a=oy= o
m

. X 3. a Y Reqn x . sy ra 2 ] .
(b) Goi chiéu dai t¢ nhién cua moi 16 xo 1a a va ki hiéu chiéu dai caa chiing
tai vi tri can bang la b, cd nghia la

27r
b= ——.
3
Ham Lagrange ctia hé la
L=1T-V

= l1717'2(9'% +6%) + l;l/f-rzég

2 2

1 . .
- §K[(b 410y —10) —a)2 +(b+ 103 — 103 — @)> +(b+ 16, — 703 — a)?).

Cac phuong trinh Lagrange la

2 (ory ot g
dt \ 9¢g; g
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khi d6 cho hé phuong trinh chuyén déng vi phan

mby + K(260, — 6, —83) =0,
M6y + K (205 — 63— 0,) =0,
ms + K(203 — 0; — 6,) = 0.

Cong vé véi vé suy ra
mél + MO +mb3 =0,

va phudng trinh thé nhét va phuong trinh thit ba cho
m(fr — 63) + 3K (6, —63) =0 .
Cac phuong trinh niy c6 thé viét nhu sau

mé =0, (1)
mi+3Kn =10 2

néu ta dit

Mo
E=6,+—2 + 63,
m

n=20—0;.

Do d6 ¢ va 1 1a cac toa d6 kifu dao déng chudn tic cta hé.

Phuong trinh (1) cho thiy w; = 0. Do dé tiong ing véi kiéu nay, trong dé
hé quay nhu mét khéi va khéng c6 dao déng.

Phuong trinh (2) cho thiy

3K
Wy = _—
m

Dé tim toa d6 chudn tic thit ba, ta chon phép bién déi toa dd

M
q1 = 6, g = O2y/ —, g3 = 63
m

d€ cho déng ning 1a tdng ciia cac binh phuong

1 . ) \
T = omr(@ +d5 +d3) -
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41,42, 93 gidng nhu toa A Descartes. Phép giita ba toa d6 chudn tic va ba toa
dd "Descartes" gy, ¢z, g3 phai 12 tuyén tinh. Ta di c6

M
E=q +q ;;+<13, n=q —q3.

Gia thiét toa d chudn tic thit ba 1a
(= Aq +Bga+Cqs .

N6 phai vudng goc v6i cac truc £, n. Giai doc theo céc truc ¢, ta ¢6

£E= (11\/_%7s1>a 77=(1,0«—1); C:(A)B)C)

Tinh truc giao ¢é nghia la

M
(- €E=A+ By —
m

C‘n:A_C':Os

+C=0,

suyra A = C, B = —2A,/7. Vi mot toa d6 chuén tic van gii nguyén nhu
thé sau khi nhan né véi mét hing sb khac khong, chiing ta cé thé dit A = 1,

khi d6
C=q1—2q21) — + g3 = 61 — 205 + 6
=q1 q2 M @ =0 2 3 -

Céc phuong trinh chuyén déng khi dé cho ta

- 2m+ MK |
C"F(T)C—Os

e = f2m+ M)K
3T mM T

() wy,ws,ws 12 cac thn sb goc kidu chudn tic trong ttng véi 1an lugt ba toa
d6 chuin tic £, 7, C. '

2048

M6t vong c6 khdi luang M va ban kinh R dude d8 bdi modt chbt quay
tai mot diém trén vong dé, vong c6 thé quay quanh diém dé trong mit phing
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thang diing riéng ctia né. Mot hat khéi luong m trugt khong ma sat trén duang
tron (xem hinh 2.49).

(a) Tim ham Lagrange c(ia hé.

(b) Tim cac phudng trinh chuyén dong.

() M6 ta cac kifu dao dong chuin tic trong cac gidi han
m>Mvam<«M,

(d) Tim tan sb cta cdc kiéu chuin tic cha cdc dao déng nhoé doi véi m va
A tong quat.

(UC, Berkeley)

Hinh 2.49

Loi giai:
(a) Ding hé toa d6 nhu trén hinh 2.49. Khbi lugng m va khéi tdm cia
vong c6 toa do

(Rsinf + Rsinp, Rcosf + Rcos ), (Rsiné, Rcos @)
va tuong tng, vin téc
(RO cosf + Ry cos . — R0 sin 6 — Ry sin ), (Récos, —ROsin 6).

Vong tron ¢6 momen quan tinh 2AMR? dbi véi chét quay. Nén ham Lagrange
cua hé 1a

L=T-V
by 1 . .
= MR2%? + 5mR2[92 + ¢ + 20 cos(f — )]
+ (M + m)gRcos0 + mgRcos ¢ ,

14y chét quay nhu mitc chuin cta thé ning.
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{b) Céc phuong trinh Lagrange

4oy

cho cac phuong trinh chuyén déng
(2M + m)RB + mR@ cos(0 — )
+ mRP*sin(h — p) + (m+ M)gsinb = 0,
Ry + Rl cos(6 — ) — RO?sin(0 — @)+ gsinp =0.
(©),(d) Dbi véi cac dao ddng nhd, b, . 8, ¢ 1a cac dai lugng nhé nén cac
phuong trinh trén nit gon
(2M + m)RA+ mRS+ (M +m)gh =0,
Rp+RO+gp=0.

Thir mdt nghiém kiéu § = Ae*! p = Be¢™! va viét nhitng phuong trinh d6
nhu mét phuong trinh ma tran

(M +m)g — (2M + m)Rw? —mRw?\ [A\ 0
- Ruw? g—RA)\B)
Phuong trinh déc trung

(m+ M)g — (2M + m)Rw? —mRw?
_&)’2 g— m?

= (2Rw? - g)|MRw? — (m+ M)g] =0

c6 cac nghiém duong

,‘ (m + }W
W= “V MR

, \ , P A . 4 a » M > A > A - A A 1)
ching la cac tan s6 goc kiéu dao dong chuan tac cia hé. Ti so cac bién d6 la

A g— Ru? {1 abi voi w = wy,
R p a3 — £ .
B Rw — s doivéiw=uwy.
Néum))]ﬂ, ]
wy = 9 A—l
1 — 21is B_ ]
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nghia la # va p c6 cung bién dé va pha;

nghia la 0 va ¢ c6 cung bién dé nhung nguoe pha.

Néum((M,
g A
- L1
W] 2R) B )

nghia la 6 va ¢ ¢6 cing bién d6 va pha nhur 8 trén;

_ [z
W = Ra B Ms

nghia I3 8 ¢4 bién d6 nhd hon rét nhiéu so véi o va hai dao déng 13 ngugc pha.

2049
Mot hat khdi Iuong m bi rang bude chi chuyén déng theo mot parabon
2= % trong mdt mit phing ndo dé, a 13 hiing s thit nguyén chiéu dai. Hat
chiu tic dung ctia mét luc hip din khéng déi theo chiéu 4m cua truc 2.
(a) Pinh nghia mét toa dé suy rdng thich hop cho chuyén déng cfa hat.
(b) Tim ham Lagrange theo toa dé va vén tdc suy réng dé.
() Vi tri ndo 1a vi tri cAn bing cta hat?
(d) Viét phuong trinh cho cac dao déng bién d6 nhd quanh vi tri can bang
dé.
(e) Giai cac phuong trinh ban ¢4 trong phan (d).
(Columbia)
LOi giai:
(a) Chon z 1a toa d6 suy rong cua hat.
(b) Hat c6 toa do (z, z) = (z, ) va van the (4,9) = (&, 222). Khi d6

1 0 . 1 5 422
T=§m(z +z)=§m:c (1+? ,

2
V =mgz = maT

a
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Ham Lagrange do d6 la

1 2 2
L=T-V=1tms?(1425) M8
2 a? a
(¢) Toa d6 vi trf can bing dugc cho bdi
oV 2mgzx
9Y = =0,
o a
hay
z=0.

Khi d6 ciing ¢6 z = 0. Nhu vy toa dé vi tri can bing 1a (0, 0).
(d) Vdi cac dao ddng nhé xung quanh vi tri cAn bing, z, z 13 cic dai luong
nhd. Bb qua céc sb hang bac cao hon hai cha cac dai lugng nho nay ta cé

Phuong trinh Lagrange
d(dLy _oL
dt \ 0z or
khi d6 cho X
i+ 0.
a

(e) Phuong trinh nay c6 nghiém tdng quat

2
z = Acos (\/-agt+e) ,

trong d6 A, e 12 cac hiang sb tch phan phai xdc dinh qua cac diéu kién ban
diu,

2050

Mot thanh manh déu khdi luong m chidu dai 3 dugc treo bing mot
soi day khéng khoi lugng va chidu dai /. Tim céc tin s6 chuin tic va cac
ki€u dao déng chuin tic cho nhiing dao déng nhé trén mét mit phing.

(Columbia)
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Hinh 2.50

Loi giai:
Str dung hé toa d6 nhu trén hinh vé 2.50. Khéi tam clia thanh 6 toa dé

(Isin2 + ;fsin 0, lcosp '?ft't)‘ci @) va van toc (153 cos 2+ _%(9 cosf lzsing +
16 sin #). Thanh co momen guan tinh la

Do do ham Lagrange cua nd 1a
L_T-V

1oy 9 34 el
i y+1—6 +§-,,mb( — )

+ %miiﬁz + mgl ({‘U:-ix,.? b j cos 9)

L oofidan o B T 1 5

= E-m.{z (Hﬁ- + 5+ 50\,;-) 4 E-m;;l - -ém_qf (Qz 1 ;19‘!)

dbi voi cac dao ddng nho, chi gitt lai cac s0 hang t6i bac hai cia cac dai luong
nho #. 2,8, .

Phudng trinh Lagrange

d ( oL ) oL
—\V\a=)—5==0
dt \ dq, dq,



Co hoc gidi tich 555

cho
3. .

16+1p4+90=0.
V6i mét nghiém dang

6 = Ae™t, © = Bet

y

cac phuong trinh trén cho

—%le g—w? (A):O
g—lw? —lw? B .

Phuong trinh dac trung

3

2 2

g—lw
2

I

g—lw? —lw

¢6 nghta la
12w — 8lgw? +4¢° =0,
c6 cac nghiém
W= (42T = (12 V8,

wz(\/ﬁin\/%

do w phai la duong. Do d6 céc tin sb goc kiéu dao déng chuin tic 1a

ulz(\/é-l—l)\/%, w2=(\/§—1)\/%

> K ” LA A7)
Ti so cac bién do la

hay

A NE

B g-lu? _\/T§ dbi voi w = w; ,
= 72 = ’w
A lw 5 déi véi w = w .

Nhu vay trong ki€u dao déng chuén tic cho bdi wi, 8 va ¢ 1a ngutoc pha, trong
khi trong kiéu dao déng chuin tic cho bdi ws, 6 va ¢ 13 cing pha. Trong c3
hai truong hop, ti s6 cac bién d6 o trén bién d6 6 1a

V3:2.

3%BTAG COHRC



556 _ Bai tdp & loi gidi Cd hoc

2051
Mot con Idc don chu tao gém mot khéi lugng m va day khong khoi luong
chidu dai .. Con l4c duoce gén vao vat Af, vat nay nbi voi mét 16 xo ndm ngang
6 hang s6 dan hodi k nhu trén hinh 2.51.
{a) Tim cac phuong trinh lLagrange.,
(b) Tim cdc tin s6 Ung véi dao dong bién do nho.
(Columbia)

Hinh 2.51

Loi giai:
(a) St dung hé toa db co gbe tai vi tri chia m khi hé & trang thai cdn bang,

cic truc 2 va y 1an Iuot 13 truc ndm ngang va thing ditng nhu hinh 2.51. Khi
dd M va m 6 toa d6 va van tbe tuong ing la

(z,1), (z+Isin@,l —lcosd)
(£,0), (& + 16 cos 0, 14 sin 6)
Ham Lagrange cua hé la
L=T-V
- %Mrf + ;m{ig + 1%6% + 210 cosB) — Mgl — mgl(1 — cosf) — %k:"* ;

Cac phuong trinh Lagrange

d (ar. oL _,
dt \ O g, N

(M + )z — ml§%sin@ + mllcosd + kz =0,

Khi do cho

0 + fcost +gsind =0,
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(b) Dbi vdi nhitng dao ddng nhd, z, 8, £, 8 14 cac dai luong nhd. Bd qua cac

s6 hang béc cao hon hai, phuong trinh chuyén déng trd thanh
(M4+m)i+mlf+kz=0,
16+5490=0.

Dit
z = Aexp(iwt) , 6 = Bexp(iwt) .
Cac phuong trinh trén thanh

k—(M+mw? —miw? (A)
. =0.
—w? g—lw?) \B

Phuong trinh dic trung

k— (M +mw? —mlw?

—w? g — lw?

¢d hai nghiém duong

[ g(M +m) + ki + /[g(M + m) + k]2 — 4MIgk
wy =
2MI
[ g(M +m) + ki — \/[g(M + m) + ]2 — 4Migk |
w2 = 2M!

4 Ry 4 A 4 7 4 A < > A
chiing 1a céc tan so géc ki€u dao déng chuin tic clia hé.

2052

= Milw? - [g(M +m) + klJw? + gk =0

(Sl

[SIC

Hai vat khéi lugng 2m va m, duge treo trén mdt gid dd ¢ dinh bing cic
16 xo dan hédi nh trén hinh 2.52. Hé sé dan hdi (luc/don vi d6 dai) ctia mdi
16 xo 14 k. Chi xét chuyén déng theo phuong thing diing cta hé.

Ve » A £ 3 / . A 2 < 3 ~
(a) Tinh cac tan so cua cac kiéu dao dong chuan tac clia hé.

(b) VAt trén 2m bi dich tlt tir xubng bén dusi mét doan I so véi vi tri cin
bang sau d6 dugc tha ra sao cho hé thuc hién cic dao déng tu do. Tim chuyén

dong sau d6 cha vat m bén dudi.

(Columbia)
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Hinh 2.52

L&i giai:

(a) Goi chiéu dai tu nhién ctia cac 16 xo trén va dudi wong tng 1a ;. 13, va
ki hiéu vi i ctia vét trén va vat dudi tuong Ung la y, yo nhu trén hinh 2.52.
Ham Lagrange cua hé khi d6 la

L=T-YV

1o 1 1 .
o™ +2may = mgye — Sk(y — 1)? — Sk(ya — 31 - L)’

= T”l:"f .
1 I 1 . :
- .2?“-(21!? bud) + mg(2y + y2) — 5‘5[(91 — 12+ (= - 12)7] .

Cac phuong trinh Lagrange

dEy, o
df aq, af_{; _

cho

2min + 2ky, — kyy = 2mg + kly — kig |
miyz + kyz — kyy = mg + klz .

Goi ¥ = ¥) + m, Y2 = Yy + M.
Cac phuong trinh trén wd thanh

2my) + 2ky) — kyh =10,
miy + kyy — ky; =0,

néu ta dat
3mg + kly Amg + kly + kla
e 0 = — =

T = -
i 2 2 k
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Chl y rang y; = 1, y2 = 7 12 cdc vi tri cin bing tuong Ung cla vit 2m va m
r, nhu ¢6 thé thay tir cac phuong trinh luc

3mg = k(yy — ),
mg = k(y, —y1 — l2) .

Voi mot nghiém co dang

r it I wot
y1 = Ae™, vy = Be™,

2k — 2mw? -k (A) 0
—k k—mw?] \B)

Phuong trinh dac trung

ta co

IQk — Imw? —k
2

—k k—mw

c6 hai nghiém duong

Wy = ﬁ lj:L
7V m V2]

, < , X 9 ) - ’ s A A g < 3 A
ching la cac tan s6 goc ung vdi cac kiéu dao dong chuan tac cua hé. Do

B 2k — 2muw?

=2 _ — D
y p FV2,

cac kiéu dao dong chudn tdc tuong ing la (_!5) va (Js).

(b) Chuyén déng téng quat clia hé dude cho béi

Yy, = Acos(wit + 1) + A cos(w_t + p3) ,
Yy = —V2A cos(wit + »1) + V2A' cos{w_t + yo) .

Diéu kién ban diu 13 didu kién 8 ¢ = 0
vi=ya=1 g =yp=0.

Suyra
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Do dé chuyén déng chia vat 2rn duoe mo ta bdi phuong trinh

w31

il 1 . k 1 4mg
+(§+\—/§)IL(:\5[\/E(1— )t:|+f|+f.g+ ol

2053

Ba 10 xo khéng khéi luong co chidu dai tu nhién 13 /2 va hé s6 dan hdi K
dude gin véi mot hat diém khdi lugng m va cac didm b dinh (—1,1), (1,1) va
(-1.—1) nhu hinh 2.53. Chat diém m chi duge phép chuyén déng trong mit
phang {x, y).

(a) Tim ham Lagrange cua hé.
(b) Tim vi tri cin bing bén clia vat néu cé.
(c) Tim ham Lagrange thich hop cho cac dao dong bé.

(d) Dua vao hé truc toa dd chuan tic va giai phuong trinh chuyén dong
ctia hat trong gan ding dao ddng bé.

(e) Ve cac kiéu clia dao déng chudn téc.
(Columbia)

¥
(-1,1) (1,1

e 2 S

x % \

t1,-1) (a) (b)

Hinh 2.53 Hinh 2.54
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Lai giai:
(a) Goi toa dd cua vat m la (r,y). Him Lagrange clia nd khi d6 1a

L=T-V
1
z—;-ma':2+§m92

~ KGR (y 1P - VA

- S KIWVET IR+ (- 12 - VP2

)

- SKIVGETDE+ (y+ 17 - VAP

(b) Tir didu kién cin bing bén
v oV v 20°v 8%V

o= Y 52 ey T T

ta tim duge mét vi tri cin bing bén (0,0).
() Dbi véi cac dao déng nhd, z,y, £,y la cac dai lugng nhd. Khai trién L
va chi gift lai cic sb hang c6 b4c bé nhit & cic dai lugng nhé do ta c6

1
L= 5m:‘n2 + -;-mg’ - %K(312 + 2zy + 3y%) .

(d) Déng ning va thé ning cha hé dusc biu dién tong ing bing cac ma

tran
m 0 3k ik
(5 a0 vk 1)
Phuong trinh ma tran la
3K — mw? 1 U
(V - w?T)U ( " %K_WQ) (UQ) 0.

- va A <A ‘A P /
Dé cac nghiém khong triét tiéu ta can cé

3 2 1
§K—mw §K

=0
1 3 2 1

hay
(2K — mw?)(K — mw?) =0.
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Ha1 nghiém duong ctia né cho cac tAn s6 chuin tic va cac kleu dao déng chuin

tic tong 1ng
12K
w1 = R} Ul = (1> ]
m 1
K 1
wy =4/ —, Us = ( ) -
m -1

Chuyén déng téng quat ctia hat ddi véi cic dao dong nhd khi d6 la

()= Q)i

trong do A, B, 1, 2 la cac hiang sb duge xac dinh tir cac diéu kién ban diu.
Cac toa d6 chudn tic dudc cho bdi

Gs = z Uiaijq] N
"j

trong do aig la cac phin tf clia ma trin T. Nhu vay d6i véi kiéu dao ddng wi,
toa d6 chuin tic 1a

E=Umz+Uymy = Uym(z + y) .
Hé sb khong déi Uym 14 khéng quan trong va ta c6 thé liy
{=z+y.

Tuong tu cho kiéu w;
n=Um(z —y)
va ta ¢6 thé liy
n=z-vy.
£, 1a cac toa dd chudn tic cia hé.

(e)V(')iw1 = \/%,
1
Uy = (1) ,

do d6 chit diém dao dong doc theo dudng thing y = x nhy trén hinh 2.54a).

\' Wwo = \/%,
1
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va chét diém dao ddng doc theo duong thiang y — —« nhu trén hinh 2.54(b).

2054

Mt con lic don dude treo vao mot con lic khac; cd nghia 1a dy clia con
lac bén dudi duge treo vao vét nang cia con lac bén trén. Bo dai day va khoi
luong qua ndng chon thy y, um ham Lagrange ciia hé. Dung cac goc nghiéng
mdi soi day tao vai phuong thing ding 13 cic toa dd suy rong. Xét dao dong
nhé clia hé. Tim cac kiéu dao déng chuan tic va cdc tan sé goc tuong tng, Chi
ra ring voi trudng hop dac biét hai con lic hoan toan gidng nhau, cac tin 56
dé 1a /2292 pysi diéu kién ndo cta hé d€ hé chuyén dong nhu mot vit
duy nhét?

{(Columbia)

Hinh 2.55

] - £ E] ; I ” B 4 - ‘. - . .
Goli my,m, la khoi luong cua cac vat nang va Iy, [, 1a chiéu dai cua hai sgi
diy nhu wén hinh 2.55. Hai qua ning m;, m; co toa do

(hysinty, =1 cosdy ), (fysintly + [hsinfly, =l cosfy — lycosh)
va tudng ng van 16e
(h(:l-l cosfy, 18, sinf, )y (110, costly + Lafhy cos . 1’101 sindy - 1,6, sin &)
Khi doé dong nang 1" ctia hé duoc cho bai
21 = m 367 + mu 503 + 1307 + 2, 1y04 0z cosify — 6 )]
(rny t mg}fffjf s m-g:’:__“;f'?f b 2l 1108, 8, cos( — )

, <o e 3
= (1) + Heg,‘llffi{ + ru.;(._;{!j + 2yl L2008, .
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Va thé niang V dudc cho bdi
2V = ~2m,gl1 cos 8y — 2mog(ly coshy + Iz cos by)
~ —2(m1 + ma)gl (1 - %0?) — mygly (1 — %03)
= Vo + (my + my)gl16% 4 magla63 .

Dbi véi cac dao dong nhé, ta chi giit lai cac s6 hang tdi bic hai cita cac dai
Iugng bé 6,05, #;,6,. Him Lagrange chahéla L =T — V. D& tim dugc cac
kiéu chuin tic ta thanh 1ap ma tran c6 dang

2
2T = ) M;6i6; = OMO ,

i,5=1

2
2V =W + Z K;J-H,-Gj =Vy+ e'Ko R
{j=1

M = [(m1+m2)lf malily
mglllg mglg S

K = (ml + ﬂlg)gll 0
0 nglg ’

°=(a) o= ()

va €/, O lan luct 13 cic ma tran chuyén vi cha ©, ©. Xét mot nghiém duéi

dang
(gi) = (31> cos(wt + €} ,
2 2
ta co ’
(K—-w’MA =0,
nghia la

((m1+m2)zl(g—zw2) ~mahlpu? )(Al) _0.

—m21112w2 MQIQ(Q - lng) A2
Dé Ay, As khong bifmg khdng mét cach dc"mg nhét ta cin c6

(m1 + m2)11 (g - 11w2) —m21112w2

—m21112w2 m212(g - Z2‘*)2) =0
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hay
Tnll1lgu.14 - (lg + 12)(m1 -+ mQ)gw2 + (m1 + 771.2)g2 =0.
Cac nghiém duong cta no

_ g
Wi = {21112"” {(ml + mo)(ly + 1a)

[ Ll

+ /(M1 + ma)[malls +12)2 + my(ly — 12)2]}]

. , P £ 4 N ~ < > »
14 cac tn s6 goc ki€u chuin tic ctia hé. Do

A _b(g 1)
A2 ll lglx)z

_ 1 B ma(ly + 12)2 + my () — 1p)?
= 211 {(Z] 12) F \/ mi + me 3

cac kiéu dao dong chudn tic dugc cho bdi

(61) - (llzzlb ¥ i\/ [ma(h + )2 + ma(l — )%/ (mi + m))

6,) 1
X Ay cos(wxt +€4),

trong d6 diu bén trén va diu bén dudi 1an luot tuong vng voi w,, va w_.
Nghiém t8ng quat 13

6, — {ll — 1 1 \/m-z(l] + 12)2 +my(ly — lz)2

2, 24 m1 + my

} Ay cos{wit+ey)

+ I~ 1y + 1 fma(ly + 1) + mau(h — b)?
21 2l4 - my + my

} A_cos(w_t+e_),

0y = Ay cos(wit +e4) + A_cos(w-t+e_),
trong 46 A4, A_, £, va e_ 13 cac hing s& dudc xac dinh théng qua cac diéu
kién ban dau.

Trong trudng hgp dic biét véi cac khéi lugng va chidu dai con lic birg
nhau, my=myp=m,l; =1l =1, tﬁn 56 chugn téc la

Wt = 1/%(2:|:\/2') .
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- - A A - - & L 2 ’ fi "
Dé hé chuyén ddng nhu mét vat ran duy nhat ta can co @, = #,, tuc la

1| tmally + 1)2 + my(l — )2
= [ty A T S =
2 i \, ey 4+ T

hay

(g 4 )l + 1) = F (m + m2)2(0 + )2 dmy(my + ma)lils

Do vé bén trai duong, dau bén dudi cta vé phai dudce st dung. EHon nita, binh
phuong hai vé ta co
(lsmyp(my +my)=0.

Phuong trinh nay cin ¢é hodc {; = 0, hodc (> — 0, hodic m; = 0. Mai trugng
hop nay s& lam cho hé hai con lac rit v& trd thanh mét con lac don duy nhat,
Do d6 hé hai con lic don nay khong thé chuyén dong nhu mot vat ran duy
nhat. '

2055

(a) Xét hai con ldc don méi con lic co khéi lugng m va chidu dai [ dugce
ndi vdi nhau bing mot 16 xo khong khbi luong va cd hé s6 dan hdi k nhu trén
hinh 2.56(a). Khoang cach giita cac chét quay duoe chon sao cho 16 xo khéng
bi kéo cang khi cac con lic & vi tri thang dimg. Tim cac tan sb va cac kiéu dao
dong chudn tic doi vai cac dao déng co bién dé nhod cia hé nay xung quanh
vi tri can bang.

(b) Xét mét hang vé han gom cac con lic, mbi con ldc dige nodi véi cac con
lic 1an cin cua no hang cac 1o xo gmng tru'ong hgp (a) (hinh 2.56(h)). Tim
cac ki€u dao déng chudn tic va cac tin s6 tueng ting cho hé méi nay.

(Columbia)

.t LMLLM %Q"\

(a)

Hinh 2.56 Hinh 2.57
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Loi giai:

(a) Dit a 1a chiéu dai tu nhién cia mébi 16 xo. Danh sb cac con lic tir trai
sang va sit dung hé toa dd ¢ gbe tai vi tri cAn bang ciia qua ning con lac thit
1 va cac truc z, y doc theo cac hudng nam ngang va thang ding nhu trén hinh
2.57.Vay hai qua ning cé toa db

(Isindy,{(1 — coshy)), (a+ Lsin03,1(1 — cos 63))
va tuong tng van téc 13
(161 cos 6,16, sin81), (16, cos By, 16, sin 65)
Ham Lagrange ctia hé 1a
L=T-V

1 N
= 5m(ﬁof +1262) — mgl(2 - cos by — cos 6s)
1 _ , )
— §k(a + lsinfy - Isinf) — a)
1 e s 5 o 1
~ 5m12(012 +03) — %mgz(of +63) - §le((;Q —6,)?

d6i vai cac dao dong nho.

Cac phuong trinh Lagrange

oy o
dt \ O¢; Jq; B

cho
7”12(;1 + mylfy — le(OQ —-6)=0,
ml26, + mglly + k12(0, — 6,) = 0.
Dit £ = 0 + 6, ) = 6, — 6,. Tong va hiéu cla hai phuong trinh trén

IE+96=0,
mli+ (mg +2kl)n =0.

. » 3 . A g < > A r. 2 A , g Z .
Do d6 € va 7 la hai toa d6 chudn tac coa hé vdi cac tan so goc chuan tac la

2k
+_

m .

W) = %, wp =
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Do

1
0= - (£+m), 92=§(§—ﬂ),

N =

céc bién dé uy, uy cha ching ¢é ti 1é
uytug=1:1
cho kiéu dao d6ng w;, ma d6i vain = 0, va
uy sug=1: -1

cho ki€u dao ddng w, ma déi véi né ¢ = 0.
(b) Khao sat twong tu ciu (a) ta ¢

L=T-V

_ 1
2

mi?@2 462+ 402 4..) - %mgl(6f+0§+---+9§+---)
— K10~ 01)" + (B — 62+ -
+ (80~ 0n-1)? + (Bnr1 — On)? + -],

Cac phuong trinh Lagrange khi dé cho

mi20, + mglfy + k128 — 0n_1) — (Bpsy — 6n)] =0,

nghia la
by, + mgbn + kl(20, — Bpyy — 0,_1) = 0.

Do #,, van hitu han khi n — oo, gia st bién d6 dao déng thay déi tuin hoan

doc theo truc z va thu

6, = Ael’(nna—ut) ’

s w A , " 40 2 s A [ A X ’ x
trong do "s6 séng" k = 2%, véi "budc séng” X 12 s6 nguyén 1an a, nic1a A = pa,

p=1,2,3,.... Thay vao phuong trinh ta cé

2k
w = \/% + Ell — cos(ka)| .
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Y a4 4 7 N % Py s A \ . 7.
Mot vai tan s6 goc chudn tac dau tién la doi voi

p:]‘l w1 = 2)
1
4k
p:2! Wy = 2+_)
I m
3k
p=3) W3 = 2+_—')
1 m
2k
p=41 Wy = £+_)
I m

Cac kiéu dao dong chuin tic tuong iing (dbivéip=1,2,3,4,...) 12

-1
01 1 1
O2{ = | 1| Aet, | —1| Ae~™t,
1
/ei%ﬂ
/ei%ﬂ\ eim
i%n ei%n
1 1
e | et | e | Aot
ex%w 2
1 ei%"
\ !
\ ¢/
2056

Xét mét hat khéi lugng m chuyén déng trong trudng thé hai chiéu

1 1 1
Viz,y) = —Ekﬁ + §A0x2y2 + Z,\lz“, kAo, A1 > 0.

(a) Tai diém (z, yo) nhu thé nio hat sé & trong can bing bén?
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(b) Tim ham Lagrange thich hgp cho cac dao déng nho quanh vi tri can
bing dé.

() Tim céc thn s6 dao déng chudn tic trong ciu (b).
(Columbia)
Lai giai:
(a) Diém tai d6 V/dz = 0, 8V/dy = 0, 32V/dz? > 0, 3?V/dy* > O va
c)2v 82 oV
= ——(dx)* + 0 B3 dzdy + — %

la mét diém can bing bén cha hé. Déi véi thé da cho ta tim dugc hai diém cin
bang bén (/k/X1,0) va (—/k/A1,0).

(b) V dat cuc tifu tai mét diém can bing bén (zo, yo). Tai diém (z,y) 14n
cdn ta c6 tdi bac hai cia cac dai lugng nhé x — zg, ¥ — yo,

o2V ) 2
(x -- o)
(5)..,
o2V 52V )
2 ( My)w(z ~ 20)(y — o) + ((D—w)mm(y ~ 1) } 4
2
k2 1 k kXoy?
NT/\]-+§l2k'(Z A_1) + ¥

déi véi diém can bing ( Ak_l 0).

—(dy)* >0 )

Vic.y) = V(ro,yo)+

. . a A L nr e s A , .
Tinh tién hé toa do tdi vi tri goc mai

e
r’=x—\/§, vy =y,

vy 4 A a PSR - . )
va lay gbc toa 46 mai lam mée thé ning. Khi dé

1 o2
V(I,y)—gk( +,\1

va ham Lagrange cua hé la

1 Xo
L=T—V=§m(x2+y2) %k(z’2+ °y’2).
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Tuong ty véi diém cin bang con lai, ta dit

k
;ﬂ:x+¢§. v =y

va nhin duoc cling ham Lagrange giéng thé nhung véi z”, 3" thay thé cho
.y,

(c) Phuong trinh dic trung

|V —w?T|=0,
hay
2k — mw? 0 -0
0 %ﬂ—muQ -

¢6 cac nghiém duong

[2k [ ko
W = PR Wy = - _
m m/\1

s oy y 2 4 s ~ Y A, y . Py > Y A e . ,
D6 1a céc tan so goc chudn tac doi voi dao dong nho cia hé quanh moéi vi tri
can bang,

2057

Mot hinh vudng bing kim loai ¢é thé bd qua chiéu day, c6 khéi luong m
dugc treo bing hai 16 xo hoan toan giéng nhau tai hai géc nhu trén hinh 2.58.
Cac 10 xo chi ¢6 thé di chuyén trong mit phing thing ditng. Tim cac tin sb
cha cac kiéu dao dong chuin tic dbi véi cac dao dong bién dé nhd.

(UC, Berkeley)

a
6. ¢

X €&—

Hinh 2.58 Hinh 2.59

SBTRLG 0T HOC
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Lai gidi:

Pit z 1a d6 dich chuyen theo chiéu thiang dl.rng chia khoi tam cfia mleng
kim loai tinh tif vi tri c4n bang va 6 la goc quay ctta nd trong mit phing thing
diing chita cic 10 xo nhu trén hinh 2.59. Miéng kim loai ¢6 momen quéan tinh
1a ims?, s 1a chiéu dii ctia canh cia miéng kim loai vuéng. Vdi goc @ bé, do
gidn cla 16 xo 1a z + 150 va = — 1s6. Do d6 dong nang v thé ning cia hé 1a

1 1
T = -mi%+ *m3292

2 12
1 \? 1 \?
(x+ 539) + (3:— 539) :\ ,
trong d6 k 13 hé s6 dan hoi ciia cac 10 xo, ly vi tri can bing 1am méc thé ning
va ham Lagrange la

1
V= —mgx+§k

L=T-V = %m:i:z + %msg(p +mgzr — k (332 + 35292) .

a4 oLy oL _
dt \ 0g; og

mi + 2kx — mg =0,

Céc phuong trinh Lagrange

cho

%msz(; + %stB =0.
Ditz' =z — G vatacd thé viét phuong trinh dau tién nhut
mi’ +2kz’ =0.

Do d6 2’ va 0 12 toa dd.chudn tic cia hé véi cic tin s6 géc chuin tic tong
Ung _
2k 3k
wp = {/ —, wyg =\ —.
m m

2058
Mot hinh ciu nhé c6 khdi luong m vi ban kinh r, duge treo nhu mét con
lic giita hai ban tu dién phing nhu trén hinh 2.60 bing mdt thanh khéng din
dién chiéu dai I. Hai ban tu dudc nbi dit va dién thé ctia hinh cdula V.
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Hinh 2.60

Hinh cdu bi dich chuyén mét doan Ax. Tim tan s6 cha cac dao dong nhod
va chi 16 vdi nhitng diéu kién nhu thé nao ctia dién ap V thi cdc dao déng do
xay ra. St dung cac gan dung thich hop dé don gian héa tinh toan.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

Gia sir rang khoi lugng thanh cach dién va ban kinh cda hinh ciu 1a rét

nho va co thé bd qua. Dién tich cha hinh ciu la

q = dmeggrV |

cu la hing so dién méi ciia khong gian wr do. St dung phudng phap anh, cac
lwe tuong tac gitta cac ban tu va hinh ciu giong nhu lyc twong tac gilta cac
dién Lich ctia hinh cau va cac anh cia né nim déi xing ¢ cac vi ti nhu trén
hinh 2.60. Lay truc z |a truc nim ngang co goc tai vi tri can bing. Pong ning
va thé ning cia hé lan lugt 1a

T= 5771-3-32 .
. ) (O SR T 8)
T Ameg b+ 2 b- 2z o s
q° 2b

= “ e mel(1~cosh).

1 41%6°
oz e\t )

Vadi r nho, r = 16,
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va ham Lagrange cia hé la

L 2 2 o
L=T-V<lmiy r (1+££—-lmmw.
2 Q?TEUb

Phuong trinh Lagrange

d oLy oL _
dt \ g8 ag
cho .
4q° 120
- =0.
mi*d Dh3+ mg 0

Do dé tan s6 goc cha cac dao dong nho 1a

o 42 1 {5_} -__647.'50?'21"2
v \( Z — “ Vi mbd

piéu kién dé cac dao dong nhu thé xdy ra 1a w phai la s6 thuc, nghia la

e
gmh'3

=\ Bdreqr?t

Hinh 2.61

Chti ¥ rang nghiém trén chi 1a gin dung do chinh cac anh ciing tao thém
anh, mét sb trang chiing dugc chi ra nhu trén hinh 2.61 ma ciing phai dugc



Ca hoc gidi tich 575

tinh dén. Do dé thé do tudng tac tinh dién la

P = 1 1 2
U=_4weoz [(2n—1)b—2x+ (2n—1)b+2z~ﬁ}

n=1

oo

2 2
q 1 41x 1
_ i S
27eg g { (2n —1)b [ * (2n — l)QbQ] 2nb}

2 = 1 1 42?2
= Z 7_*)""_1—3
2regb = [\2n -1 2n (2n — 1)342

2 202
q (a+4l95>

@

T 2megb b2
vii

> 1 > 1
a=;2n(‘2n-l)’ Bz;@n—w‘

. lg 64megriV2ig
Vi mbd

\ -2 va ~ . Py
va diéu kién dé c6 dao dong

[ gmbd
Vv —
< 64mrepr2ls

Chudi 3 héi tu rat nhanh. Vi cuc dai n = 3, 8 = 1,05 va s6 thap ph):?m thir ba
van khéng thay d8i khi cong thém nhiéu s6 hang hon nita. Do ™2 = 0,98,
tinh toan hai anh cho ta mét gin diing tot.

I 2’ A’
NO co thé cho

2059

Mot vanh tron nhin va déng chit ¢6 khéi luong M va ban kinh a lic rong
mdt mit phing thdng dimg quanh diém O tai dé né dudgc treo ty do véi mét
gia cb dinh. M4t hat B khdi luong m trugt khéng ma sat trén vanh tron. Ki
hiéu dé nghiéng OC (trong dé C li tim vong) so vdi dudng thing ditng hudng
xudng 1a .

(a) Tim cac phudng trinh chuyén déng theo 6 va .
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N , P A w . , LR A » < 4. I - 7
{b) Tim cac tan so dac trung va cac kiéu dao dong chuan tac doéi voi cac

dao déng bé quanh vi tri can bing bén.
(Chicago)

PP VDD DI

Hinh 2.62

Lai giai:
(a) Momen quan tinh ctia vanh tron d6i véi O 1a

I =Ma?+ Ma? = 2Ma? .
St dung hé toa d6 nhu trén hinh 2.62. Toa d6 va vén tdc cia hat B 14n lugt 1a
(asin@ + asin g, —acosf — acos ), (aé cos 8 + a cos p, af sin 0 + ap sin P) -
Ham Lagrange cua hé 12
L=T-V=Md*+ %ma?[é'z + 2 + 20 cos(8 — )]
+ Mga cos 0 + mga(cos 8 + cos ©)
1 242, L 2.2 25 ;
= E(QM +m)a“0° + gma’y + ma“0pcos(l — )
+ (M + m)gacos 8 + mgacos ¢ .

Cac phuong trinh Lagrange cho

(2M + m)ab + mag cos(f — ) + map?sin(f — @) + (M + m)gsinf =0 ,
a.écos(() — )+ ap — af*sin(0 — @)+ gsing =0.
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(b) Véi cic dao dong nhd, chi giit lai cac sb hang téi bac hai & cac dai luong -

nho 8, v, 8, ¢, tit cac phuong trinh & trén ta cé

b+ M+m ‘ﬁ*_ m 5=0
2M+m/ a 2M+m<P_ '

5+§¢+¢5=0.

Véi nghiém cd dang § = A exp(iwt), p = Bexp(iwt), cac phudng trinh trén trd

thanh
M4+m\g 2 mw?
— )< -—B=0,
[<2M+m)a w]A 2M +m 0

—wlA+ (‘(—] —wz)B=0A
a
D€ c6 cac nghiém khac khéng dinh thire clia cac hé s6 phai triét tiéu. Nhu vay

Muw? — M (2w2 _ 2) =0
a a ’

hai nghiém duong cua no la

e = /i o — M+m g9
1= 2a’ 2= M a

. 4 P 4 s - 3 A A y- 2 A >
la cac tan so goc ddc trung cua hé doi vai cac dao ddng nho. Do —g— = -4y -1,
r A - s . \ . R ”° < A 7 -
ta 6 doi v6i w = wi, 4 = 1 va kiéu chudn tic (7), d6i vOi w = wy, § = — 32
oy R 2 < i .
va kiéu chudn tac (_aim) -
m

2060

Mot vat khbi luong m va dién tich g chi c6 thé di chuyén khéng ma sat
trong mit bén trong cta hinh nén ¢é géc mé 2a. Mot dién tich —g duge ¢b
dinh tai dinh cta hinh nén nhu trén hinh 2.63. Hé khéng nim trong trudng
trong luc. Tim tin s6 dao dong nhé quanh quy dao cin bing cta vat chuyén
déng theo g, vin tbc goc dé cho vat chuyén déng cin bing bén trong hinh
nén. Gia thiét v < ¢ do dé biic xa 13 khéng déng ké.

(UC, Berkeley )
Loi giai:

St dung hé toa dé nhu trén hinh 2.63. Trong hé toa d Descartes, m cd

toa dd (r cos p, rsin p, 2), hay, do z = rcotga, (r cos ¢, r sin @, rcotga), va van
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578
z
,

5 z

9 44 Y
")

x
Hinh 2.63
i
toc

(7 cosyw — r@sin g, rsing + rpeos p, reotga) .

Ham Lagrange cua hé khi do la

L o e 4
L=T-V=_m(#*+r2?+i2cot? ) + —
2 4mep
1L o 5.0 gisine
= —m(r*esea b TR + i .
2 dmegr

Cac phuong trinh Lagrange
d (OLY JL o
dt \ di, dq,

g -
o gising

fa— mrg-:‘!—k—g =0,
dereqr

cho
mi ese
mr?z = J (constant) ,
hay, két hop cac phuong trinh trén

mi csc? o — === -
mr dmegr

sina

r

(1)
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Db6i v6i qui dao can bing
r=20, T =To, Y= Pp
cac phuong trinh trén tré thanh

J? ¢’sina

mr3  dment?
mry  4mepr)

Dbi vai cac dao dong nho xung quanh quy dao cin bang, dit r = ro + £, trong
d6£ < rp. Khi dé

1 1 2% 1 1/, 3¢
zca\l-) a5
T 7‘0 To T To s

va phuong trinh (1) trd thanh

2.3
. sin® o
dregry
Do d6 tin sb goc cho cac dao déng nhé 13
¢?sinda | |
w=4/———= =@osine,
4meqmry
do
, / ¢*sina
(,90 - \/ 2 .
m r 7r50m7'0
2061

Mot banh da ¢d momen quan tinh I quay xung quanh tdm cua né trong
mit phing ndm ngang. Mot khéi luong m c6 thé trugt ty do doc theo mét
trong cic nan hoa va duge gin vai tdm banh da bing mot 16 xo ¢6 chiéu dai
tit nhién ! va hé sb dan héi & nhu trén hinh 2.64.

(a) Tim biéu thitc cho ning lugng cha hé niy theo 7, #, vi momen ddng
lugng J.

(b) Gia st banh da ban dau c6 van tbe goc khong ddi Qg va 10 xo ¢6 do
din 8n dinh r = ro. St dung két qua trong ciu (a) dé xac dinh lién hé giita
. Qo Vi 7o va tin sb clia cac dao déng nho quanh cAu hinh ban du nay.

(MIT)
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Hinh 2.64

Loi giai:
(a) Goi r 1a khodng cach giita i va tim va ¢ 1a van téc goc ctia banh da tai
thdi diém t. Hé ¢6 momen déng luong

J = I6 +mr

va nang luong

1

TR S o 1 -
T4V =gl0°+ Si(rt 4 1207 + Skl = 1)

il

F- 1 ., 1 3
———— 4 S+ k(=)
201 + mr?) T " 27 v
(b} Ham Lagrange caa hé la

' R R ST SIS R NENTPC S V2
L =T -V ~- . . 9 3 "
I § 219 er Emr 2Mr )

Cac phudng trinh Lagrange
dOLy oL
di \ a4, dyg,

mé —mrf? + kir—1)=0, (1)

cho

(! +mr?) = hings6 = J,
hay, két hop hai phudng trinh

mrd? )
NP — ———— o ke 1 = . 2
N T~ mriy ki y=40 (2)
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Ban dau, # = 0, r = rg, 0 = Qq, J = (I + mr$)Qp. D6i véi cic dao dong nhé
quanh cau hinh cin bang nay, dit r = roy + p, trong @6 p < 7¢. Do
mrJ? N m(ro + p)J?
(IT+mr2)2 "~ (I + mr? + 2inrop)?

N mrgJ? 1 7] dmrop
T (I +mrd)?

o I+ mrg
- mrgJ? 1 3mrg — 1\ p
T+ mrd)2 I+mr? J 7o
mryJ? (37!17‘3 -1

NORLGL T L Tk P 0T P
(L +mrd)? I +mrd ) m3lop

mrod? .
m = T)?-T()()é = k(’l‘[_) - l) f

phuong trinh (2) trd thanh

— — | Q5| p=0.
Pt [m * ( I +mrk ) 0P

Do d6, vdi diéu kién 7 phai thoa man

- 3mr? k
(’Lm;o)nk_‘
I +mrg m

a ~ A N A P A s
hé sé dao dong quanh ciu hinh ban dau véi tan s6 géc

Y= \/k o (S ) oy
m I+ mr;

sau mét nhiéu loan nhé. Chil ¥ phuang trinh (1) cho ta
. ki
0~ 779 v
k— mQ(Z)

tc ta vy ban than nd c6 lién hé véi Q.

2062

Ba chat diém (hai trong s& ching giébng nhau) va cic 16 xo khéng khéi
luong (hing s6 K) nbi ching vdi nhau va bi rang budc chuyén déng trong
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mét ong khong ma sat ban kinh R. Hé nim wong truong hap dén (g) nhu
trén hinh 2.65, Cac 1o xo ¢ chiéu dai bing khéng tai vi tri can bing va cac
chat diém ¢6 thé di chuyén qua nhau. Sit dung phuong phap Lagrange, tim
cac ki€u chudn tic cla cdc dao ddng nhd quanh vi tri cAn bing cha hé va mod
ta timg kiéu dao déng do.

(UC, Berkeley)

Hinh 2.65 Hinh 2.66

Loi giai:

Str dung hé toa dé Descartes (£, ) nhu trén hinh 2.66. Khoi hrgng thi ¢ €6
toa do (Rsin#;, R(1 - cos 6;)). Vii dao déng nho cac toa dﬁ nay gan ding la
{RO;, JREJ ), hay (.rl r?) véi r, = RE,. Do dd, bd qua cac 50 hang cé béc 16n
hon hai 6 cac dai IUC}ng nho I,, I;, ta ¢o dong ning va thé ning cta hé la

- - 1
o ) 9 LD
I'= 5 ME] + Eﬁ-‘jrg + 5 S

s ) 1 ‘ 1 | . |
V= iK(Il - :L'z}l + 5!\'(1-;; . -r.'j}? + Em(rf + x%) + 5}\,.11.% .

va ham Lagrange cua hé la

1 1 1
L= §m_i-? - 51\-1::33 + 5:71.1'?%

o Mg\ .
- [l ) e g (2 ) - Kz s man)|
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Cac phuong trinh Lagrange cho

mi]+(K+%>I]—KI2=O,

M
MiQ+(2K+—RSg)IQ*—K(II+I3)=O,
m:'1§3+(K+TR5g—)x3-—KJ:2=O.

Dat
T; = Aje“"‘

d cdc phuong trinh bén trén ta rit ra phuong trinh ma tran

K+ 74 — mu? -K 0
R A
~K 2K + M3 M2 ~K Ay | =0. (D)
0 -K K+ % — muw? As

2 s e A \ A 3. 4 > P Y A A ,
Dé c6 cac nghiém ma khong phai tat ca A; déu bang khéng ta can c¢d

I('ﬁ-mﬁ-g—mr.u2 —-K 0
~-K 2K + M2 — Muw? -K =0,
0 -K K+'~"§‘1—mw2

A A A 3 R B , A £ z ’ . A ” 4 > A
ba nghiém khéng 4m ctia nd 14 cac tan s6 gbc cia cac kiéu chuin tiac cia hé

_J9 K
w1 = R+mo

1
w2l g K K 1 | i 2
wg}—\/R+2m+MiK<4m2+mM+M2 '

Phuong trinh (1) suy ra

Ay Ay mg  mw?

4, 4 YRk K

M
KAI—(2K+T9—Mu2)A2+KA3=O.

Cac phuong trinh nay cho Abi véiwy Ay = — Ay, Ay = 0;
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A= 7 - B A
déi vai woy: B3 =B, -2 am,;
By
C C
déu VO1 wy: Cy =0, 62 = dlIOﬂg.
]

Do dé ba kiéu dao dong chuin tic tuong ting la

A B Ch
0 , B, |, Ca
—A1 Bl Cl

lAn lugt tuong Ung voi w), ws, ws, trong dé

1 m 1 1 1
By= =2 iy —+— ¥ —|B,
2T T M m\/4m2+mM+M2 !

1 m 1 1 1
cy=|2-1 LI S .
27 13 ]W+m\/4m2 tom T | O

Ba kiéu dao déng chuin tic duge md td nhu hinh 2.67.

w: 2 ¥ om,
Ly & - o =y
oy : - > o
Hinh 2.67
2063

Trong ly thuyét vé cic dao dong nhd ngudi ta thudng sif dung ham La-
grange co dang L = T = V, trong d6

N N
T= dqaijg;, V=7 abijg.
i,j=1 1,7=1

Cac ma trdn A = (a;;) va B = (b;;) 1a thuc va d6i xting.

(a) Chiing minh ring A duong, c6 tinh xac dinh nghia 1a

xtAx >0
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dbi v6i mot ma trén cdt x tuy y. Chitng minh rang thong tht.mng tri riéng coa
ma trdn nay 18n hon hodc bang khéng. Chi ra ring ta khéng cin quan tam tdi
cac tri riéng bing khong ctia né.

(b) Chitng minh sy tén tai ctia ma trdn A%z,
(c) Dua vao toa dd méi 6, qua biéu thitc

trong d6 S 1a ma tran N x N. Chi ra rang cé thé chon S sao cho A va B dugc
chéo héa. Giai thich cic phan tit dudng chéo ctia ma trin chuyén vi B.

(SUNY, Buffalo)
Lai giai:

(a) Theo dinh nghia
1 ¥
= 3 Z mk.ri >0
k

trong hé toa d6 Descartes. Sau phép bién déi tuyén tinh

Ty = Tx(q1,92,.-.,9N) ,

n6 trg thanh
n
T =) Giayd; ,
iJ

nhung van 16n hon hay biang khéng (> 0). Dudi dang ma tran

T=4q'Aq,
trong d6
q1
) 42
q=1 .
gN

S - A < ’ - A A - y n A . . . « s
diu chif thap 1a ki hiéu ma tran chuyén vi. Do cac Van téc iy, i, ... va tit dé
4 A & A . N o 4 4
cac van toc suy rong ¢;, ¢o, ... la tuy y, ta co

T=x'Ax>0

d6i véi mét ma tran cot x bat ki. C6 nghia Ia A xéc dinh duong.
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Gia sif x, 1a vecto riéng clia A véi tri riéng \,. Theo dinh nghia
Axg = Agxg
trong d6 A, la mot sb thuc do A 14 déi xting va thue. Khi d6

N
- _ _ 2
x;Axg = x;,\gxg = Agx;xg = /\gzzm— A

i=1

Do biéu thitc 16n hon hay bing khéng nhu chi ra & phin trén, nén cac tri riéng
Ag > 0.
g =

Néu A, = 0, thi sé khong xuvat hién dao déng d6i véi kiéu dao déng tuong
ung, khi dé n6 khoéng lam ta quan tdm. Cac bac tu do cia dao dong don gian
gidm di mot.

/ n 1 - )

(b) D€ cac ma tran A*z tdn tai ta cin ¢

det|A}|>0.

Mot ma trin thuc d6i xting ¢ thé duge chéo héa bing ma trin tnsc giao S,
nghia 13 ma trén ma dbi véi n6 S'S = I, véi I 13 ma trin don vi

STAS = ),

trong dé X 1a cac phan ti ma trin c6 dudng chéo Aij = X\dy;. Ki hiéu jA| cho
dinh thitc det |A|, ta c6

N
|A| = [A[IST|IS| = [STAS| = x| = [T A >0
i=1

1

bing két qua trong phén (a) (b hét moi A=0). Do d6 A*2 dn tai.
(¢) Dua vao cac toa d6 mdi 6;, qua bidu thitc

N
q; = Z(A_%S)ijoj :
j=1
trong d6 S chéo hda A la ma tran truc giao. Xét
T=q'Aq=(A"9S0)'AA"3S0
= 0'st(A-3)!AA"388.
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Do A 12 ma tran d6i xiing thue, At = A va

Wl

(A = (AT =A"3,
phtrong trinh trén chuyén thanh
T =6's'sé =616 .

Tuong tu ) .
V =q'Bq=08'STA"2BA71S0 .
Do A, B li ma trin dbi xing thuc,

(A3BA 1)l = (A"3)IBY(A-2)l = AT7BA 3.

1 1 .« ~ - ’ . J 2 - P M a
A~ ZBA "7 1a ma tran dbi xting thuc va ¢6 thé chéo héa bing ma tran truc
giao S. Nén ta co

N N
TZZé}, VZZBJQ?,
i=1 =1

trong dé B; 12 cac thanh phan dudng chéo ctia ma tran chéo hoa A~3IBA "2,
nghia la 1 1
(STA~2BA28),; = B;4;; -

Ham Lagrange la

N
L=T-V=> (6] - B,
=1
va cac phudng trinh Lagrange
4 (2L) 2y
dt \ 96, 86,

suyra i .
4; + B;6; =0, 1=1,2,...,N.

Do d6 B, 12 binh phuong cia cac thn sb géc chusn tc w; cha hé.

2064

Mot may diéu téc kiéu qua ciu vang ciu tao gdm hai khéi lugng m néi cac
thanh c6 chiéu dai I khéi lIuong M nhu trén hinh 2.68. Ca hé bi bit budc phai

BATRLG COHGE
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quay quanh truc trén dé vt M c6 thé truot 1én truot xubng khéng ma sat. Bo
qua khdi lugng cta hai thanh va sttc cén ciia khong khi va gid thiét ban kinh
cha vat M |a nhé. Gia str dAu tién truc quay bi budc vai van toc goc wy.

(a) Tim chiéu cao cin bing cha vat M.

(b) Tim tan s6 cia cic dao déng nho xung quanh gid i dé. Giad sit riing
truc quay bay gid co thé quay tu do.

(c) TAn sb ctia dao déng nho o thay déi khong? Néu thay déi thi tnh gia
tri moi.

(Princeton )

Hinh 2.68

L3i giai:

(a) Sit dung hé 10a dé quay co truc » nam trong mat phang chifa cac thanh
ctia may di¢u tbe nhu trén hinh 2.68. Trong hé toa dé nay cac vat m,m va
A7 1an lugt 6 toa dd (—Isind, 0, —lcos ), (Isin@.0. —{cos#), (0.0, 2 cosf).
Trong hé toa dé co dinh vdi cung géc va truc z vén téc dudc cho bdi
I = 74wy ®r, trong dd wy = (0.0,wy). Do d6 van téc wrang (ng la
(—18 cos 8. lwgsin 0, (6 sin #), [it.‘? cos @, —lwg sin 8, 10 sin 8}, (0.0, —218 sin ). Nhu
vay dong ning, thé nang ham Lagrange cta hé 1an luot 13

T — miPuisin?@ + mi2* + 2M 1?0 sin 9
V= -2mglcos@ - 2Mglcas@ | )
L=T-V =mludsin® 8 + m26? + 2M 6% sin? 6 + 2(M | m)glcos 0 .
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4 ()2
di \ 96 80

2(m + 2M sin? B)16 + 2M16? sin 20 — miw? sin 20 + 2(m + M)gsind =0 .

Phuong trinh Lagrange
khi d6 cho

Tai vi tri can bang, 6§ = 0, = 0, @ = 6, va cac phuong trinh trén trd thanh
mlw% sin 20y = 2(m + M)gsinf, . (D
Giai tim f ta thu dudc hai vi tr{ can bing

(i) 60 =0,
»+ M
(i1} cos By = (m+ M)g 5 )9
mlwg
Khodng cach cha vat M tdi dinh cia truc & hai vi tri cin bing lin luct 1a

(i) 2l cos By = 21,
2(m + M)g

2

(ii) 2! cos 0y = :

(b) Khi 6o = 0, may diéu toc sap lai va khéng c6 dao déng. Xét trang thai
can bang cho bdi (ii). Dit ¢ = 6 ~ 8y, suy ra ¢ = &', V8i cac dao déng nho,
0" < 6y,

siné = sin By + 8 cos by ,
sin 20 = sin 20y + 26’ cos 26y .

Phuong trinh cht_l_yén déng néu chi gitt lai cdc sé hang bc nhét cta cac dai
lugng nho ¢, &', 6’ va sit dung (1), sé trd thanh

(m + 2M sin? 80)16” + [(m + M )g cos g — mlw? cos 260]0' = 0 .

Do d6 tin sb dao dong 1a

f=

1 /(m+ M)gcos by - miwg cos 26
27 (m + 2M sin? 6y)!

(c) Ta ¢6 thé chd dgi tAn sb dao dong khic di do van tbe g wy & phuong
trinh trén la tuy y. Dat ¢» 1 gdc quay quanh truc. Thay w = » vao ham Lagrange
ta c6

L = mi*5%sin® 0 + mi%6% + 2M 1262 sin? 0 + 2(m + M)gl cos 8 .
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Cac phuong trinh Lagrange cho
psin®d=c (mot hiing s6) ,
2(m + 2M sin® 8)16 + 2M16? sin 26 — mlp?sin 20 + 2(m + M)gsind = 0,
két hop ta ¢

cos @
sin3 @

Tai vi tri cAn bing, § = 0, § = 0 va 8 = ;, dudc cho béi

(mm + 2M sin? 6)16 + M16?sin 20 — mlc? +(m+ M)gsind=0. (2)

cos Ay
mlc?

5in® Bo = (m+ M)gsinfy .

D6i voi cac dao dong nho quanh g, didt 0 = 6y + €', trong d6 §’ « 8. Do
i cosf 2 cos Oy — @' sin

c sindf m (sin 6y + 6 cos 6p)3

cos fg

o~ (1 — 8" tan 8y — 36’ cot 6)
o

1 +2cos? 6y
= M 1 — D — /
(m + M)gsin6p [1 ( 5in o cos b ) 0} ,

~ mlc®

phuong trinh (2) trd thanh

3} 24
(m + 2M sin? G)l§ + (m + Mg S T3 0 g ¢

cos 6y

s A 5 s A 7 4\
Do dé tan s6 cha cac dao dong nho 13

1 {{(m+ M)g(1 + 3cos? )

2m \[ (m + 2M sin?6g)l cosfy

2065

Mot hat khéi luong M chuyén déng doc theo truc z dudi anh hudng cta
thé ning V(z) = —Kzexp(—az), 8 day K va a 12 hing s6 duong. Hay tin vi
tri can bing va chu ki cha dao dong nhé xung quanh vi tri cin bing dé. Ciing
xét cac trudng hop khi K va/hoéc e 1a 4m.

(Princeton)
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L3i giai:
Khai trién thé gin diém z,

V(z) = V{(zo) + (%%) (x — x0) + % (%g)% (x—20)? +... .

Ty
Dbi v6i z¢ 13 vi tri cin bing,
oV
) = K(azo~ 1) =0,
((,h );0 (azxg ‘ e
suy ra

1
To= —.
a

2 -
A aK (2 — azg)e %% = ak >0,
ozt )y, e

Do

" Y ~ X
cadn bang la bén.
Dat

1
E=z~2p=2— —
a

va lay zo nhut muc so sanh clia thé ndng. Khi d6 thé ning tai £ 13

1 (8*V K
V() = 3 (313): g = ‘12—652 .

Ham Lagrange khi d6 la

oy _ Ly aK o
L=T-V=; M- ¢,
Phuong trinh Lagrange
4 (?ﬁ) oLy
dt \of,) I
cho ra K
ME + %g =0.

Phuong trinh nay cho thiy ring tin sb géc ciia dao déng nhd xung quanh vi
tri cAn bang 1a
aK

(JJ:
Me'’
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2 {Me

Néu ca hai ¢ va K 13 4m, khi 46 oK 13 duong va cac két qua trén van diing.
Néu chi mdt trong a, K 13 4m thi khi dé

o’V
- <0,
( Ox? )I .
6 nghia 1a thé tai cAn bing 13 cuc dai va can bing 1a khéng bén. Do d6 dao

dong khong xay ra. Diéu dé ciing c6 thé thiy tir phuong trinh chuyén déng,
chiing c6 thé cho w 3o.

vachukila

2066

Mot hat khéi luong m chuyén déng dudi tic dung clia trong trudng trén
mét bé mit nhin phuong trinh 1a z = 22 + 42 — zy, truc z 1 truc thing ditng,
trd lén trén

(a) Hay tim phuong trinh chuyén déng cta hat.

(b) Hay tim tAn sé ctia kiéu dao dong chudn tic ddi véi cac dao ddng nhod
xung quanh vi tri cin bing bén.

(¢) Néu hat dugc dich chuyén nhe khdi vi tri can bing va sau d6, ti s cta
cac dich chuyén « vi y phai 13 nhu thé nao d€ dam béo chi kiéu dao déng
chuan tic tin sb cao hon duagc kich thich?

(Wisconsin)
Lai giai:
(a) Khi
z=z'+y’ —ay,
z=2xi+2yy— sy —zy =212z —y) + y(2y — z) .
Ham Lagrange la
L=T-V
1
= omla’ +9° + %2z - 4)* + 97 (2y - 1) + 229(27 - y)(2y — 7))

—mg(z® +y° — zy) .
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Co hoc gidi tich
Cac phuong trinh Lagrange la
d %)_%fg
dt &?l aqf -

cho ta

d. G )

gl E A2 = v+ (2T - y) (2 - 2)]

= 2.1"2(2-:. -y)— yZ(E‘y r) + 2792y — x) — #Y(2x — y) — 29x + gy ,

d
S0+ 92y - 20 + (22 y)(2y - 2)]
= 25%(2y — T)— P(2r —y) « 2292z — y) — £9(2y — ) — 29y + g .

(b) Khi
av
dx
cin bing xdy ra tai difm goc (0, 0). V3i dao déng nhd xung quanh gbc, z.y, &. i
la cac dai luong nho va cac phuong trinh chuyén déng gidn udc thanh

_ av ;
= mg(2r - y), B mg(2y — x}

F—+2gr gy =0,
¥+ 29y —gx=0.

Khi xét mot nghiém theo kié€u

T = g™, Y= y¢|€"“” )
1a um thay phudng trinh dac trung
|2 w? - e
<y gg—{g—uzj(dg—uz):ﬂ.

- g 29— w

cac nghiém duong cda nd

Wy = /4, wy = /3¢
la cac tan so6 goc cha kiéu dao déng chudn tic cia hé. Chi y ring do wy, wy 1a

- 3 ~ a E ' A
cac dai lugng thuc nén cdn bang la bén.

(c) Do _
vo _ 29—’
Ty g
dé kifu dao déng tan s6 cao hon dugc kich thich ta cn 2 = —1, Do d6 cac

dich chuyén ban diu ctia = va y cAn phai bing nhau vé dé 16n va nguge dau,
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Cha y ring dudi diéu kién do kifu dao dong tin s6 thip hon, vén doi héi
yo/zo = 1, khéng dudce kich thich.

2067

M6t cau tric citng bao gbm ba que khéng khéi lugng dude noi tai mot
diém gin vdi hai chat diém (khdi luong mdi chét diém la m) nhu hinh 2.69,
vOi AB = BC = L, BD =1, géc ABD = DBC = 0. Hé ciing nay dudc do
tai diém D va du dua qua lai, véi mét bién dé dao déng nhé. Tan sb dao déng
bing bao nhiéu? Gidi han ! bao nhiéu d€ dao déng 1a bén?

(CUSPEA)

Hinh 2.69

Loi gidi:
Cau tric dao déng trong mét mit phing thing ditng. Lay mat phang dd la

mat phang zy nhu chi ra trong hinh 2.70 v6i gbc toa d tai diém dd D va truc
y huong thiang ditng 1én trén. Ta cé
AD=TD=b=+L*+12-2LlcosH,
va céc goc gitta AD va C'D véi phuong thang ditng tuong (ng la a + ¢, a — @,
d day a = # + ¢, ¥ duge cho bai
b !

sind  siny

Céc khoéi luong my, ms ¢6 cac toa do

(—bsin(a + @), —beos(a + ), (bsin(a — ), —bcos(a — ¢))



Ca hoc gidi tich 595

Hinh 2.70

va tudng (tng van the
(—bpcos(a + @), bpsin(a + ), (~bicos(a — o), —bpsin(a — ¢))
Nhu viay ham Lagrange la
L=T -V =mb*" + mgblcos(a + @) + cos(a — )] -

Phuong trinh Lagrange 14
4oLy oL _
dt \ d¢ do

2?!&!)295 + myb[sin(a + ) — sin(a — w)]=0.

khi do6 cho

Vai dao dong nho, ¢ < « va
sin(a + ¢) = sina + pcosa ,
do d6 phuong trinh chuyén déng nit gon thanh

bo 4+ pgeosa =0,

suy ra tin sé géc 14
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Do
cos a = cos(f + 1) = cos 8 cos 1 — sin B sin P
_ 1 2 _ 12ain2 T ain?
—E(\/b 12sin?6 cosf — Isin 9)
—l(Lcosﬂ 1)
=3 ,
ta co
w_\/ g(Lcos8 — 1)
TV IL2+12-2Llcosh’
Bdi vi
8v
E¥) = mgb[cos(a + p) + cos(a — p)]

= 2mgbcos o
tai vi tri can bing ¢ = 0, cic dao ddng 13 bén néu cos e > 0. Didu d6 doi hoi
Leos0—-1>0,

hoac
| < Lcosf.

3. CAC PHUONG TRINH CHINH TAC HAMILTON (2068 —2084)

2068

M6t bb diéu tée kiéu qua ring ding cho ¢o luu nude gdm hai qua ciu, mbi
qua khéi ludng m, duge g&n bing bdn cin cé khdp nbi, mbi cin dii I, véi cac
6ng 1dng nim trén mot thanh thing ding. Ong 18ng dudi c6 khédi luong M
va momen quén tinh khéng déng k€, va truot tu do 1én, xubng khéng ma sat.
6ng 16ng trén duoc gin chit vio thanh. Hé bi budc quay véi van tbe gbc w
khéng déi.

(a) Hay chon toa d thich hop va viét ham Lagrange va Hamilton déi véi
hé. B4 qua trong ludng cia cin va thanh, bd qua ma sat.

(b) Thao luan chuyén déng.

(c) Hay xac dinh chiéu cao z clia 6ng 16ng so véi trén vi tri thdp nhét cia
né, nhu ham cta w ddi vdi chuyén ddng dimg. Hiy tim tin sé cta dao dong
nhé quanh chuyén déng dirng dé.

(Wisconsin)
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LJi giai:

(a) Bd diéu téc dugce chi ra nhu 8 hinh 2.68 ctia bai 2064. Dua vao toa dd
nhu dude chi ra va sir dung cc két qua da nhan duge & dé, ta cé

L=T-V
= mi2w?sin? 0 + mi%0% + 2M1%20%sin? 6 + 2(m + M)glcos6 .

Ham Hamilton 14
H=06ps— L

V6i dong lugng suy réng pgy duge dinh nghia nhu sau

Do = %zf = 2(m + 2M sin® 0)1%6 .

Nhu véy
H = fpy — mI2w?sin? 6 — (m + 2M sin® 81202 — 2(m + M)glcos 6

2
4(m + 2M sin? §)12

— mi%?sin? 0 — 2(m + M)glcosf .

(b) Phuong trinh Lagrange
(0%,
dt \ 56 00
cho
2m + 2M sin® )16 + 2M16?% sin 260 — mlw? sin 26 + 2(m + M)gsinf = 0.

Chuyén déng duge thao luin trong bai 2064. Tém tat, M sé dao dong lén
xudng trén thanh thing ding xung quanh vi tri cin bing duge cho bdi

(¢) Tai can bing, M c6 toa d6 z 14 —2{ cos 6. Do d6 chiéu cao ctia né tién
diém thap nhit 13

9l — 2 cosy = 21 |1 - (T Mg}
milw?
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Tén s6 gbc clia cdc dao ddng nhd xung quanh vi tri cin bing 13 (Bai 2064)

m + M)g cos 8y — mlw? cos 26y
Q= J
(m + 2M sin? y)!

msin? 8y
frd w - 2
m + 2M sin“ 8,
vai )
M
sinfp=1- (m+—)g .

mlw?

2069

Xét hai hé vat thé bao gbm (1) chét diém m va (2) mét khéi rin quay kich
thudc gi6i han va khéi lugng M (xem hinh 2.71). Khéi quay 1a mdt vét thé
citng mat dd ddng nhat, ¢6 truc déi xing, va gibng nhu chét diém m, né tr do
chuyén déng. Hay thdo luin vé chuyén déng cta hé nay néu chit diém bi hit
vé mbi phén t6 ctia khéi quay bing lyc Culéng hay luc hip din. Trong thio
lun tra 13i mot sb cau héi sau:

(a) Hé c6 bao nhiéu bic ty do?

(b) Hé toa d6 nao c6 thé 1a thich hop?

(¢) Lip ham Lagrange (hay ham Hamilton)? (Viét n6 ra hodc néi cach ban
6 thé viée.)

(d) Tuong tac giita hat va khéi quay phu thuéc vio toa dd niao?

(e) Ban c6 thé€ suy ra bao nhiéu hing s6 chuyén déng, va y nghia vt ly
ctia chiing thé nio?

() Quy dao nao clia hé nay rit gibng véi quy dao clia hai chit diém? Hiy
mé t3 ban chét khac nhau (nhd) cta ching. Bin chit chuyén déng ciia khéi
quay so v4i khéi tim clia né 1a gi?

(Wisconsin)
Ldi giai:

(a) Hé c6 9 bac tu do, 3 thude vé& chit diém m va 6 thude vé khdi quay
cung.

(b) Ngudi ta c6 thé lay toa db suy rong nhu sau: 3 toa dd z, y, z md ta vi
tri cda m, 3 toa dé X, Y, Z mé ta vi tri cia khéi tAm ca khéi quay ciing, 3
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Se

/
L
/
Hinh 2.71

géc Euler , 8, ¢ md ta su quay dbi véi khoi tim cta khébi quay, truc dbi xiing
ctia khdi quay dudc 4y nhu true Z’ chia hé toa d6 nghi cia khéi quay.

(¢) Doéng ning ctia hé bao gbm ba phin: déng niing ctia chét diém m va
déng niang tinh tién vi dong ning quay cia khéi quay cu thé,

T=Nh+T2+17T3,
voi

1 Ll .
T = Em(i2+y2+z2),

1 X ) .
zbzghux2+y2+z%,

1 Iw I O wq
T3=§(w1sw2,wa) In I O wa |,

0 0 133 w3

0 diy wy,wy, ws lién hé véi cac goc Euler (bai 1212) bai

wr = Bcosy + Hsinfsiny

wy = —Osin + Hsinhcosy

w3 = peosd + 11) .
va tenxo quéan tinh {ng véi khdi tdm ctia khéi quay vdi truc Z’ theo huéng truc
dbi xttng. Tinh toan thé ning thi phic tap hon. Hay tudng tugng mot chudi vé

X Y \ 9 g N r A 5 y ’ \ L /

cau ma tam la chat diém m va xét mot vo ban kinh trong va ngoai tuong ing
13 7 va r + dr. Thé gay ra do twong tac Culéng giita phan tir dM cta khéi quay

trong vo va chét diém 14
GmdM

T

3 ddy G 1a hing sb hip din. Khi d6 thé ning toan phén ctia hé 1a

V=—Gm/¥.

dv = —

'
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Ham Lagrange cta hé, L = T — V, khi dé6 ¢6 thé nhan duoc.

(d) Tuong tac giira chit di€m va khéi quay phu thuécvao X — z, Y — 4,
Z—z,poval.

(e) Do tuong tac dudc bao toan va khéng gian 1a ddng nhat va ding hudng,
cac hing sb chuyén dong 1 nang ludng T + V, momen déng luong toan phan
ctia chuyén déng quay (mét trong ba thanh phdn) vi dong luong toan phin
(moét trong ba thanh phan) cua hé.

(f) Khi chét diém va khéi quay chuyén déng tach roi nhau, cic quy dao cia
chiing sé rét gibng quy dao cta hai chit diém. Su khac nhau bt ngudn uir sy
kién I3 dbi vai khéi quay khéi tim va tdm luc hap din khéng tring nhau. Do
d6 momen quay cia luc hip din quanh tdm khéi khién cho khéi quay xoay
quanh khéi tim cla né.

2070

Mot méto lam quay mét truc thang ding gin véi mét con lic don dai !
va khéi lugng m, nhu hinh 2.72. Con lic bi bude chuyén déng trong mét mit
phing. Mit phang nay duge méta lam quay véi toe dé gée w khong déi.

(a) Hay tim phuong trinh chuyén d6ng cta chét difém m.

(b) Gidi phuong trinh chuyén dong, rit ra vi tri cla chit diém nhu 13 ham
cha thai gian déi v4i moi kha ning chuyén dong cta hé. Trong trudng hop nay
st dung gan ddng géc nh.

(c) Tim tin sb goc ctia moi kiéu dao déng.

(d) Tim biéu thitc cho momen quay ma métd phai cung cép.

(e) Nang lugng toan phan ciia hé khong ddi voi thoi gian? Ham Hamilton
1a khong do6i vai thoi gian? Hay giai thich ngén gon.

(UC, Berkeley)

Lai giai:

(a) St dung toa d6 quay nhu & hinh 2.72 vdi céc truc z va = trong mat
phing dao ddng cha con lac. Trong hé quy chifu nay khéi chét m cb toa dd

(Lsinf.0.—lcos @)

. A 4
va van toc

(lf) cos 0.0, 16 sin 6) .
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moto

Hinh 2,72

" «h A 5 - n A :
Trong hé quy chiéu ¢6 dinh 6 van t6c bd sung 1a

wxr = (0,0,w)x({sind. 0 —lcost)

= (DLwlsind. Q).
Do dé ham lagrange cua hé la

—
L=5r= W == %m!"ﬁz + E-mf‘éur sin? # gl cos 0

d [IL L 4
dt \ g0 a6

i+ (? - wieos f}) sinfh — 0,

Phuong trinh Lagrange

khi dd cho

(b) Dé can bang, # — (. Phuong trinh chuyén déng cho vi tri can bing sau

ft; — 0, B, = arccos (h“%) :

Voi dao dong gin #, — 0, trong gan ding goc nhé phuong trinh chuyén
déng rit gon vé
0 + (g —wg)ﬂ = f.

L
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Néuw < Z, cén bing 1a bén. 6 1a diéu hoa vi c6 thé dugc bidu thi bai
6(t) = Ay cos(yt + 1),
3 day A;, o1 12 cac hing s6 cn xac dinh tir diéu kién ban diu, va O, =
\Vi-w?la tan sb géc cha dao dong goc nhd. Néu w > \/E, can bang khéng
1a bén.
D6i vai dao dong gan 6y, dit 0 = 63 + o, 8 didy o < 6. Phuong trinh
chuyén ddng khi dé véi gin ding bac nhit 1a
. (g 2 2 . . _
a+ 7w cos @y + wasiné, ) (sinfy + acosy) =0,
hay
&+ aw?sin®8, = 0.
Nghiém la
a(t) = Az cos(Qat + ¢2) ,
3 diy Oy = wsinfy = L /12wt — g2 12 tan sb goc chia dao déng nhd quanh 65,

A2, ©2 13 hiing s6 dugc xac dinh tir diéu kién ban dju. Do dé

6(t) = Az cos(Qat + p2) + 05 .

(¢) V&i dao d6ng gbéc nhé quanh 6, tin sb goc 1a O = | /§ — w?; va xung

quanh 6, Q, = L /12w — g2,

(d) Momen xung lugng quanh truc z la
J =misiné-lsinf - w = ml*wsin®4 .

Vi thé momen luc métd phai cung cip 1a
dJ . o df
M= i ml wsm(29)a¥ .

& day dbi vai 6 cac biéu thic nhan dugce trong phan (b) phai duge st dung.

(e) Dong ning trong hé quy chiéu cb dinh, T, khéng phai 13 ham bac nhét
cua van téc suy rong, do dé o ning khdng duge bio toan. VE mit vit ly,
mét con lic bi bubc phai dao dong trong mit phing quay. Nhut vay rang budc
khéng phéi rang budc 6n dinh va co ning khéng duge bao toan. Mit khac,
khéng phdi la ham hién chGa ¢, ham Hamilton H dugc bao toan.
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Luu ¥ ring trong khi trong hé quy chiéu ¢b dinh co ning khdng duoc bio
toan, do hé 1a hé chinh hinh khéng 6n dinh va toan bd luc ngoai la bio toan,
nén nang lugng suy réng A dugce bao toan. Ta co

o1 .
= §ml292 - Eml%? sin? @ — mglcosf = hing 6.

Trong hé quy chiéu quay ¢b dinh véi métg, do hrc ly tim twdng tuong

A ov
PR S LA
mlw®sin @ B(ismd) '
do d6 thé ning la
1
V= ——Emﬂwz sin? 6 — mgl cos 8 ,

ning luong toan phén la
]. 5 24 LY
§m2292 +V =H = hingsb.

Vi vay, hoic co nang duge bao toan hoic khéng phu thudc vao viéc chon hé
quy chiéu so sanh.

2071

Tuong tac 6 dién giita hai nguyén i khi tro, ma mbi nguyén it c6 khéi

lugng m, dude cho bdi thé
2A B :
V(T):‘—T_ﬁ—*_r—ﬁ‘ A, B >0, T:ll‘l—-rgl.

(a) Hay dua ra ham Hamilton d6i voi hé hai nguyén .

(b) Hay mé t3 ddy dii cc trang thai ning luong ¢ diém thap nhit cud hé
nay.

(¢) Néu ning Iugng 13 hoi cao hon ning ludng thip nhat [phin (b)], thi
cac tAn sb c6 thé ctia chuyén déng ctia hé s& nhu thé nao?

(Wisconsin)

WHTALG 0T HRC
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Lai giai:
(a) Khéi tAm ca hé duge cho bsi R = %(rl + 1) = (2,¥,2), khoi luong

rit gon p = M = 2 va khéi luong toan phdn 1a M = 2m. Pitr = r1 — .
Khi d6 dong nang cha hé 1a

1., 1.
T = MR+ opi

1 . 1 .
= §MR2 + 5;1(7"2 + r26% + r2p? sin? 0)

va ham Lagrange
L=T-V

2A B

1. o 2, .9y, 1 .20 240, 9.5 .09
=§M(x +y +z)+§u(r + 78 +T¢Sln9)+r—6‘“m,

& day r, 0, 12 toa dd chu ctia hé quy chiéu cb dinh tai khéi tim. Bong luong
suy rong la

oL | oL . aL .
px—‘b—j:—-MfE, py—%—Mya pZ‘“ai_Mza

oL ) oL . oL .
Pr = E‘:ﬂra . p9:%:#7'295 p¢:6_$=#r2¢51n29‘

Ham Hamilton 13
H = ZP{Q;‘ - L
i

Vo9, a2, ov, Lo 14 1, 2A B
:W(p:+py+pz)+ﬂ pr+r_2p6+mp¢ _75‘+m
(b) Trang thai ning lugng thip nhét tuong ting véi p, = p, = p, = p, =
Po = pp = 0 va mot rg cuc tiéu héa
24 B
76t

d( 24 BY_
dt 6 12 ) 70

ta nhan dugc ro = (B/A)s nhu 13 khoang cach giita hai nguyén tit véi trang
thai nang lugng cd dién thip nhét. Dbi véi trang thii nay ning luong cla hé
la

A2
=2
B
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(c) Néu ning lugng chi cao hon ning hrang thdp nhit mét chie va cac bic
tu do tuong ung vai z,y, z, 6, p van chua bi kich thich (p; = p, = p, = pg =
p, = 0), thi ta cb

2 24 B
HoPr

T2y 8 127

LYY ga(4Y
(), -m(5)"-

Do

ham Lagrange la

. 4 4
_ _ 19 A)3 g _ 1 .9 AN
L=T-V= sl 364 (B) (r—ro)° = HP 36A 5) 7

8 ddy p = r — ry < 7o. Phuong trinh Lagrange cho ta

4

. A\3
uﬁ+72A(§) p=0.

Do do

2072

Xét chit diém m bi budc chuyén dong trén mat cau ban kinh R. Khéng ¢6
bét ki loai ngoai luc ndo tic dung 1én chir diém.

(a) Sb cac toa db suy rong cin thibt dé mé t3 bai todn 12 bao nhiéu?

(b) Chon va viét ham Lagrange cta hé.

(c) Ham Hamilton ctia hé nhu thé nao? N6 c6 dudc bao toan khong?

(d) Chiing td ring chuyén déng cha chit diém 12 doc theo mét dusng tron
16n ctia hinh ciu.

(Columbia)

Lai giai:

(a) Do hat bi buéc chuyén dong trén mit ciu, ¢6 hai béc tu do va do d6
cin ¢6 hai toa db suy réng.
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(b) Chon (8, ) clia toa dé cau nhu toa dé suy réng. Khi khdng ¢ ngoai
lte, V = 0. Ham Lagrange cua hé 1a

1 ., .
L=T= %mv2 = EmRQ(Qz + ¢?sin?9) .
(c) Do p; = ;‘3%, ta c6
Po = mR26, Dy = mR%psin? 6,

va
. 1 p2
H= )—L=——1|pj £ .
Pob + po¥ omR? (p“ sin20)
Vi ham Hamilton H khéng phai 13 ham hién ctia thoi gian, nén né 1a hing s6
ctia chuyén ddng, hay ndi cach khac, né duge bao toan.
(d) Phuong trinh Hamilton

cho ta

p, = psin’f = hing sb .
Ta chon hé toa d6 (8, ¢) sao cho d& diéu kién ban diu 13 ¢ = 0 tai ¢ = 0. Khi
d6 hing s6 trén 12 0 tai moi thdi diém ¢sin? 6 = 0. Do 8 khéng bing khong tai
moi thdi di€m thi ¢ = 0, hay ¢ = hing s6, chuyén ddng cta hat 14 doc theo
dudng tron 16n nhét ca hinh ciu.

2073

Mot bng nhe, hinh chit U duroe chita mdt phan thuy ngan (t8ng khdi lugng
12 M, khéi lugng trén don vi dai 14 p) nhu & hinh 2.73. Ong dudce 4p sao cho
n6 c6 thé quay quanh mét trong hai chan thing dimg. Bé qua ma sat, khéi
luong va momen qudn tinh clia 6ng thuy tinh, vA momen quan tinh cia cét
thuy ngén trén truc quay.

(a) Hay tinh thé ning cda cot thuy ngan va mé t3 chuyén dong kha di clia
né khi 6ng khong quay.

(b) Ong duoc cho quay véi van toe gbc ban diu wp va véi cot thuy ngan
diing yén va dich chuyén z, tit vi trf cin bang.

1) Viét ham Lagrange ctia hé.
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2) Viét phuong trinh chuyén déng.
3) Nhiing dai lugng nao dude bao toan trong chuyén déng? Cho biéu thiic
cua cac dai lugng do.
4) M6 ta chuyén déng mét cach dinh tinh cang ddy dd cang tot.
(Wisconsin )

p—e B
|

(b J
Hinh 2.73
Lai giai:

(a) bat z 13 khoang cach ciia dinh ¢6t thuy ngén tir vi tri can bang ctia no.
Gia thiét mét ngoai luc F tac dung lén dinh di xubéng cta c6t thuy ngén lam
cho né di xudng tr tit mét khoang dz. Khi d6 F = 2pzg va cdng nd thuc hién
la

dW = Fdz = 2zpgdz .
Coéng nay duoce trit nhu thé ning dV. Do dé thé niang cla cdt thuy ngén l1a
\¥ = pyz2. Néu bng khéng quay, cit thuy ngan sé dao déng quanh vi tri can
bdng va ham lLagrange cua hé la
1 .
Ls ip.-siz — pgz?,
0 day s = [ + 2h. Phuodng trinh Lagrange cho ta
4+ —=z=0,
g

Do d6 ¢ét thuy ngan sé dao dong véi tan s goc

_\/'?E# [ 2
“IENTS T Vivano

(b) Hé c6 hai bac ts do khi 6ng chit U quay. z va gée quay 8 duoc lay nhu
toa do suy rong.
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1) Ta co
g1 PR S AP T 1 2 | 1242
1:§p(h—z)z +§p (z +x9)dx+§p(h+z)(z +1°6°) ,
0
V = pgz?,

nhu vay ham Lagrange la
L oo 1 7l 242 2
L:T—Vzgpsz +-2-p §+h+z 1°68° — pgz* .

2) Cac phuong trinh Lagrange
d (oL OL _ 0
dt \ 9¢i dgi

1.,.
8% + 2gz — 51202 =0,

cho ta

! A . .
p(§ +h+z) 126 = hang sob.

Do py = %, phuong trinh cudi cling c6 thé viét nhu py = hing sb. V6i diéu

kiénbandéué:uo,z'=0,z:zotait=0,tac6
! 2
Pe=p §+h+zo Fwp .

3) Ham Hamilton cua hé 1a
H=p,:+pf—L

= %p322+%p(%+h+z>1292+p922=T+V,

trong d6 p, = gf; — ps3. Nhu vay H bing ning ludng toan phin ctia hé. Theo

<k ’ o 7
bién chinh tac ta ¢6

Pg Pg 2

=2p3 2(é+h+z)p12+pgz

Do H khéng phu thudc vao ¢ mdt cach tudng minh né la hing sb chuyén déng,
cong véi hing sé

pezp(%+h+z)l2é.
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Khi sit dung diéu kién ban diu di cho ta thu dugc

1 /71 .
H = 3 (§+h+zo)pl2wg+pgz§.

4) Chuyén déng cta cdt thuy ngin bao gém hai thanh phin. Mét thanh
phan 14 quay cling v6i dng. Van téc goc chia su quay thay ddi ciing véi chuyén
d6ng 1én xubng cta cdt thuy ngan. Khi 2 ting su quay cham lai va ngudc lai,
dé giit momen xung lugng quanh truc ditng 1a khéng déi. Thanh phén kia 1a
chuyén déng ctia cot thuy ngan trong éng. Phuong trinh chuyén dong theo z
la

A

sZ24+2g2 = —m—
(%+h+z)2

> aa - ST A ‘s , . s oA S ,
d day 4 = 2—;’%, 13 m6t hang s6. N6i chung, ¢6 ba vi tri cAn bang tuong {ing
v6i ba nghiém cua phuong trinh

A

22 = ———— .
(§+h+2)

A R o - r A L A - ’ P 2> .o T4 > < A
Gan moi vi tri can bang, cdt chiu cac dao dong nho. Gia thiét rang z; 12 mét
trong cac vi tri can bang, ¢6 nghia la

A

292y = —— .
(% +h+21)2

D6i vai cac dao déng nhé dit z = z; + 2/, 6 ddy 2’ 12 mdt dai luong bé. Phurong
trinh chuyén déng trd thanh

—2A7

s 4292 = ————
('ls' +h+21)-3

, X 4 - a \
nd cho tan s6 goc cta dao dong ta

Q= 32+%
$ s{z+h+a)

Do 2 14 thure, cac vi trf can bang 1a bén.
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2074

Mot hat dudi tic dung cta trong luc trudt trén bé m3t trong cllia mot
paraboloit tron xoay nhin c6 truc thing ditng. St dung khoang cach tit truc,
r, va goc phuong vi  nhu toa dé suy réng, hay tim

(a) Viét ham Lagrange ctia hé.

(b) Cac dong lugng suy rong va ham Hamilton tuong ing.

(c) Phuong trinh chuyén dong ctia toa dé 7 nhu ham thdi gian.

(d) Néu %’{3 = 0, hiy ching minh ring hat ¢6 thé thuc hién cac dao déng
nho quanh diém thip nhit clia paraboloit, va tim tin s6 cha nhitng dao dong
do.

(Columbia)
Lai giai:
Gia thiét paraboloit tron xoay dugc tao ra bdi mot parabon ma trong toa
dé tru (r, v, z) ducce bidu dién béi

z= Ar?
& day A 1a hing sb duong.

(2) Ham Lagrange ctia hé la

L=T-V= %m(f'2+T29'92+z'2) - mgz
1 1
= Em(l + 442272 4 Emr2¢2 — Amgr? .
(b) Céc xung luong suy rong la
oL

oL _ 2,2
pr = 57 m(l + 4A*r*)7 |

2
p = = = mr ¢ y
v 6(;9
Va ham Hamilton 1a
H =pf +pop— L
1 1
= sm(l+ 4A% )2 4 Emrzg'oQ + Amgr?

P} P 2
_ r )
~ 2m(l + 4A2r2) *omee Amgr”.
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(c) Cac phuong trinh Lagrange
g (%) -2,
dt \ 0¢: dq;

m(l + 4A%r2)F + 4mA®ri? — mrg? + 24Amgr =0,

cho ta

. M 4
mr2p = hingso .

Khi dit hiing sb 13 mh va khit bd ¢ khai phuong trinh dau tién, ta nhan dugc
phuong trinh déi véi r 12
(1+4A%r%)r3F + 447472 4 2490 = 17
(d) Néu ¢ = 0, thi phuong trinh thit nhét ctia (¢) tré thanh
(1 -+ 4A%r3)F + 4A%r7 + 249r = 0.

Diém thap nhét ctia paraboloit dugc cho bai r = 0. Déi véi cac dao ddng nhd
trong 1an cn cta né, r, , 7 13 cic dai luong nhd. Khi dé vdi gin diing bac
nhét phutong trinh & trén tré thanh

7+ 24gr =0.
Do hé sb cia r 1 duong, hat thuc hién chuyén déng diéu hoa don gian quanh

r = 0 voi tn sb gbe
w=1+/2Ag .

2075

Mbt dién tif phi tuong déi tinh khéi luong m, dién tich —e trong mot
manheton hinh tru chuyén ddng gilta mot day ban kinh a dudi dién thé am
~ ¢y va vat din tru ddng tdm ban kinh R tai thé 0. Cé tir trudng khong déi
déu B song song vai truc. Su dung toa dd tru r, 8, z. Cac thé vecto dién va tir
6 thé duge viét nhu sau

In(r/R) 1

¢ = *%WR_)’ A= EBTeo

(eg 1a vecto don vi trong hudng ting 8).

(a) Viét cac ham Lagrange va Hamilton.
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(b) Chitng minh riing c6 ba hing sb chuyén dong. Viét chiing ra va tho
ludn céc loai chuyén déng cé thé xay ra.

(¢) Gia st ring dién tif r3i day trong vdi vén tdc ban diu bing khong, co
mdt gia tri chia 6 trudng B, nhu thé nao dé véi B < B, dién tit 6 thé dat téi
tru ngoai, va vdi B > B, dién tit khéng thé tdi tru ngodi. Tim B, va phéc thao
quy dao ctia dién tit cho trudng hgp nay.

C6 thé cho rang R > a.

(Wisconsin)
Loi giai:
(a) Trong hé SI, ham Lagrange la
L:T—Vzémi'zi-ed)—ci“A.
vi 1
F = (7.7, 2), A =(0,5Br,0),
ham trén tro thanh
L= %m(f‘2 + 7267 + %) + e — %eBrQQ .
DoOng lugng suy rong la
. oL . oL | oL .
Pl = 5z =mf, pe=%=mr29—§el?r2, Py === =mi,

Va ham Hamilton 13
H = p,r +p60. +p:z—L
= %m(f‘2 +7%6° + %) - ep

_ P
2m = 2mr?2

1 1 2
= % [Pz‘l‘ (}%‘FEGBT) +p£:\ —ep.

(b) Khi H khéng 14 ham hién cta thdi gian, n6 13 mét hing s6 chuyén
ddéng. Ngoai ra do

1 2 2- P;
(Po+§eBr) +§E o

. _OH
pl— aq" ’
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néu H khéng chita ¢; mot cach tuong minh, thi p; 1a mét hang s6 cha chuyén
déng. Tir dé py, p. 1a c4c hiing s6 chuyén déng. Mét cach tudng minh,

1 2
H:—[p,.+(p9 _eBr> +p§‘|—e¢=E,
2m r

-1
pe = mr20 - EQBTZ =C,,
p,=mz=Csh,

3 day E, Cy, Ca 12 cac hiing sb.
(c) Didukiénban ddur =a,7=8=:=0tait =0chota

E = —e¢ = edyp, C, = —%eBcﬁ, Cr=0.
p: = Co = 0 nghia la khéng c6 chuyén ddng theo truc z. H = E cho ta
1 1 2 a?\? In (%)
_ B - ———R - .
2m l r (26 ) (T - ) ] + €¢0 |:1n (%) €¢’0

Gia thidt mdt gia tri B, clia tir trudng sé chi khién cho dién tit dat téi hinh tru
ngoai. Khi d6, do p, = 0 tai r = R, biéu thitc trén cho ta

1 1 2 a?\? ,
% (563() (R - E) = €¢0 .

A M - s,
néu ta cho rang e < R, né rit gon vé

2 2m¢0

B. = =1/ .
TR

1 2

p:+ (é—eBR)

2
p? = 2megpp — (%eBR) = (B? - B (—eR) .

p- 12 thuc tai r = R néu B < B,. Do d6 duéi diéu kién nay dién tit ¢ thé tdi
tru ngodi. Néu B > B,, p, 12 40 tai r = R va dién tit khéng thé i tru ngoi.
Vi truong hgp sau quy dao cua dién tof duge phac hoa trén hinh 2.74.

Tai r = R, p, duge cho bdi

= edy ,

om

hay
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=<
Hinh 2.74

2076
Xét ham Lagrange

1
L= Em(:b2 — w2z?)e

dbi véi chuyén déng ciia chit diém m trong mdt chiéu (z). Cac hing sb m, v
va w 12 thuc va dudng.
(a) Tim phuong trinh chuyén déng.

(b) Giai thich phuong trinh chuyén déng bing cich néu cac loai luc ma
chét diém chiu tac dung.

(¢) Tim déng lugng chinh tic va nit d6 xay dung ham Hamilton.

(d) Ham Hamilton ¢6 phai 1a hing s6 cia chuyén déng? Ning luong cé
duoc bao toan khéng? Giai thich.

(e) V&i didu kién ban diu z(0) = 0 va £(0) = vo, z(t) tiém cin dén cai gi
khi t - oo?

(Wisconsin)
Loi giai:
(a) Phuong trinh Lagrange

agory o,
dt \ 8z or

cho phuong trinh chuyén déng

F+uwlr=—vi.

(b) Hat chuyén déng nhu mét dao déng tir diéu hoa tit din. N6 chiu mot
luc héi phuc —mw?z va luc lam suy gidm —myz t 16 véi tbe db cha né.
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(c) Dong lugng chinh tic 1a

— — o >
= _—=me’"'x
p o

va ham Hamilton 12

H=pi—L
1 1
= me"1? — —me"i? + —me"w?z?
2 2
2 ’—'yt 1
= sz’m + 2mw2.7:26"t

(d) Vi H phu thube tubng minh vio thdi gian, nén n6 khéng phai la mét
hang s6 chuyén dong. Diéu dé suy ra ning lugng cung khong dugc bao toan.
V@ mit vat ly, trong qua trinh chuyén déng, luc 1am tit dan thye hién lién tuc
cong 4m, giy nén tiéu tan nang lugng.

(e) Thit mét nghiém ki€u z ~ ', Thay thé vio phuong trinh chuyén
ddng cho ta

Q*— iy -w?=0,

n6 cho cac nghiém

e ).

MI°>

Do d6
z = Aexp —-7+\/7 - )t}+Bexp [——— — V72— 4wt

Céc didu kitn ban dduz =0, s = v tait = O cho ta

Yo
V2 4w?

Néu vy < 2w, dit L/42 = 4w? = iw;. Khi dé
2

Vo

B=-4, A=-

= -

. U, .
i e (e7mnt — ity = ;%6_3’} sin{uwnt) ,

dodd z — Q0 khit — oo.

Néu v > 2w, thi ca hai v+ /42 — 4w? déu la thue va duong do d6 sé khéng
c6 dao déng va z s€ gidm don diéu tdi 0 khi t — oo.
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2077

Mot hat bi giam 6 bén trong mét cai hdp va chi ¢6 thé chuyén déng doc
theo truc z. Céc véch hai dau chuyén déng tdi tdm véi tdc dd nhd so véi tbe
dd hat (hinh 2.75).

(a) Néu dong luong ctia hat 1a po khi cac vach hdp & cach nhau mét khoang
g, tim déng lugng cta hat & thdi diém bét ki sau d6. Va cham vdi vach 12 hoan
toan dan héi. Thita nhén trong sudt thoi gian tbe dd ctia hat nhé hon rat nhidu
so véi toc 46 dnh sang.
(b) Khi cac vach & cich nhau mot khoang z ngoai lue trung binh phai dit
vao méi vach 14 bao nhiéu dé né chuyén déng véi vin toc khéng ddi V?
(UC, Berkeley)

e o — ]
v v
—> <.J

—
14
Hinh 2.75

Lo giai:

(a) Xét va cham ctia hat v8i mdt trong cac vach. Khi va cham la hoan toan
dan hdi, cac tbc dod tuong déi trudc va sau va cham la bing nhau. Néu hat 13
hat tdi v6i van téc v va phan xa lai v6i van tdc v/ va vach ¢é van tbe V hudng
tdi hat, thi ta ¢é

v+V =v -V,

cd nghia la
V=042V,

Nhu vay sau méi va cham, d6 16n ctha dong lugng hat ting thém mét lugng
2mV, m 1a khéi lugng hat. Khi cc vach & khodng cach z, do V nhé hon nhiéu
50 véi tbe db chia hat, nén quing thdi gian giita hai va cham lién tiép 13

T I

T=(_r%—)=—-1)—,

p 12 déng luong hat. D6 thay ddi déng rgng trong thdi gian dt 13

dp = 2mV£1-t- = 2Vpdt .
T T
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Khi cac vach chuyén déng lai vdi nhau vdi van tbe V,
z=uxzg—2Vt,
do thdi gian tir thoi diém ¢ = z;. Khi dé

pdzx
dp = -2
p x
Do p = po khi d6 x = 1z, tich phin ctia nd cho ta
PoZo _ _ PoTo
n To — 2Vt '

p:

(b) Xét va cham coa hat véi mét vich. Dong lugng hat dat duge la
p+2mV —(-p)=2p+2mV .

Khoang thoi gian giita hai va cham lién tiép vdi vach d6 1a

o 2 2am
(&) »
do d6 db thay d8i déng luong gay ra do va cham vai vach trong thai gian dt 13
dt

Tir dé
dp _(p+mV)p _ P* p§d

dt ~ rm zm  mzd
do Z > V. D6 1a luc ma vach tac dung Ién hat. Dé giit vach chuyén dong voi
van tbe khéng ddi, luc cung gia tri phai tic dung vao méi vach, Bai toan ciing
¢6 thé dudc gidi nhd st dung hinh thic luin Hamilton. St dung hé quy chiéu
g3n vao mét trong cac vach, thi du vach bén trai. Nhu 4 hinh 2.75, hat ¢6 van
téc —2 — V. Him Hamilton 13 :
1 2
H=-:-m (3 + V)
2 m
1 p2 p2I2
- VY £ - H070
2m (p+mV) 2m  2mz?

Luc trén hat 12 p, n6 dudce cho bdi phuong trinh Hamilton

. 8H _ plad
8r mad’
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2078
D4u ngoic Poisson duge dinh nghia boi

fa 8  Ha 0Ob )
=S - )
(@] Xk: (3Qk Opr  Opx Ogs
(a) Hay chi ra ring d6i véi mét dai lugng dong luc a(q, p, t)
da
a = [a‘ H] + E .
Dao déng tir hai chidu ¢é cic ning lugng

.. 1 ., .
T(z,9) = Em(zz + yg) ,

1
Via,y) = 5K (@ +y%) + Ca,

8 diy C va K 1a céc hing sb.
(b) Hay chi ra bing mot phép bién déi toa db ring dao déng it nay la
tuong duong véi mét dao dong tir diéu hoa khéng déng hudng.

(¢) Hay tim hai hing sb doc 1ap cia chuyén déng va kiém tra c6 sit dung
phan (a).

(d) Néu C = 0 hdy tim hiing sb thif ba ctia chuyén déng.
(e) Chitng minh ring dbi véi dao déng tit ding hudng ma tran dbi ximg.

i 1
Aij:%‘*'_

T 2Kxi1'j

12 mét hing s6 chuyén déng bing cich biéu dién mbi phin tir theo cic hing
s6 chuyén déng da biét.

(Wisconsin)
L3i giai:
(a) Sir dung cac phuong winh chinh tic Hamilton

_on _ _oH
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ta tim dugc

da Oa . da . da
Et——zk:—q;ﬁzapwr o

08 0H <~ 00 0 on
— Oqr Opr < Opr Oqr. Ot

(b) Dua vao cac bién sé mdi
1

1
7 \/§(I+y)) g_ﬁ(x-y)s
ta cé
r=—(+E),  y=—=(n—6)
Khi doé
T = m[6+6?+ - ]
_l -2 -2
~—§m(7) +£&%),
1 . 1
V=1K[n+6"+ -8+ 500" - ¢
R TR NP N PR S
—QK(U +E)+20(77 &%)
= (K + O+ 5(K - O,
L:Ll+_L2!
voi

1, 1
= -mn* - (K 2
Ly = zmn” ~ 5(K+ O,
| 1
Ly = -mé% — (K - 0)¢2.
2= 5mg 2( )
Luu y ring dang ctia Ly va L chi thi ring 7 va £ 12 céc toa d6 chuin tic. Do
d6 hé tuong duong voi hai dao déng o didu hoa tuong 1ing véi cac tin sé goc

[K+C /K —-C
wy = . Wy =4/ —— .
1m m

H08TALG CONGC
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Do céc thn sé 13 khac nhau hé tic dung nhu mét dao déng tir didu hoa khéng
dang hudng.
(¢) Do theo dinh nghia cac xung lugng chinh tic 1a

oL . oL .
pn:a—ﬁzmn, pf 66 m{,

H=pm+pe€~ L

N | 1
—%p,,-l-%pe%- (K‘I'C)T] +2(K C)f
Ciing ¢6 thé viét H nhu sau
H=H+ H,
V6i H,, H, tuong ing 1an luot véi L1, Lo, nghia 12
7
H = p”+ (K+C Hy= %+ (K -C)¢.
2m 2m 2
Vi Hy, Hy khong chita t mét cach twong minh, ta co
dH1
i = |Hy, H} = [H\, Hy + H3| = [Hy, Hy) + |Hy, Hy] = [Hy, Hy]
N BHI BHQ + 8H1 BHQ B 6H1 611'2 _ 6H1 BHQ -0
On Op, O Op¢ OBpy, On  Opg B¢
va, tuong tu
dHy _
“dt

Do d6 Hy, H, 13 hai hing sb doc lap ciia chuyén déng.
(d) Néu C = 0, wy = w, va dao ddng ti¥ trd thanh dao d6ng tit ding hudng.

Ham Hamilton 1a

_ 1 1 , 1, 1_ .,

H = 5o+ g pet 5 Kn' + K¢
bat J = m(npe — €p,). Khidd ta cd
dJ
= |J, H}

_8JOH _0JOH  9I0H _ 91 0H
Ondpy Op, On O 3p¢ Opc O

= pepn + mKEn — pype —mKnf =0,
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J ciing 12 mét hing s6 chuyén déng.

(e) VOi dao ddng tit ding hudng, C = 0 va z,y di la nhitng toa d6 chudn
tic. Nhu chi ra & trén, c6 ba hiing sé chuyén dong da biét

pi 1, 4 Py 1.,
Ey =5 4+ SKz?,  Ey=:L 4Ky’  J=m(zp,—yps) .
2m 2 2

Do Ay, = Ey, Ay = E», cac phin tlf dudng chéo clia ma trin A, 1a cac hing
s6 chuyén déng. Xét

KJ? p? S K 2
EIEQ“H*(zm““ 2K ) | gm + 35V | — g (oPy —wpo)

2
Dxpy IK
(Qm t3 xy) )

Vi vé bén trai 1a hiing s8, Aj; = Ay = hiing s6. Do d6 A 1a ma tran cla cac
A v A .
phan tt khéng d8i.

2079
Xét hé hat m, = my duoc nbi bdi mdt soi diy thitng dai ! véi m, bi rang
budc & tai bé mit mét hinh nén thing ma ban géc 1 o va my dugce treo tr do
bén trong hinh nén, diy di qua mot 16 3 dinh nén nhu & hinh 2.76. B6 qua ma
sat.
(a) Hay dua ra mdt hé toa do suy rong thich hgp cho bai toan.

(b) Hay viét ham Lagrange ctia hé va phuong trinh chuyén déng cho méi
toa do suy rong.

(¢) Viét ham Hamilton cta hé.
(d) Biéu dién tAn sb goéc dbi véi m; chuyén déng theo quy dao tron theo
cac bién sb cia bai toan.
(Wisconsin)
LJi giai:
(a) Sur dung céc toa dd cdu véi gbe tai dinh nén nhu & hinh 2.76. Toa db

ctta my, my tuong ing 1a (r,0,¢), (I — r,m — a, B). Céc bién sb r,6, , 8 duge
l4y 13 toa dé suy rong.

(b) Céc van tdc clia m,,my tuong Ung la (#,r,rosind), (—#,0,(1 —
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Hinh 2.76

r)3sin(r — «)). Ham Lagrange cda hé khi dé la
L=T-V
= %171[21"2 + 7202 + r25%5in? 0 + (I — r)2B% sin? (7 — @))

—mgrcos§ +mg(l —r)cosa .

oLy _or_,
dt \ 04, 3Q¢'—

. A M A
mr?psin?f = p,, mot hing so ,

Cac phuong trinh Lagrange

cho ta

m(l — T)QB Sinz(‘,r —_ (1) = pﬁ) mét h‘éng Sé s
2% — r(0? +¢?sin®6) + (1 — r)B? sin’ @ + g(cos 6 + cosa) = 0,
r6+ 270 — r¢?sin@cos@ — gsinf =0 .

(¢) Hai xung lugng chinh tic khac 1a

oL . Y
pr—E—er, pg-aé—mre.

Ham Hamilton 14

H = pp# + ppb + ppp + paBl — L

2
_ P P P i
dm  2mr?  2mr2sin?8  2m(l - r)?sin?a

+ mgrcos® — mg(L —r)cosa .
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(d) Néu mg chuyén déng trong quy dao tron, r = hang sb va tin s goc
cta chuyén déng quay 13

P
m(l ~r)2sin?a

2080

Cac phuong trinh bién déi giifa hai hé toa dé 13

Q=In(1+ q% cosp)
P=21+ q% COSp)q% sinp .

(a) Hay chitng minh truc tiép tit cic phuong trinh bién déi rang Q, P 1a
cac bién sb chinh tic néu ¢ va p ciing 14 cac bién chinh tic.

(b) Hay chitng minh ring ham sinh ra tir phép bién déi gitta hai tip bién
chinh tic dé 13

F3 = —[exp(Q) — 1]*tanp.
(SUNY, Buffalo )

Loi giai:

(a) Do [QaQ] = 01 [PsP} :O,\

8QOP OPHQ

Pl=—=Fa— ==
@, P] Oq dp Bq Op

1

2 CO8 . 1 1
N l—qu_z—p‘[—q sin? p + (1 + g2 cos p)q? cos p)
g2 cOSp

S
2 sin 1 _1
+ L2 fosp+ (1 +g3cosp)g™i] =1,
1+ gzcosp
Phép bién ddi 14 chinh tic. Néu g, p 1a cac bién chinh tic, thi Q, P ciing nhu
vay.

(b) Khi gidi cac phuong trinh bién ddi déi véi g va p ta nhan dugc

g = (e2 - 1) sec?p,
P =2¢%e? —1)tanp .
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Vi phép bién déi 1a chinh tic, nén tén tai mét ham sinh F3(Q, p) sao cho

.95 - _95
p’ - 8Q
cho cac phuong trinh bién déi. Do
_ OF3 OFy , _
dF3 = 50 dQ + 5p dp = —Pd@Q — gdp

= —d|(e? - 1)’)tgp — (e — 1)’digp
= —d|(e® — V'hgp]

ta nhin duagc
F3=—(e9 —1)%tgp.

2081

Mbt hat khéi lugng m chuyén déng theo mot chidu q trong trudng thé ning
V(q) va bi tré béi luc 1am tit din —2m-yq ti 1& véi v4n tdc cha nd.

(a) Chirng minh ring phuong trinh chuyén déng c6 thé nhan dudc tit ham
Lagrange

| S
L = exp(2vyt) [quQ - V(q)]
va ham Hamilton 1a

2 oxpp( —
H= IW + V(g) exp(271) ,

6 diy p = mgexp(2vt) l1a xung luong lién hop vdi q.
(b) Déi véi ham sinh
Fa(g, P.t) = exp(t)aP
hay tim ham Hamilton bién ddi K (Q, P, t). Dbi v6i mot thé dao dong tir
Vig) = %rnw’q2
chitng minh ring hAm Hamilton bién d&i sinh ra mét hing sé chuyén dong

K—P_2+l 2Q +4QP
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(¢) Hay rat ra nghiém q(¢) cho dao déng ti tit din tif hing sé chuyén
déng trong (b) trong trudng hop tit din qua yéu v < w. Ban c¢6 thé cin phai
tich phian

/ o _ sin” 'z
V1-—z2? '
(Wisconsin)
Ldi giai:

(a) Phuong trinh Lagrange
4 (ory oL _,
dt \ dq dq

. °1% .
mq = ——B—q— —2mvq .

cho ta

Hat dugc xem 13 chiu tac dung cia e thé —%%’ va lue 1am tit ddn —2meyq 6

18 vdi tdc dd ctia né. Do d6 ham Lagrange da cho 13 thich hgp. Ham Hamilton
dugc cho béi

H=pj—-L
voi oL
= — = al .
r a4 mqge
Nhu vay

2 ,—2vt
H = lqu +V)em=2% V(g)e*t.
2 2m

(b) DSi véi ham sinh 13 Fy(q, P,t) ta c6

oF; oF, OF,
= -, = -, K - H “a: -
P=%¢ 9 %p i
Vi F2 = qu7t,
p:Pe7t’ Q:qe’ﬂ)
2 ,—2yt
K=" ;m + V(g)e®™ + ygPe™ .
Dbi voi dao déng tit chia thé
L oaa_1 9.9 on
V= MW = smw Qe ,
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ham Hamilton bién déi 12
p? 1
K= —+ 2mw2Q2 + QP .

Vi n6 khéng phu thudc twang minh vao thdi gian, K 13 mét hing sé chuyén
dong.
(c) Cac phuong trinh Hamilton chinh tic 12
. oK
P=_" — _muiQ—
ag = ™ Q—P,

. 0K P
Q=2p5=,-+1Q.
m

Liy dao ham phuong trinh thit hai va s& dung céc phuong trinh géc ta c6
Q+ W -¥HQ=0.
Trong trudng hop tit din qua yéu, w > v va ta c6 thé dit
w1 = \/L"Qf'r2 )
trong d6 w; 13 s thue duong. Khi d6 nghiém 1a
Q = Asin(wit + ) ,
8 day A, ¢ 12 hing s6. Do '
P=m(Q-+Q),
ta ¢co
K = 3ml(Q — ¥Q)* +w7Q? + 21Q(Q —¥Q)] = 5m(Q? +wi@?) = gmut A,

suy ra

2K
A= —
un m,
Tit dé nghiém 1a _
1 /2K :
= ~t = — e i
g = Qe oV m e " sin{wit + ) .
2082

Gia slt ring mot hé véi ham Hamilton khéng phu thude thai gian Ho(q, p)
da ap dat lén né mot truong ngoai dao dong, do d6 ham Hamilton trd thanh
H = Hy(q,p) — egsinwt, & diy £ va w 13 cAc hing s6 da cho.
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(a) Y nghia vat 1y cha e sinwt 14 gi?

(b) Phuong trinh chinh tic cha chuy&n déng da bi bién déi thé nao?

(¢) Tim phép bién déi chinh tic giit duge dang chinh tic ctia cac phudng
trinh chuyén déng. H3m Hamilton "méi" 1a gi?

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) Céch giai thich kha di nhu duge chi ra 8 thi du sau. M6t hat dién tich
e chuyén déng trong dién trusng déu trong khéng gian nhung dao déng theo
thdi gian, cu thé mot dién trudng ma cudng dé cta né duoc bidu dién bang
(g/€) sinwt. Khi d6 esinwt 12 lyc do dién truong tac dung 1én hat.

(b) Céc phuong trinh chinh tic Hamilton cia chuyén déng bay gi¢ 1a

_oH _ oty
= —% = —%—?-Fssin(wt).

(c) Tacod
H(q,p,t) = Ho(q,p) — £g sin{wt)

va muén tim mot Hamilton méi
K(Q)P) = HO(q, p)
qua mét phép bién déi chinh tic. D3t ham sinh 1a Fy(q, P,t). Khi

%}? = K — H = egsin{wt) ,

ta la
y £q
Fy = ¢P — = cos(wt) .
: w

Cac phuong trinh bién déi 14

p= %EZ =P— Ecos(u.:t) .
q W
hay
P=p+ Ecos(wt) ,
W
va

_ ok
- 8P

Q
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Khi do
OF,

K(Q,P)=H+Té?

= Hp(g,p) — egsin(wt) + egsin(wt)
= Ho(Q, P — = cos(wt)) ,
OK _OHoOp _0Ho _ . _ 4
8P~ Gp oP  op 17 %
_OK _ _0Ho0q _ _0H,
0Q ~  9q 0Q  dq

c6 sit dung két qua trong (b). Do dé phép bién ddi khdi phuc dang chinh tic
ctia cac phuong trinh chuyén déng véi ham Hamilton Hy,.

=p—esin(wt) = P,

2083

(a) Hiy giai phudng trinh Hamilton-Jacobi d6i v4i ham sinh S{g, a, t) trong
trudng hop ctia mét hat don chuyén déng duéi tic dung ham Hamilton H =
1p%. Hiy tim phép bién di chinh tic ¢ = ¢(8,a), va p = p(8,0), d ddy Sva o
tuong 1ing 14 toa db va xung lugng. Giai thich két qua.

(b) Néu c6 ham Hamilton nhiéu loan B’ = %qz, khi do o sé khong con la
héing sb. Biéu thi ham Hamilton di bién déi K (sit dung chinh phép bién déi
da tim dudc trong phin (a)) theo a, 8 va t. Hiy gidi voi 8(t) va o(t) va ching
minh ring nghiém bi nhiéu loan

qlB(t),a(®)),  p[B(),at))

1a ham diéu hoa don gidn. Ban c6 thé cin tich phan
/ 7dx =tg 'z
2yl 2

- /tgzdz = In(cos ) .
' (Wisconsin)
Lot giai:
(a) Phuong trinh Hamilton-Jacobi la
oS

E‘FH(%PJ) =0
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véip = %% dbi véi trudng nay trd thanh
@ + l ?ﬁ ? =0
ot  2\08q)

Vi H khéng phu thudc mét cach tudng minh vio g, ¢, ta ¢6 thé 14y hai sé
hang 6 vé& bén trai 1an lugt bing —v,~, & day v nhiu nhét 1a m6t ham cha p.

Khi d6
S=+\2yg-nt.
Dit a = /27, ta ¢6 ham sinh

1
S=aq—§a2t.

Hing s6 o ¢ thé dude 1y 13 xung luong mdi P. Cic phuong trinh bién ddi
nhu viy la

p 6q - Y
i) o8 2
Q——BP——aa—q—at—B, chang han .

khi g = 8 + at, hat chuyén dong véi van té¢ dong nhit 3 trong hé ¢, .
(b) Ham Hamilton nhiéu loan 1a

2 2

P q
H=2 41

2 T3

N6 duge bién ddi thanh
3 S _ p2 q2 2

a 1
g 22 _P 3 _- 2
K +0t 2+2 > 2(ﬁ+o:t)

nhu cic phuong trinh bién déi trong (a). Cac phuong trinh Hamilton

. 0K . 0K
°=% P~

cho ta

B = {8+ at), a=—(8+at).

Luu y ring o = P, B = Q c6 thé khong con dude xem 13 hing sé nita vi H da
bi bién déi. Cdc phuang trinh cudi ciing két hop lai thanh

at+a=0,
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chi ra ring o 13 ham diéu hoa
a = apsin(t + ) ,
& day ayg, ¢ 13 hiang sb, va nhu thé
g =—d&— at = —aplcos(t + ¢) + tsin(t + ¢)] -
Cac phuong trinh bién déi khi d6 cho
p=a=agsin(t +¢),
g=0+at=—-&=—agcos(t+ ).

Do d6 nghiém déi vai hé bi nhiéu loan 1a ham diéu hoa.

2084

(a) Ta hiy dit mét luc trudt 1én mot khdi rin hinh chit nhat nhu d hinh
2.77. Hay tim quan hé giita dich chuyén u va luc dude dat vao trong gidi han
dan hdi.

X
T
.
{ F
¥ v
a N
I e 4

Hinh 2.77

(b) Céc tinh chat dan héi cha vat rin chap nhan song dan hdi. Gia sir mot
song phing ngang truyen theo huéng & va dao déng cta né theo hudng y.
Hay dua ra phudng trinh chuyen dbng dbi véi dich chuyén.

(¢) Hay tim biéu thirc cho toc d6 truyén séng dan héi ngang.
(SUNY, Buffalo)
Loi giai:
(a) Dinh luat Hooke cho suf trugt

Z:n'\oa
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& day F 12 Iuc truot, n 13 sudt ruot cia vat liéu ctia khéi, ¢ 12 goc trugt, va A
13 tiét dién ngang ca khdi song song véi F, dua dén dich chuyén két qua nhu

ILF

u=lo=-20

do ¢ 1a géc nhé
(b) Thé ning ctia mét don vi thé tich ctia khéi gay ra do bién dang truot 1a

1 ¢ 1 (¥ 1 1 ou
_ Fd':——-— A IldI:_ 2 _
14 J, T T Iaf, T T ”(az)

Dong ning ciia khéi trong qua trinh truot 13

T du 2
fraa(5) =

p 13 mit dd cha khbi. Trong giéi han dan hdi, ning luong dugce xem xét va
nguyén ly Hamilton
t2
1) / Ldt=0
t
dugc ap dung. Nhu viy
ta n p (Ou\?
) T - =4 (=] - == Adzdt =
v [ (5) -5 (5) s

Do tich phan ting phén ta c6
! 2 iy
Ou ou\ 0
fo(Ge) =) (52) aetowes
du 0%u
- —2
=2 ((9:1:) du ; /[; 63:25de ,

¢ du\? Ju t2 o%u
TN g _ 9
[e(%) (at>5“h / (aﬁ)‘su‘”

vado du = Otai y =0, vd t = £, 1, cac biéu thitc trén thanh

2] U 82
[1 / ( 92 )SuAdxdt 0,
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suy ra
o ot
81?2 n Ot2

nhu 13 phuong trinh chuyén déng cho dich chuyén .

=0

(¢) Phuong trinh chi ra ring dich chuyén v, vn nim & huéng y lai lan
truyén doc theo huéng z nhu mét séng véi vén tée

n
» .
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PHAN III

THUYET TUONG DOI HEP
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THUYET TUONG POI HEP (3001 —3054)

3001

(a) M ta tom tit tinh trang khé xtr khién phai phét trién 1y thuyét twong
d6i hep.
(b) M6 ta mot 1y thuyét trude dé ma c6 thé gat bd nhu cAu vé thuyét twong
dbi hep va néu thi nghiém chimng 4 ly thuyét d6 12 sai.
(c) M ta mét thi nghiém hién dai 1am ting su tin tuéng vio clia thuyét
tuong d6i hep. '
(Wisconsin )

Ldi giai:

(a) Theo 1y thuyét dién 6 ctia Maxwell, tbc db truyén séng dén tit trong
khéng gian tr do, c, 12 mét hiing sb khéng phu thude vio tbe dbé ngudn bitc
xa dién tir. Diéu niy ngude vai phép bién ddi Galileo von duoc ap dung cho
cac hé quy chiéu quan tinh. Néu 1y thuyét Maxwell ding trong mét hé quy
chiéu quéan tinh, thi nd c6 thé khéng diing trong cac hé quy chidu quan tinh
khac chuyén déng tuong ddi so véi hé dau. Tinh trang khé x(t 1a & chd hodc Iy
thuyét dién tit Maxwell ding hoic co hoc Newton diing chit khong thé ca hai,
mic dii vy ca hai ly thuyét déu c6 vé cd nén tang vitng chic.

(b) Mt 1y thuyét trude day di duoe thir dung d€ giai quyét tinh trang khd
xi1, d6 1a 1y thuyér éte. N6 phong doan ring vii try dudc chita ddy boi méi
trudng tdng neong lan tda khip noi duoce goi 1a éte va 1y thuyét Maxwell chi
ding trong hé quy chiéu ding yén so véi éte. Nhung thi nghiém Michelson da
dinh do van téc cta trai dit so vdi éte ludn cho két qua bing khdng mic du
trai dit chuy&n dong trong hé mit trdi va hé mat trdi tu né ciing chuyén déng.
Nhu vy khéng thé chitng minh dugc sit cé mit ciia éte va Iy thuyét éte bi bac
bo.

() Lay thi du thi nghiém Herter do thdi gian ti ctia hai photon dugc phat
ra do sy hiy cua positron trong khi bay. Cac detecto dit 8 cac vi tri khac nhau
voi cung mot khoang cach tir vi tri ma 8 do xay ra sy hiy. Ngudi ta da phat
hién ra rang hai photon dén detectd ddng thoi. Piéu dé chi ra ring anh sing
phét ra theo cac hudng khac nhau it mét ngudn chuyén déng nhanh cé van
t6c khéng déi?
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3002

Mot nguoi di du lich trong khéng gian (trén tau vii tru) véi van tée 12 v,
so khop déng héd ciia anh ta (¢ = 0) vdi ddng hd clia ngudi ban trén mit dét
(t = 0). Sau d6 ngudi ban trén mit dit quan sit ddng thai c3 hai ddng hd ¢
mét cach true tiép va t’ thong qua mdt kinh vién vong. Héi ring khi ¢ chi mét
gids thi ¢ chi miy gio?

(UG, Berkeley)
Lai giai:

Goi ¥, ¥’ 12 cac hé quy chiéu tudng dng trén mat dic va tau vii tru véi cac
truc = doc theo hudng van téc tuong d6i va dit ¢y, =t = 0, ¢, = £} = 0 khi
cac ddng hd dudc so khdp. Ta xem xét su kién khi ddng hé trén tau vii tru chi
t,. Céc phuong trinh bién ddi 1a

cty = y(cthy + Bzy) = ety ,
xy = y(zh + Bety) = yBety

Gddy g =2 vy = \/%ﬁ‘ do o4, = 2} = 0. Tin hiéu 4nh sing truyén trong
khoang thoi gian
T«
At = ?2 = vt

dé t6i ngudi ban trén mit dat. B3i vy ddng hé cha anh Ay chi

1+8 c+v
tlzz

to + At = ~(1 t, =

khi anh 4y nhin #}, = 1 gié qua kinh vién vong.

3003

M6t ngudn sang diing yén 6 vi tri z = 0 trong hé quy chiéu S ra hai phét
2 xung anh sang (goi 12 P; va Py), P tai thoi diém ¢t = 0 va P, tai thai diém
t = 7. M6t hé quy chiéu S’ chuyén dong véi van tbc vk so v8i S. Mot ngudi
quan sat trong hé quy chiéu $’ nhin xung ban du P, tai thoi diém ¢’ = 0 tai
vitri 2’ = 0.

(a) Xac dinh thdi gian 7' gilta hai lan thu cdc xung 3 2’ = 0 nhu ham cla
Tvag ==t

4 BTALG COHOC
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(b) Tit (a) xac dinh mét biéu thitc chinh xac cho hiéu ving Doppler doc, cb
nghia la tinh )\ dwa trén X va 3, trong d6 X va X la cac budce song anh sang
trong chin khéng dude do tuong tng trong S va S’ .

(¢) Xéc dinh dich chuyén Doppler téi cac sb hang bac nhit va bac hai cia
2 dbi véi phat xa Hy (A = 4861,33 A) tif mie trung hoa dbi véi cac nguyén
td H céc proton dude gia téc nhd mot thé 20 kV. Gia skt riing su phat xa xay
ra sau khi gia tbc va trong khi cic proton chuyén déng vi van tde khong déi.

. Ciing gia st rang truc quang cia quang phé ké song song véi chuyén déng ctia
cac proton.

(Chicago)
Lai giai:

0 * 0 o

Hinh 3.1

(a) Cac hé quy chiéu quan tinh S, S’ dudc chi ra trong hinh 3.1. Gia st
ring cac goc toa do O va O tring nhau tai thdi diém ¢ = ¢’ = 0 do dé su phat
xXa P, va su t8i ché ngudi quan sit clla né ca hai déuxdyradz =0,t = 0,
z' =0,t = 0 nhu di cho. Suphiatxa P, d z =0, t = 7 trong hé S va

' =~v(z — Bet) = —~f8ecr
t'=‘7(t—@£) =T
[#
trong hé S. Tin hiéu truyén trong khoang thdi gian
, _
At = il = ~037
[#
dé dén ngudi quan sat. B8i viy ngudi quan sat ghi nhan ducce thdi gian téi 14
' Y+ AY =41+ 9)7,

hodc
) 1+
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(b) Goi 7,7’ 1 cac khoang giita hai xung lién tiép tuong \ng trong hé S,
S’, 1a cO cac tan $0

va cac budc séng .

A=

tuong \ung trong hé Sva §'.

(¢) M&i proton ¢6 ning luong 20 keV, nhé hon nhiéu so véi nang lugng
khéi luong nghi 936 MeV, do dé vén téc clia cac proton cé thé thu dugce theo
cach phi tuong d6i tinh. Badi vay

v 2F 40 x 103
g 2 — = 0, 00654 .
8 c Yme2 936 0,0063

Do 3 nhé, ta c6 thé khai trién A'(3) nhu mot chudi My thira

1+0 1
N = T B+=0%+...].
A T3 )\(1+6’+2ﬂ+ )

Dich chuyén béac nhat ctia phat xa Hj 1a
AX = MG = 4861 x 6,54 x 1072 = 31,8 A,

va dich chuyén béc hai 1a

Ax= %/\52 = 0,10 A.

3004

(a) Xét cic phép bién d8i Lorentz (LT) giita cac hé toa dd S, S’ va §” duadce
chi ra & hinh 3.2, & d6 tit c3 truc = song song v4i nhau, va §’ va S” chuyén
déng theo hudng duong cha z. Chitng minh ring dbi véi ki€u bién déi nay
nghich ddo ctia LT 13 mét LT, va két qué t8ng hop ctia hai phép bién déi 1T 1a
mét LT khac.

Néu vin tb¢ turong dbi cha §' so vai S 13 vy, va vén toe clia §” so véi S 1a
vy, hdy dua ra biéu tharc van tdc tuong déi ciia S” so véi S.
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y y’ Yy
¢S | S S
X x’ '
z z' F
Hinh 3.2

(b) Trong vét 1y hat, arong tac giita cac hat duge cho 13 xult phat tit su
trao d8i mét hat nhu dude chi ra & hinh 3.3. Chitng minh rang hat dugc trao
d8i khong phai 13 hat thue ma 13 hat do.

(SUNY, Buffalo)
Py P2
q
P Pz
Hinh 3.3 Hinh 3.4

Lo giai:

Phép bién d8i Lorentz giira cac hé wa dé S, S’ duge cho bai

&’ =y (z — fict), ¥y =y, Z =z, ct’ =~ (ct — bz},

Q-
O
O~

3 v1 1
1= -, " = ‘
¢ ,/1_ﬁ17

Theo nguyén ly tuong déi, tit ca cac hé quy chiéu quan tinh 13 twong duong,
do d6 phép bién ddi tit S sang S’ phai ¢6 dang gibng nhu phép bién ddi i
S’ sang S. Tuy nhién, khi vin téc tuong d6i clia §’ so véi S 13 v thi van tbe
tuong dbi ctia S so vdi §’ 1a —v;. Vi thé, phép bién déi tit S’ sang S, nghia 12
bién déi ngugc, la

= (2’ + fet), y=1y, z=2, =yt +p),

ta thy ching cting 12 mdt phép bién déi Lorentz.
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Xét
2" = yy(t’ — Pact’) = yomi[(z ~ Bict) — Ba(ct — frz)]
= Y271 [(1 + ,61)62)1: - (51 + ﬁ?)d] ’
ct” = ya(ct' — Boz’y = 1anl(1 + BiBa)ct — (b1 + Bo)a]
o dé v 1
- 22 S —
,6‘2 = c 5 Y2 \/1—__5‘5
Khi viét
3= B + Ba y = _1_
1+ 616, V1-82
ta ¢o
_}‘_=1_<31+52)2=(1“16%)(1_6%): 1
¥? 1+ 52 (14 $162)? V(1 + B Ba)?
hay

Y=n7Q+5060).
Do d6, phép bién d8i tir S sang §” dugc cho bdi
' =y(x~-Bet), Y'=y, =2z " =x(ct-p31),
chiing 4 ring né ciing 1a mot phép bién ddi Lorentz. Nhu vay, két qua téng
hop clia hai phép bién d8i LT ciing 1A mét LT,
Chu y rang fc 13 van téc clia §” so véi S. Didu d6 c6 thé chitng minh truc
tiép nhu sau. Xét phép bién déi giita S va . Liy vi phan ta ¢
dz = 7 (dz' + Bycdt')
cdt = vy (cdt’ + Bidz’)
va
dz v + vy .
V= E = 1 n o -
b n
Nhu vay, véi o/, van tde cha mot diém tuong déi véi &, va vy, van toe cia S’
d6i véi S, van tée cla difm dé so véi S duge cho bai bidu thife trén. Néu diém
do diing yén trong S”, thi khi dé v’ = v, va quan hé dé6 cho

_ B+ B

A= 1+ 516
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nhu mong ddi.

(b) Nhu chi ra & hinh 3.4, bing cach trao d6i mét hat ¢ xung lugng bén
chiéu ¢ trong tuong tic, xung luong bbn chiéu cha cac hat 1 va 2, p; va p,
tuong (tng ddi thanh p| va p}. Bao toan xung lugng bén chiéu doi héi

Vi=pita ph=pi—q-

Dat kh6i lugng hat 1 12 my va khéi luong clia hat trao déi c6 xung luong bén
chiéu ¢ 13 0 va xét phuong trinh xung luong bén chiéu thit nhat, Phan xung
Juong cho

q=p)—Ppi.

hay

2 2, 2

¢ =pf +pi - 2p1 P
nghia la
m2y23% = m242 3% + m2y 252 — 2mia 4,515 cos? B, (1)

0 1a goc gilta py va p', va

myY = myyy - m

hay
2,2

my? = m23y2 + misf — 2miyq] . (2)
Céc phuong trinh (1) va (2) két hop lai d€ cho
m? = Qm%(l — 1y + 1183, cos6) .

Ta phai chitng minh ring m? < 0 sao cho tuong tac khéng thé 1a thuc ma phai
1a 40. Do 4232 = 4% — 1, ta phdi chitng minh

\/vf - 1\/7"12 -lcosf <y — 1,

hay
('7% — 1)(7{2 — 1)00529 < (mv — 1)2 )
Diéu dé 12 diing néu biéu thire sau dang
(=D =1 < (nvl - D2,

nghia la
2 2 ) '
1 1 < Y171
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hay

—(m—-m)?<0.

Vi hé thite nay luén ludn diing nén twong tac phai 13 ao.

3005

(a) Cho riing (r, ct) 14 vecto bén chiéu tuong déi tinh, chimg minh ménh
dé néi ring (ck,w) 12 vecto bn chiéu tuong déi tinh.

(b) Cho ring nguyén tir & trang thai ding yén phat ra anh sang tin sb géc
wo v nguyén nr nay dich chuyén vdi vén téc » hodc 13 hudng thing téi hoic
1a di xa khdi mbt nguoi quan sat, sit dung phép bién ddi Lorentz dé dua ra
cbng thite cho tin sé quan sat duge bdi ngudi quan sat ddi véi hai tridng hop
(hudng thang tdi hoac di xa khdi ngudi quan sat).

(UC, Berkeley)
Loi giai:
(a) Xét mot séng dién tir phing
E = E()Pi(k r- .;)[)‘ H - Hoei(k-r——wl)
trong mét hé quy chiéu quan tinh ¥. Trong hé quy chiéu quén tinh khac ¥’

chuyén d6ng véi vén tbe tuong ddi v doc theo huédng z, céc vectd trudng E/, H’
dudc cho bai

Ey=Ej.  Hj=Hy.

/

| =3(EL+pov x H),
,_L:’Y(HJ- — EgV XEJ_)'.

Céc hé thitc nay doi héi ham ma 3 E va H 13 bt bién
K r-—wt'=k-r—wt.
Vi (r.ct) 12 vecto bbn chidu, cac thanh phén cia né bién déi theo

/

' = ~y(x — dct). ¥y =y, 7 =z, ct’ = y(ct - Bzx) .

1l
N
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Dét k = (k], }Cg,ka), k' = (k'l, '2,’05) ta co

k' v ~uw't = kly(z — Bet) + kyy + Kyz — W'y (t — %)

/
=y (k{ + ﬂ:: )I+k§y+k§z — y(w' + Beck))t
=kix+ koy+ kaz —wt.

A 4 ’ a > ” . A A Y S
Khi so sanh cac hé sb clia cac bién sb doc 14p z,y, z, t trén hai vé ctia phuong
trinh, ta tim dugc

cky = y(ck) + Bo'), cky = cki, ck3 = cky, w = y{w + Gck}) .
Cac hé thitc nay hoan toan gidng vdi cic hé thite dbi véi (r, ct)
z=v(c +8ct), y=y, z=2, c=~(cd"+p7).

Do d6 (ck,w) 1a vecto bon chiéu tudng déi tinh.

(b) Gia s{t ngudi quan sét tai gbc clia ¥ vi nguyén it tai gbe ciia &/ (nguyén
tlr chuyén ddng rdi khéi ngudi quan sat vdi van tbe Bc). Tan s6 goc duge do
bdi ngudi quan sat 1a w. Vi 4nh sang phét ra tit nguyén nr dat dén ngudi quan
sat phai dugc phat theo hudng —z, nén theo dinh nghia ta ¢6

/
K = (—k',0,0) = (—‘-"E,o,o) .

Hé thic bién d6i khi d6 cho

1-4 c—v
w=yw — ﬂw)—7(1— \/1+ \/H_v

Néu nguyén tir chuyén ddng téi ngudi quan sat, Sc trong biéu thic trén
phai dugc thay bdi —gc va ta co

Y 1+0 c+v
W l—ﬂ_wo\/c—-v'

3006

P M Ld N, s b 3 &l e A ‘ . \ 3
Mot con tau vi tru rdi khoi trai dat véi van téc v = 0,8c. Khi con tau ¢
cach trai d4t 6,66 x 10® km, do trong hé quy chiéu gin véi trai dét, mot tin
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hiéu vé tuyén dugc gii di cho con tau vii try tir ngudi quan sat trén trai dar,
Bao 1au tin hiéu sé tai dudce con tau:

(2) Khi do trén hé quy chiéu gin vdi con tau?

(b) Khi do trén hé quy chifu gin véi trai dae?

(c) Ngoai ra, cho vi tri ciia con tau, khi né nhin duge tin hiéu, trong cd hai
hé quy chiéu.

(SUNY, Buffalo)
Loi giai:

Gia sif ngudi quan sat trén trai dit 3 gbc ctia hé quy chiéu quan tinh ¥ va
con tau & trang thai ding yén & hé quy chiéu quan tinh ¥’ chuyén déng véi
van tbc Gcsovéi & doc theo hudng z. D€ thuan tién ta xét (b) trrde,

(b) Xét bai toan trong ¥. Tai thoi diém t = ¢t khi con tau tai z,, tin hiéu
vb tuyén glii di tif ngudi gquan sat. Con tau nhan duge tn hiéu tai ¢;. Vi van
tdc truyén tin hiéu 13 c ta ¢6

(t1 — to)e = x5+ (t1 — to)Bc
két qua 13

z 6,66 x 10®

ty — tng = s =
T =B 0,2x3x 105

=1,11x10%s

d6 1a thai gian d€ tin hiéu dat dén con tiu.
(a) Xét hai su kién:

Eo : tin hiéu dudc g tit ngudi quan sat trén trai dét,
E; : tin hiéu téi con tau.

Trong ¥, cactoadd rvatla.

Ep : (z0,t0) = (0, o) ,
E, . (Il,tl) = ((tl - to)c,tl) .

Trong ¥’
3z
t6:‘y(to——%> :‘Yto,

vo— (n _ @) = 4[(1 = B)ty + Bto] .

&
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- Ny e A > , PN a s A ) . N
Do do6 thdi gian truyén cua tin hiéu trong hé quy chiéu cua con tau la

7

1- ;'3-
Hooty =1 =) —ty) = \/

(t] —to) = 3.7 x 10% 5.

14+ 4

() Vi tri con tau khi tin hidu d¢én 1a
ry = (t) —tg)e = 1.11 x 101 x 3 x 10® = 3.33 x 10° km

e A A I A \ a A .
Irong hé quy chiéu trai dat, va x| = 0 trong hé quy chieu con tau.

3007

M6t thién cau ban kinh (tinh) Ry, trén d6 ¢6 nhitng diu mbc dé nhén ra,
chuyén déng véi van tbe v so voi mét ngudi quan sat 6 mot khoang cach rét
xa. Ngudi quan sat chup mét bitc anh thién céu tai thdi di€m ma anh ta thiy
thién cau chuyén dong vuong goc voi duong ndi anh ta véi thién cdu. Anh ta
nhin thiy gi khi anh ta ria phim?

(Columbia)
Lgi giai:

Xét mét hinh vudng nhd ABCD canh (tinh) ! chuyén dong véi van toc v
so v6i mot ngudi quan sat P & mot khoang cach 16n  sao cho miat phing caa
hinh vuéng chita duong nhin nhu chi ra & hinh 3.5 va vao thdi diém khi AB
vuéng goéc vai dudng nhin. Anh sang tir 1)’ phét ra 3 mét thdi diém sdm hon
khi D & vi tri [)’ cat phan kéo dai clia dudng AR tai £’ & thai di€ém dang xét.
Khi d6

pv'n  pr

v c ceost’

E'A=D'D —ltgh =1 (Esec() - igO) = b = 3l
C C
voi 3 =, vi dbi véi L > I, 0 =~ 0. Khi AB chuyén déng vdi van téc v, do

phép co Lorentz né sé duge nhin thiy nhu AB7 = Af = 1/1— 32, trong do

Bay gid xét hinh vuéng ABCD sau khi quay mét géc «, nhu 8 xem hinh
3.6, voi o durde cho bdi hé thic sina = 3. Ta ¢6

F'A=lsina =03  AB =lcosa=1/1-3.
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Mo6i quan hé gitta cac diém E’. A. [3' trong hai truang hop trén la dang gidng
hét nhau. Do dé hinh vuéng chuyén dong trong hinh 3.5 sé duge chup dnh
glong nhu hinh vudng ditng yén duge chi ra trong hinh 3.6. Vi vét la mot hinh
cau, no sé van dude chup dnh nhu mét hinh cau.

3008

Mét dong hé nguyén wr duse mang di mot vong quanh thé gidi Lrén mét
may bay phan luc, sau d6 dude so sinh véi mat dong hé giong nhu thé va da
duoc so khdp thei gian tir trude nhung khdng duge mang di, Hay xac dinh gan
dang si sai khic gitta hai ddng hd theo thuyét duong doi hep?

(Columbia)
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Loi giai:

Gia st may bay phan luc dé chuyén déng véi van tbe Ge. Goi hé quy chiéu
tinh cfia may bay 13 S’ va hé quy chibu ctia trai d4t 1a S. Hai hé quy chiéu nay
c6 thé duge coi gn diing 13 quan tinh. Phép bién déi Lorentz ct = y(ct’ + Az’)
cho Az’ = 0, vi déng hd dugc c6 dinh trong T/, At = vAt/, trong d6 v =

1 . 4 A 2. )

——\/]_._?. Khidédoivéi 3 <« 1,tacd

1 1
At = —— ! g - 32 At/
= ot =(1+57)
hoac

At — At ~ %ﬂzm’ :

Vi du, mét chiéc may bay chién ddu phan luc bay véi tbe 46 1000 m/s, khoang
gap ba lan van tbc ctia 4m thanh. Ban kinh ctia trai dat 1a 6400 km, vi vay may
bay phai mit
27 x 6400 x 10°
1000
dé bay mét vong quanh trai dit. Déng hd duge mang trén may bay sé cham
hon mot khodng thai gian la

=4,02 x 10% s

=2,2x10"7

At Al ~ (1000 \* 4,02 x 10%
“\3x108 2

3009
(a) Viét phép bién d8i Lorentz cho vectd vi tri bén chidu va xdc dinh phép
bién ddi cho vecta xung lugng bén chiéu.

(b) Hay chi ra ré'mg hiéu {ng Doppler vé tin s6 anh sang ¢6 thé dude biéu
dién 1a

1) v = vpy / khl ngudn va ngudi quan sat tién lai gin nhau;

i) v=1y o 3 khl ngudn va ngudi quan sit roi xa nhau;

Y, . \ .. s P - . 2
i) v = ﬁ khi nguén va ngudi quan sat chuyén déng theo cac hudng

vudng goc voi nhau.
(SUNY, Buffalo)



Thuyét tudng dbi hep 647

Lgi giai:
(a) Xét hai hé quy chiéu quan tinh ¥, X’ ¢6 cic truc tuong ing song song
véi nhau sao cho ' chuyén ddng véi van tbe v = Bc doc theo phuong = va cac

gbc toa dé tring nhau 4 thai diém ¢ = ¢’ = 0. Phép bién d&i Lorentz cho vectd
vi tri bdn chiéu z¢ = (r,¢t) = (2,y, z,ct) 12

I"":leﬁ,
trong dé
v 00 By
0 10 0O
x
@%=10 01 o
—f#y 0 0 ~

véiy = (1 — 2)7s.
Vecto xung lugng bon chiéu duge dinh nghia 14
p* = (p¢, E)

trong dé E = me? 13 ning lugng toan phan. Vi tht ¢4 cac vecto bén chiéu bién
déi theo ciing mdt cach nén phép bién déi ctia né duge cho bdi

pzc Yy 0 0 —Bv\ [p:c ¥(pzc — GE)
Py _ 0 1 0 0 pye | _ PyC
plzc 0 01 0 y1s p=zC
E -8By 0 0 ~« E Y(E — Bpxc)

(b) Vecto séng bén chiéu duge dinh nghia 1a
k% = (ke,w) .

Phép bién ddi ctia né 1a
Ko = QgkP

c6 thé duoc viét 1a
b= (b)) Kk Kok o == ko).

DE thu dugce hiéu ing Doppler, gia st cac hé quy chiéu clia ngudn sang va
nguoi quan sat tuong 1ng la ¥/, 3.
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i) Khi ngudn sang va ngudi quan sat lai gan nhau, 14y 8y 1a vin tde tuong
dbi cuia ngudn so véi ngudi quan sat. Khi d6 g = —gp. Phép bién déi ngugc ta
dugce

w=y(w + BkLc) =y — Spklc) .

Jo g — ! ;

Vik, =kl =0k, =—k=—-2,tacé

1+ 5
1-58y"

1+ Gy
v 15"

trong d6 ' = 27vg LA tn s goc riéng cla anh sang va w 13 tn sb gbc khi
dugc do bdi ngudi quan sat. Chll y rang k, = —k anh sang phai duge phat
ngudc tro lai dé dat tdi ngudi quan sat.

w=v(1+ 8o =

hoic

11) Khi nguon sang va nguoi quan sat lui xa nhau ra, ta ¢c6 8 = 3y, Ooc la
van the cta cla nguon sang so v4i nguoi quan sat. Nhu vay

' 1_!30

—’7(1—.30)»0 —w\/m,
. 1-0
) 1+50

iii) Khi ngudn sang va ngudi quan sat chuyén dong vudng géc véi nhau, gia
stt ngudn sang & toa do (0,/, 0) trong hé ¥’ va ngudi quan sat  toa db (0,0,0)
trong hé . Ngudn va ngudi quan sat chuyén déng cat nhau tai t = ¢’ = 0, khi
k. =0, k, = —k, k}, = 0. Phudng trinh bién déi dbi véi w khi dé cho

hay

LlJI

Jv1-p52’

w =y + Bkze) = W' =

hoac

3010

Mot song ngang don sic vdi tin sb v lan truyén theo hudng tao véi truc z
mét géc 60° trong hé quy chiéu K gin véi ngudn. Ngudn chuyén déng theo



Thuyét tuong dbi hep 649

’ . s - » A _ 4 ’ 2 s [ ’ s A
hudng 2 VO’I van toc v = ;¢ theo hudng vé phia nguoi quan sat dung yén trong
hé quy chiéu K’ (trong d6 truc 2’ cia ngudi quan sat song song vdi truc ).
Ngudi quan sat do tin sb séng.

(a) Xac dinh tin s6 do dugc o/ theo tn sb riéng v cha séng.

(b) Xac dinh géc quan sat trong hé quy chiéu K'.

(SUNY, Buffalo)

Lai giai:

Hé quy chiéu K clia ngudn sing chuyén déng véi van tde 3¢ so voi hé quy
chiéu K’ (hé quy chibu gin v6i ngudi quan sat). Phép bién déi nguoc cha cic
thanh phén vecto séng bén chiéu duge cho bai

kic=~(k.c+ Bw), kyc= kyc, K¢ = k,ec, W = v(w + Bkzc) ,

trong d6 v = (1 — [32)_%. Tén s géc chia séng trong hé K 1a w = 27v. Néu goc
gitta anh sang va truc z 13 0, thi

ky = kcos, ky, = ksind. k., =0. w=kec.
Do do
W = y(w+ Bwcosh) = (1 + Bcosw |

hodc
, (14 Beost)r

Vi

Céng thitc trén ciing ¢ thé viét lai thanh

k' = (1 + Bcos )k .
Vi
3
= (ke 22) = bfcost ).
goc k' tao voi truc =’ dugce cho badi

k! cos@ + 3
3 ! = —‘t = -
cosd k! 1+ Bcos8

voi 8 = 0,8, 8 = 60°, ta ¢6 (a)

, {1+ 0,8cos860° § 1,4 7
V1-0.8
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(b)

cosd — 0,5+0,8 13
T 140,8x0,5 14°

suyrad’ = 21,8°.

3011

Xét hai anh em sinh d6i. Tim ctia méi ngudi dip mét lan trong mot gidy
va tuong ing mbi nhip tim méi ngudi truyén mot xung vo tuyén. Mot ngudi
& lai tinh tai trén Trai Dt trong mét hé quy chiéu quén tinh. Mot ngudi bay
vio vii try, hic diu ding yén tai thai diém 0 sau dé gia tbc rit nhanh 1én vin
téc v (trong vong chura dén mot nhip tim va khéng lam réi loan nhip tim ctia
anh ta!). Ngudi du hanh di trong thdi gian ¢, do bing ddng hé clia anh &y,
bao gbm ca qua trinh phat xung v nhan xung tir nha. Sau dé vao théi diém
t; anh 4y bit ngd dio van tbc va trd vé Trai Dat & thoi diém 2¢,. Anh dy da
phat ra bao nhiéu xung? Bao nhiéu xung anh dy di nhin dudc trong qua trinh
bay di? Bao nhiéu xung anh 4y di nhin dudc trong nita hanh trinh bay vé?
Ti sb téng xung nhén duge va xung gt di bing bao nhiéu? Tiép theo xét dén
ngudi 3 nha, Anh 4y giti xung trong toan b hanh trinh cia ngudi du hanh.
Anh 4y nhan xung tit ngudi du hanh. Tt thdi difm 0 dén t, (do bdi ddng hd
cta anh dy) anh Ay nhin cic xung tin s6 gidm do hiéu tng Doppler. & thai
diém t; anh 4y bt diu nhan cic xung tin sb ting do hiéu iing Doppler. Liy
t3 1a khodng thai gian tif thai diém t, cho tdi khi két thic chuyén di. Anh 4y
nhén duge bao nhiéu xung trong khoang thai gian t,? Trong khoang t3? Ti s6
gifta nhiing xung nay la bao nhiéu? Ti s6 cia tdng sb cac xung anh Ay gt va
nhan 14 bao nhiéu? So sanh két qua nay véi két qua tuong tr trong trudng hop
nguoi du hanh.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

Xét cac hé quy chiéu quan tinh ¥, ¥’ véi ¥/ chuyén dong véi van téc v so
véi ¥ theo huéng clia truc x. Cdce hé thitc bién déi véi cdc vecto khéng-thdi
gian va tin s6 géc bbn chiéu 1a

ar’ = y(z — vt), = /y(x' +Ut,) \
y =1 Z =z,

;o VT 4

w' = ~y(w — vk;), w= vy +vkl),
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ky, = ky, kK, =k,,
trong dé
1 .. lvl w
— G —_ k_ , _2 ,
’Y-———'—'ﬁ iz val ﬂ—C, ||—C w = emy

v 12 tin sb.

Goi X3, &’ 14 céc hé quy chiéu nghi tuong (ing ctia anh A (ngudi 6 lai nha)
va clia anh B (ngudi du hanh), véi A, B dit & cac goc toa dé tuong 1ing. Vi céc
thai gian gia toc va giam téc ctia anh B nhé hon so v4i thdi gian cla chuyén
di, £’ c6 thé vin dugc coi 13 hé quan tinh. Do thai gian theo gidy sao cho v ¢b
tri s6 12 mét trong hé quy chiéu ditng yén. Lic bit diu chuyén di clia ngudi

‘B,t=¢t=0.

Xét trén quan diém cia anh B

(i) Tong thai gian cha chuyén di 1a A¢’ = 2¢,. Do vy anh B gtii 2¢; xung
trong toan chuyén di.

(i) Dbi v6i hanh trinh bay di, 8 = ¥, k, = £, vA cac xung dudc nhan bi
anh B ¢6 tan s6

1
v = (v gebeks ) =1(1= By =2(1 - )
vi v = 1 khi ¥ 12 hé quy chiéu nghi ctia A. Do dé anh B nhin

V'tl = ‘y(l — ﬁ)tl =1 %t_i——,‘g

xung trong qua trinh bay di.
(iii) DSi v6i hanh trinh bay vé, 8 = £, k, = £, vA

V=514 By =~(1+0).

Bgi vy anh B nhan

oo _,. [1+B
vt =1+ 8t =t 13
xung trong qua trinh bay vé.
(iv)
t8ng sé xung nhdn duge bdi B A(1 - Aty +y(1+Ht 1
tdng sb xung gii bdi B 2t 7 Vi-gt

428TALG 0O HOC
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Xét trén quan diém ciia ngudi A

(i) Trong thdi khodng ¢ = 0 tdi ¢ = ¢,, ngudi A nhin cac xung tn sb gidm
do hiéu g Doppler chi ra ring B chuyén déng roi khoi trong khoang thoi
gian d6, nghia la 8 = 2. Vi cac xung dugc phét ra trong huéng —z’ dé dat dén
A, k; = —%. Nhu vay

v= - 8v)=~(1- 80 =~1-8),

bdi vi v’ = 1 khi ¥’ 1a hé quy chiéu diing yén clia B, va s6 cic xung nhén dudc
13 v(1 — 3)t,. Khodng thdi gian trong d6 B, bit diu tai t = ¢ = 0, chuyén
déng roi khoi A dude bién ddi béi

BATL

At =~ (At' + ) = yAt =4t

vi Ar’ = 0, B diing yén trong ¥'. Tuy nhién, A va B théng tin bing xung anh
sang, toan bé thdi gian hanh trinh cda cac xung d6

z _ (= + Bet’)
C - C

= 'ﬂj‘t_/ = 'TBtl s
& day z 1a toa d6 cla B trong ¥, can phai duge tinh dén. Do dé
I L
t2=At+z =v1+ P/t =ty —

nghia 13 s6 xung nhan duge 1A

1-0
1+ 8

y(1 = 9)ts =ty =1 .

(ii) Trong khodng thdi gian #; tir t = ty dén cudi hanh trinh, A nhan xung
tn sé ting so hiéu ing Doppler chi ra ring &’ chuyen dong theo hudng X,
nghiala 3= -2 Vik] = -,

v=~ +8/) =51+ 60 =~v(1+8).
Bang 14p luan tuong t nhy trong phan (i) ta cé
t3 = ‘}'tl - ‘7|Bt1 = ‘)’(1 - ,@)tl .

Vi's6 xung nhin duge 1a -~
Y1+ B)ta =11 .
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(i)
sb xung tan sb giam A4 nhan dugc 1
s6 xung tAn sb ting A nhin duge  t

=1.
(iv)
t8ng sb xung gt bdi A
t8ng s xung nhan dudc bdi A

_ tQI + {3 ~(1 + [3)t1 + ‘y(l - ﬂ)tl 1

T 21, T g

Ti sb nay gibng nhu ¢ s& ctia sé xung nhin duge bai B trén sb xung gti di boi
B trong thoi gian toan by hanh trinh, nhu mong doi, bai vi su dén sb xung la
bit bién trong phép bién déi Lorentz.

3012
Mot con tau c6 mbt may phat va mét may thu tin hiéu. Con tau, rdi khoi
trai dét voi vin tée khong déi, g trd lai trai dit mét xung tin hiéu va né bi
phan xa tl trai dit. Bbn muoi gidy sau trén dong hd con tau, con tau nhin
dugce tin hiéu va tn s6 tin hiéu nhian dude bing mét nira tAn sb phat ra,
(a) Tai thai diém khi xung rada bi phan xa khéi tréi dat, thi trai dit & vi i
nao khi do né trong hé quy chiéu con tau?
! hY ‘A /e ro 3k
(b) Van tde con tau bang bao nhiéu so vai trai dat?
(¢) Tai thdi di€m khi con tau nhan lai dude xung rada thi con tau 6 dau
khi do trong hé quy chiéu trai dat?
(UC, Berkeley)
Loi giai:
Con tiu va trai dat dit tai cac goc toa dé tuong ng clia cac hé quy chiéu
Y’ va X, vdi ¥ chuyén déng véi vén tbe ¢ so véi X trong hudng r sao cho
' = r—=0tait=+¢=0.
(a) Van tbc cia xung rada 1a c theo tht ca cic hudng. Nhu vay trong %’
xung can thai gian 0 = 20 s d€ t6i trai dAt. Vi vy vi tri clia trai dét khi xung
kd A ,n ‘ \ A A =
phan xa tir trdi ditlad 2’ = —20 ¢ = —6 x 10° m duge do trén hé quy chiéu con
tau.
~ 4 R 7 U ’ ' A ’ .
(b) Trong ¥ tan sb géc w cta tin hidu dude quan sat 1a

w = y(w' + Ack’)
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v8i W = wg, tin sb géc riéng cua tin hiéu, k), = —=2 khi tin hiéu phai di theo
huéng —z' dén trai dit, va v = \/11_? Nhu vay
w=2v(1—Bwo .
Sau khi phén xa ¥ trai dit tAn s6 gdc sé€ duge quan sat trong ¥’ nhu sau
W’ =y(w — Bckz)
V8i ky = 2, w = (1 — B)wp. Nhu vdy

W’ =51~ flw = v*(1 ~ §)*wo = G—;—g) wo = %wo :

ta dugc két qua
1
B=z.
3
Do dé vén toc con thu so v8i trai dét 1a

1
v:§x3x108=108m/s.

(c) Trong ¥, khi tin hiéu phan xa tir trai dit, thdi gian 13
—20¢

Vi trai dat chuyén dong véi van téc tuong déi —Sc. Khi con tau nhéin dugc
tin hiéu thi thai gian 13 ¢ = 60 + 20 = 80 s. Vi con tau ditng yén tai gbc cha
%/, 2’ = 0. Thai diém d6 ducde cAm nhan trong hé T nhu thdi gian

[
t:'y(t'+ﬁ%)=7t'=807.

Vi con tau roi khéi trai dit véi van tbe 8¢ = 3c vi tri cha né trong ¥ tai thoi
diém dé 1a

t = =60 s

x = Bct = %3—07028,5x 10° m

3013

Mét ngudn diém S cha 4nh sing don sic phat birc xa ¢6 tin sb f. Mot
ngudi quan sat A chuyén déng véi téc dd khong ddi v doc theo mdt dudng
thing cach ngudén S mét khoang d (hinh 3.7).
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(a) Hay xac dinh mét biéu thitc cho tdn sé duge quan sat nhu mot ham
ctia khodng cach z tir diém gin gbc O nhat

(b) Hay vé dé thi gin ding trong trudng hop (a) néu cho 2 = 0, 80

(UC, Berkeley)

Hinh 3.8
Loi gidi:

(a) Goi cac hé quy chiéu ditng yén ctia nguén sdng S va ngudi quan sat A
tong iing 13 ¥ va X', 1y huéng cia vén téc tuong déi v doc theo cac truc =
z'. Phép bién déi cac thanh phin cha vecto séng bdn chiéu 12

ok, = ylcks —Bo),  ky=k, K=k, W =7y(w=Bck),
trong dé k| = ¥

c?

__“v _ 1 - i =¥ 3
_2,7_\/1—_7.Vikm—ksm0,k— =, ta co

W = y(w — Bwsinf) = yw(l — 3sind) .
Vai sinf =

T orf’, w = 2nf, cic bifu thitc trén cho tan s6 duge
quan sat 1a

o, Bz f
f_(l d2+x2)\/1—ﬁ2'

(b) Néu 3 = 0,8, y = ey = 2 va
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A + ) I . v
Dé um dang cua [,, ta xét cac gidi han sau

{21 84 < 3
€L — — 20, el I e e
f 3 \vfi.‘g_)}.—!_l
ro. 4 1
=20 — =T [ R —_— —
"5
=10 —_ = =,
uis T 3

D6 thi gin ding clia -? duoc chi ra d hinh 3.8.

3014

4 - L - ) - . - | ¥ ~ -
Xét bite xa don sdc phat ra  mat troi 6 tn s6 13 v, cps, va nhan duoc &
trai dat véi tén s6 v, Mz. S dung dang ma tran Riemann

24
Qm—‘-(l-i--‘j). g11 = gz2 = g33 = —1, Quzr =0,

trong dé & la thé ning hé}p din trén mo6t don vi khoi lwong dé rat ra “dich
chuyén dé hép din” “=—*:) nhy 13 mét ham cda hiéu cac thé hap din 6 mit
trédti va trai dé,

(SUNY, Buffalo )
Loi giai:

Trong mét trudng hap din, ta luén cd thé dinh nghia mét hé quy chiéu ma
dbi vai nd truong hap dan triét téu wén mdt ving duge gidi han va né thé
hién nhu mét hé quy chiéu quan tinh. Mot hé quy chiéu roi tu do trong truong
hap dan 1a mét hé quy chiéu nhu vdy. M6t déng hd chudn bat déng trong mét
hé quy chiéu nhu vdy do khodng thoi gian riéng dia phuong.

Xét su phat ra birc xa don sac bdi mot nguyén tlt dung yén & P, trong mét
truang hip din va sir dung mét hé toa dd trong d6 nguyén tit & tranh thai
nghi. Néu chu ki [a ¢ trong thoi gian toa d6, chu ki T trong thoi gian riéng dia
phuong la
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Gia stt cac dinh lién tiép cia bic xa phat ra tit P; 8 cac thdi gian toa dd
ty, to + t dugc nhin & diém P, ¢6 dinh khac 6 cac thoi gian toa db ty + T va
to + T + t, trong d6 T 14 hiéu gilta cic thdi gian toa dé ca phat xa 8 P, va
tiép nhin dugc 3 P,. Néu trudng hip dan 1a tinh, T 13 hing s6 va chu ki dudc
do trong thoi gian toa dd la

(fo+T+8t)~(to+T)=t.
Tuy nhién, mét ddng hd chuin do thdi gian riéng dia phuong & P; sé cho chu
kila
T, =t gOO(P‘Z) .

B3i vdy tan sb v clia vach phat xa & P, va tin sb v/ quan sit duge 8 P, khi
duge do bdi cac ddng hd chuin gidng nhau duge lién hé bdi

vVo_ 1 _ [g00(P)
v 7! goo(Pg)

Néu P, P, tuong 1ng & trén mait trdi va trén trai dit, ta c6 dich chuyén dé
hap dan Ia

~ 2(rs) — B(re)
S

3015

Mét chiée guong dang chuyén déng trong chan khéng véi toc dd tuong dbi
tinh v theo hudng truc . M6t chiim sang c6 tin s6 w; 13 chiim t6i vuéng goéc
(tr z = +o00) lén guong, nhu dugc chi trén hinh 3.9.

{a) Xac dinh tin s6 cta anh sang bi phan xa biéu thi w;, ¢ v v?

(b) Xac dinh niing ludng ctia mdi photon bi phan xa.

(c)*Théng luong ning luong trung binh ctia chiim téi 13 P; (oat/m?). Xac
dinh théng lugng néng lugng trung binh ciia chiim phan xa.

(MIT)
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a—— anhséng
x, x'

]
oG 1\3;\}1\.\&. ~
<

™~

Hinh 3.9

Loi giai:
(a) Goi &, ¥/ tuong ung 1a cc hé quy chiéu cta ngudn sdng va ngusi quan
v . 5 - . L & b e R £ , [
sdt, va cua guong. Phép bien doi doi vai tan so goc dugce cho boi

w' = v(w — Jok,), w = ylw' t 3ckl) .

g v . 1 k. [ . s o o W
trongdo 3 =%,y = R o Doi vdi dnh sang t6i, w = wy, ky = —=, guong
nhin
why = y(wy + Jwy) = (1 + S
Trong su phan xa, w, = . Nguoi quan sat trong hé ¥ sé nhan
Wy = "}l:u.-':. | dck;]
vai k), = W/ /c, hodc

wr = (1 4+ Al = ¥ (1 + 3%,

_(1+ﬁ) . [et
|l -3 = c—1 ot

D6 la tan so goc clia anh sang phan xa.

(b) Niing lugng ctia moi photon phan xa 1a

(¢) Néu n 13 s6 photon trén mét don vi thé tich ctia chum sang théng luong
nang lugng trung binh cta nd 1a nchw. Théng luong nang lugng trung binh
cha chum phan xa do do 14

Pr= nohuw; = (1?)) nehw; — (C + U) P,

g v c v
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3016

Nhu dude chifng kién bai mot ngu'(ji quan sat quan tinh O, cac photon co
tan s6 v 1a photon t8i mét guong phang, 1éch mot goc ¢, 50 voi phap tuyen
Cac photon nay bi phan xa trd lai véi goc 6, so véi phap tuyén va voi tan s6 o/
(hinh 3.10). Hay xdc dinh ¢, va +/ theo 6, va v trong trudng hgp guong chuyén
déng theo phuang r vdi van toc v so vdi O, Két qua sé nhu thé nao néu guong
chuyén déng véi vin tc o theo phuong y?

(Princeton)

Hinh 3,10 Hinh 3.11
Loi giai:

Goi ¥, ¥’ tuong (ng la cac hé quy chiéu ditng yén clia ngudi quan sat va
guong (xem hinh 3,10 va 3.11) va dling cac hé thirc bién déi

ck, = v(cky — Jw), cky = v{ckl, + B,
cky, = cky, ek =¢k;
W = ylw — Jekz), w = y{w + Ocky) .
Vi k, = = = 2 g —wr I g ¢4 doi vl 4nh sdng téi

By

o

—klcost =~ (—k, cosfl, — ) = —vkilcos 0, + 3) .

w! = v{w, + Fckicos ) = vw;(1 + Bcosd;)
hay
ki cos8; = vk, (cos8; + 3), ki = ~vki(1 + Gcos8,) .

Trong su phan xa, w = W, &, — ¢!, do dé dbi v6i anh sang phan xa ching ta
co

wr = Y(wl + Bckl cos ) = v{w] + Jw, cos ) .
ky cosOp = ~vkl(cos ) + ) = vk {cos 0] + @),
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hoic
kr = vki(1 + Bcos b))
= 72ki(1 + Bcosb;) + v 3k, (cos 6; + 9)
= v2k;(1 + 20 cos 6; + 3°) ,
k, cos 8, = v2k;i[(1 + 5%) cos 6, + 24] ,
nghia 13

S v(1 + 28 cosb; + %)
= T~ ;

(1 + B%)cos b, + 23

1+ 28cosd; + 32

cosf, =

Néu guong chuyén ddng theo phtmng_ Y, Su chuyén déng sé khéng anh
hudng téi qua trinh phan xa va ching ta van cd

vV =, 0, =6; .

3017

Trong mét phién ban di dudc don gidn hod vé két cuc cha mdt trong
nhing tiéu thuyét ctia Fred Hoyle, nhan vat du hanh véi thira s6 Lorentz cao
theo phuong vudng goc véi mit phing thién ha cta chdng ta (hinh 3.12), di
néi rang anh ta ¢é vé nhu & bén trong va hudng vé phia miéng chia mot “bat
¢4 vang” v8i m6t mép mau xanh va mdt thin mau dé (hinh 3.13). Feynman
da danh cubc 25 cent ring anh sing tir thién ha sé khong trong giong nhu vay.
Ching ta sé kiém tra xem ai dung. Liy tbc dé twong d6i 1d 8 = 0,99 va goc
trong hé quy chiéu cia thién ha 13 45° (hinh 3.12).

(a) Xac dinh biéu thic cho quang sai tuong déi va dung né dé tinh (hinh
3.13) phuong tir d6 anh sang tit ria cha thién hi cé vé truyén téi khi dugce
nhin trén tau vii tru. A

(b) Xac dinh hiéu 1ing Doppler tuong dbi tinh va diing né dé tinh ti s6 tan
sb v/ /v cho &nh séng tif ria thién ha.

(¢) Tinh ¢ va v/ /v & géc ¢ dl d€ xem ai da thing trong vu ca cugc.

(UC, Berkeley)
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s

Hg
quy chiéu
cia thign ha
-~ =
Hinh 3,12 Hinh 3.13

Loi giai:

a) Gia st Y, ¥ tuong tng |4 cic hé quy chiéu quan tinh gin déi voi tau via
tru va thién ha, vdi &’ chuyén déng voi toc dé v doc theo hudng truc r, trong
do truc r vubng goc voi mat phing thién ha (hinh 3.12), Cac van toc ciia mot
diém, u va o/, trong hé 5 va ¥’ duoc lién hé vai nhau bdi phép bién déi van
tac.

il = Ur — ¥ i = 1y i : Uz
2= T v ) T T
I =g il =28 ) v (1 - )
trong d6 v — 71'-——{—; vdi 3 — L. Xét dnh sdng toi rir mét diém & ria cla vong

tron ngan ha nhu dudc chi ra trong hinh vé, ddi véi nd

Wy — CCOS 2, ty = ¢sing, i =0
Khi do
, , TCusE — W
U, = ecosypy — —m—m
* 1 - Feosyp
hodc
, cos — 3 0,707 —0,9Y

= — = —0.943
1 —deosye  1—0,99 = 0,707 -2

Ly ' = 160.6°. Day la géc ma huéng ctia dnh sang tao véi hudng chuyén
dong caa tau vu tru khi duge nhin bdi nha du hanh, Goc nay la géc bu cua goc
» da duge chi ra trong hinh 3.13,

(h) Phép bién déi dbi voi tin sb goc

cos g =

w = Y(w — Bk, )
= vy(w — Gck cos p)

= qw(l — Jcos o) .
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cho ta
z/_' w' 1—0,99><0,707_2

= —=7(1-3cosyp) = )
oy (1 — Bcosy) T—0.00°

(¢) Két qua trén chi ra ring 4dnh sang t ria d3 bi dich chuyén vé phia xanh.
Déi voi dnh sang tif tAm, v = 0 va

13 .

!

";:vu—ﬂ):o,on,

cho thiy ring né bi dich chuyén vé phia db. Hudng tdi han giita dich chuyén
xanh va dich chuyén dé dudc dua ra bdi céng v/ = v, hoic

Cos @ = l (1— l) =0, 868,
B Y

tie 1a p = 29, 8°.
Khi tau vil tru roi tdm clia thién ha, lic diu ¢ = 90° va

7
L en=109,
1%

vi vay tit ca anh sang tit thién ha xuét hién nhu bi dich chuyén xanh. Khi né
roi xa dan tlt thién ha, 4nh sang tir tim bit diu chuyén thanh dich chuyén dé.
Khi tau vil tru di xa hon, anh sang tit viing tim cang 16n hon sé 6 vé nhu dich
chuyén dd. Chi 4nh sang tif ria 13 dich chuyén xanh. Rét cuc & mot khodng
cach 1dn ¢ = 0 va ¥ = 0,071, tht c 4nh sing thién ha 1a dich chuyén dé. Bdi
vay tuyén b ctia nhan vit trong tiéu thuyét Fred Hoyle 14 diing va Feynman
thua cudc.

3018

Khi duge quan sat trong mét hé quy chiéu quan tinh S, hai tau vii tru bay
nguoc hudng doc theo mdt dudng thing, cic quy dao song song cach nhau
mét khoang cach d (hinh 3.14). Téc dé ctia mbi tau 1a ¢/2, trong dé ¢ 14 toc
d6 anh sang.

(a) O thoi diém (khi nhin tir S) khi céc con tiu 8 cic diém c6 khoing cach
gan nhat (dugc chi ra bang dudng ditt nét trong hinh), tau (1) phong ra géi
nho c6 van tdc 3¢/4 (cling duge quan st tit S). Theo quan diém ctia ngusi
quan sét trén tau (1), gbc phéng géi nho bing bao nhiéu dé 6 thé nhan duoc
trén tau (2)? Gid st ngudi quan sat trén tau (1) cé mot hé toa dé ma truc cla
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5 I I Icfg

Hinh 3.14

né song song voi truc chia § va nhu trén hinh vé hudng ciia chuyén déng song
song vdi truc y.
(b) Toc dé cha goi nhd ma ngudi ngdi trong con tau (1) quan sat dudce 12
bao nhiéu?
(CUSPEA)
L&i giai:
(a) Hay xét cac su kién xay ra trong hé quy chidu S. Goi nhd phai ¢é u, — 5

dé sau khi chuyén déng mét khoang cach Az — d né sé ¢é cling toa dd y nhu
vdti con tau (2). Do d6, trong hé §, g6i nhé phai cé cac thanh phan van toc

Lt i (3 ()L Ve
T VT TR TG 2) T 4 -

Goi 8’ 1a hé quy chiéu quan tinh gin véi tau (1) 6 cac truc toa dd =, ', 2’
ctia no song song vii cac truc z, y, : tudng Ung cua 9. Vi twang ing S’ ¢6 van
b N 2Ty e - - o e R S
toc vy = — 5, theo phuong y doi voi hé quy chiéu S, phép bién déi dbi vdi vin

toc dude cho bdi

trong do
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Do do

T

Z0+1) W
Nhu vy tau (1) phai phong géi nhé theo goc a so voi hudng cia tau (2) dugc
xac dinh badi

ul

ul‘
hay
a=64,2°.

‘ ~ > 72y > . Vd \ " . N s A ~
(b) Toc do cua goi nho khi nd duge nhin bdi ngudi quan sat trén con tau

M) 1la
16 15 79 .
’: /2 /2-_.... - _ = — ':0\889 .
u uy + uy o5 + 100 c =4/ 100 ¢ \ c

3019

Hai hat c6 cing khéi lugng m dugc phat ra theo cling mdt hudng, véi cac
xung lugng tuong ng la 5me va 10me. Khi nhin tit hat ¢ xung lugng nho
hon, cham hon thi vén téc ctia hat ¢é xung lugng 16n hon nhanh hon 14 bao
nhiéu, va nguge lai (¢ = tbc d6 anh sang).

(Wisconsin)
Loi giai:
Trong hé quy chiéu phong thi nghiém K, hat chdm hon c6 xung lugng

myvy = myiBic = dme .

suy ra
o =4/ —-1=5,
hodc
v =26.
Do vay

. 1 25 25
'2“ —_— = — 5] f— — .
g =1 % = 35" hoac v ’/260
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Tuong tu cho hat nhanh hon, van the 13

o 100
>~ Vol
Gid sif K1, K 1a cac hé quy chiéu tinh tuong ing clia cic hat cham hon va
nhanh hon. Phép bién d&i van tde gilta hé Ky va K, chuyén dong vai Ky val
van tdc v theo phuong z 12

, Uy — V
u;r:_ ULV
I
1- 2
c

Do d6, trong hé K, van tbc ctia hat nhanh hon la

/100 _ /25
V3 — vV 101 26
o = 0, 595

aC .
1 — 100 25
(‘2 101 ?6

<

N
|

o
{l

Trong hé K,, van téc cta hat cham hon la

’ vy — W 2

oty = —0,595¢ .

(.‘2

3020

Ngudi quan sat 1 nhin mot hat dang chuyén déng vdi van tbe v trén mot
quy dao 12 mot dudng thing léch mét gdc » ddi véi truc z. Ngudi quan sar 2
chuyén dong voi van tbc u so v8i ngudi quan sat 1 doc theo phuong z. Xac
dinh céng thitc tinh van t6c va hudng chuyén dong clia hat khi duge nhin i
ngudi quan sat 2. Kiém tra két qua trong gidi han v — c.

(UC, Berkeley)
Loi giai:
Gia stt K, K' tuong 1ing 13 cac hé quy chiéu nghi clia ngudi quan sat 1 va

nguoi quan sat 2 ¢6 cac truc song song sao cho truc z nim trong mit phing
clia v va u nhu 3 trén hinh 3.15. Phép bién déi van téc cho
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v

VGi y =

It:‘}’(]_—‘u:;z): | sy vy__y(l_uvz)

»
x

Hinh 3.15

, Uz U UCOSP—u
vy = Ul UUCOS P °

1- 2 ERY
c

C

12

vsingy/1 — —

v 2 v
] T C 7 Yy
0,

c2

Do do6

L
V(2

v = Vo + v

2.,2 qin2
/ . u?v?sin
v2 + u? ~ Qvucosyp — —-—5—@
c

| _ weosy

c2

. : u?

) wvsin - —
tangp'—-v—l- ’ €

I O :

A VCos P — U

Nhu vay ngudi quan sat thit hai nhin thiy mét hat chuyén déng véi van tbc v’
trén mot quy dao 1a duong thang léch gdc ' so voi truc 2’

Tro

ng gidi han v — ¢,
, V2 +u2—2cucosp—ulsinlp ¢ —ucos ‘
v UCOS P ~ | _ ucosy =c.
c c

Diéu d6 néi nén ring c trong bt ki huéng nao déu dugc bién ddi thanh ¢, pht
hop vdi cac gia thuyét co ban cla thuyét nrong d6i hep la ¢ nhu nhau theo
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moi hudng va trong moi hé quy chiéu quan tinh. Diéu d6 chiing to két qua clia
chung ta la dung.

3021

(a) Mot photon c6 ning luong £, bi tan xa boi mét electron co khdi lugng
m, ban dau & trang thai nghi nhu & hinh 3.16. Photon ¢ nang luong cudi
E;. St dung thuyét tuong déi hep, x4c dinh céng thirc lién hé E; va E, vai 4,
trong do # la goc gilra photon tdi va photon bi tan xa.

(b) Trong cac budng bot (bubble chambers), nguoi ta thudng quan sat su
sinh mot cip electron-positon tif mét photon. Hay chi ra rang mdt qua trinh
nhu thé 13 khéng thé xdy ra.trit khi c6 mét var khac lién quan, vi du nhu
mét hat nhan. Gid thiét ring hat nhén cé khéi luong M va electron ¢6 khoi
lwong .. Ning luang nhd nhat ma photon phéi cd dé tao ra mét cap electron-
positon 1a bao nhiéu?

(Princeton )

P, E, ]

Pe. Eg

Hinh 3.16

Lai giai:

(a) Su tan xa dudc biét nhu hiéu \ing Compton. Theo dinh luit bao toan
nang lrdng, ta co

E; 1 moc® = E;+ E.
o day £, 1a ning lugng cua electron sau khi tan xa. Theo dinh luit bao toan
xung lugng, ta co
Pi=Pr 4+ P,

trong 6 P; va Py wdng ing 1a xung lugng cla photon trudc va sau khi tén
xa, P, 1a xung luong cua electron sau khi tan xa. Chung ta cling ¢6 wf dang
rit gon cla vectd xung luong bon chiéu clia electron

] v a
B = mﬁc" + F‘E"]e"2 :

=5

HETELG COHOC
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hoac
(mecz+Ei~Ef) =m2ct + (P, — Pf)

Dbi v6i photon, E; = P¢, £y = Pyc, va biéu thirc trén trd thanh
2mec?(E, — Ey) + (E; — Ey)? = E} + E} — 2E;Ef cos# ,

hoac .

1 1
(ff — E) mec® =1 — cosb.

(b) Gia stt phan Ing v — e~ + e™ 13 ¢4 thé xdy ra. Khi d6 nang luong va
~ xung luong ctia hé phai dude bo toan trong tit ¢a cic hé quy chiéu quan tinh.
Haiy xét médt hé quy chiéu gin véi tAm khéi lugng ctia cip dugc tao ra. Trong
hé quy chidu nay, electron va positon sé chuyén dcfmg trén mét dusng thing
qua goc toa dé roi xa khoi nhau voi clung véi téc db v va xung lugng toén
phin bang 0. Bao toan xung lugng doi héi xung Iuong cua photon ban dau
- ciing bing 0. Tuy nhién mdi hat cé ning luong mevyc?, trong dé vy = —-L —, va
. \/1 3

he co ning ludng toan phan 2m,yc?. Day cing phai la niang lugng cua photon
ban d4u, do bao toan nang lugng. Diéu dé kéo theo photon ban diu phai ¢
mét xung lugng 2meyc, mau thuin véi két qua thu duge nir bio toan xung
lugng. Vay phan (ing khong thé xay ra.

Ning lugng va xung luong ctia ca hai c6 thé duge bao toian néu mét hat
khac, mét hat nhan khdi luong M chang han, ¢6 lién quan. Trong trung hop
photon ¢6 vita d2 ning ludng E dé tao ra mét cip nhu thé va M 14 khbi lugng
nghi ban dau, cip nay sé dudc tao ra trong trang thai nghi, nghia la

E + Mc® = M~c? + 2m.c?

)

b3 dé _ 1 /,o v \ A A ) A . - . >
o day v T voi 3 =0 la van toc cua hat nhan sau khi tao cédp. Bao

toan xung lugng cho

E = M~0c.
c

. { E \°
2:1 -
Y +<Mc2)

va phuong trinh ning ludng trd thanh

iyl = /y2~1,tacé

(E+ Mc? —2m.>)? = E? + M2
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suy ra

M —m,. 2
F=2| ——— .
(M - Qme) Me€

Vi M > me, ning lugng photon nhé nhit duoc yéu cdu 1a chi nhiéu hon mét
chiit so véi ndng lugng nghi cia cap duge tao ra, 2mec®.

3022

(a) Mot proton trong tia vil try va cham véi mét proton ding yén d€ dua
ra mét hé kich thich chuyén dong va cham tuong d6i tinh cao (v = 1000).
Trong hé nay (cic meson) dugc phat ra véi van toc Bc. Néu trong hé chuyén
doéng, mdt meson duge phat ra dudi gée § so v8i hudng phia trude, thi ¢ mot
g6c¢ 8 nao d6 sé dude quan sat thiy 8 phong thi nghiém?

(b) Ap dung két qua thu dudc & cAu (a) trén déi véi cic meson (ning luong
nghi 1a 140 Mev) phat ra trong hé chuyén d6ng véi xung ludng 0,5 GeV/c. Gia
tri 6 13 bao nhiéu néu § 13 90°? Gia tri 16n nhit cla 4 c6 thé quan st dugc
trong phong thi nghiém la bao nhiéu?

(UC, Berkeley )

L3i giai: .
(a) Gia st £, % tuong ving Ia hé quy chiéu phong thi nghiém va mét hé
quy chiéu gan v4i tam khdi cta hé dugce kich thich véi ¥/ chuyén dong véi vin
L N 4 > A 7 A
toc Sc so voi ¥ trong phudng x. Van tdc cua mét meson phat ra trong hé ¥’
vai van t6¢ 3e dudi goe 0 dbi véi truc ’ duge bidn déi sang hé ¥ nhu sau

- uy +Be  (Jcosd+ B)c - Uy, _ PBesind
o 14 u 3 14+ 038cos®’ Y N (1 N uQB) T y(1+38cos8)
C

C

Do d6 hat meson dudc phat ra trong hé ¥ dudi géc 8 dbi véi truc 2 duge cho
bai '

tg0 = Gsin0
v(Bcosd + 3) '
trong do
v = 1000 ,
V2 -1 1 1
3=Y' - 1-—=1-_—
‘ Y v 2y?

=1-0,5x%107% = 0,9999995 .
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(b) Néu @ = 90°, gbc phat xa 6 trong hé % duoce xac dinh bai

tgd = d = 4'3
73 =1

Xung lugng cua cac meson phat ra la

p— mydc=0.b GeV/c ,

A 1 . k- 3 - v
Vol 7 — i m la khoi luong nghi cia meson. Khi do

0,5
I - = 7 'RT
¥ = 0.14 3,571 .
hoac
3,571 3,571
3== = ’ = (0,963 ,
e V1435712
ur dé
(vd)? =% -1
Do do
0, 963 ;
B~tgf= 2 _063x107"rad =5,52x1072d6 = 3.31".
¥ w1 =5
Gid tri ldn nhit clia ¢ dude x4c dinh bdi
drgd
e,
df}
nghia 1
(Fros@ + 3)cosf + dsin®9 =0,
hodc hdi )
cosfl = _E .
Da dd
- 0, 963
g:= —— | =164,4",
arcms( 0,99999%) 164,
suy ra
r [y N c
fi = arctg 0,96  simlB4, 4 =0,205° = 12,3 .
1000 x (0,963 cos 164, 4% + 0. 9999995)
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Day ro rang la gée ldn nhit quan sat dude trong phong thi nghiém vi géc nho
nhat la 0° d6i véi 6 = 0° va & = 180°,

3023

(a) Tinh xung lugng clia cac pion () cé cung van toc nhu cic proton cé
xung lugng 400 GeV/c. D6 1a xung luong cé thé 16n nhit ma cac pion sinh ra
co khi cac proton 400 GeV/c dap vao bia tai Phong thi nghiém Fermi. Pion co
khdi lugng nghi 14 0,14 GeV/c2. Khbi luong nghi cia proton 1a 0,94 GeV/c?.

(b) Céc pion dé sau dé dich chuyén theo dng phan ra dai 400 m d d6 mét
sb trong ching bi phan ra thanh tia notrino, cho mét dau thu notrino dat d
xa hon 1 km nhy chi ra 6 hinh 3.17. Bao nhiéu phfm notrino phan ra trong
400 m? Thoi gian song riéng trung binh ctia pion 12 2,6 x 1078 s.

(¢) Chiéu dai ctia dng phan ra 1a bao nhiéu khi do bdi ngudi quan sat dimg
d hé quy chiéu pion ding yén?

(d) Pion () phén ra thanh mdt muyon () va mét notrino (v), (Notrino co
khoi lugng nghi la 0). Sir dung quan hé giita ning luong tudng dbi tinh toan
phan va xung luong chi ra ring d6 16n dai lirdng déng lugng ciia cac manh vo
trong hé quy chiéu pion ding yén, g, dude cho bdi

g M? —m?
e 2M

3 ddy M 1a khoi ludng nghi ctia pion va m 1a khéi lugng nghi cia muyon.

(e) Mdy thu nhdn notrino, tinh trung binh, didt & xa khodng 1,2 km tu
diém cac pion phan ra. Kich thude ngang (ban kinh) ctia may thu may thu
nhén phéi 16n ¢d nao dé ¢ co hdi nhan duge tit ca cic notrino dude tao ra
trong ban cAu nam hudng vé phia trude trong hé quy chiéu pion dimg yén.

(UC, Berkeley)

|-7 400 m —= 1000 m —~
bla Pl A 4 i A i
chium A dAuthu
——l
R - B ongphanrapion s he chidn ’ O netnno
1" NI A D D i 3 &5 BV AP 5

hé didu tiéu

Hinh 3.17
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Loi giai:
(a) Ddng luong ctia hat ¢6 khoi lugg nghi m va van toe e 1a

p = m~yfic.

> n _ { A 4N A I3 P15 N L 4 ’ A
oday vy = T D61 v8i cing van toc I la mot hang s6. Do do momen dong

Iuong cha pion la

m. 0.14
- Tl p, = 400 = 59,6 GeV/c .
Pa (mp)p7 094 x 400 = 5 eV/c

(b) Gia st ¥, ¥’ tuong tng 13 hé quy chiéu phong thi nghiém va hé quy
chiéu nghi ciia pion. Vi

; J
At = ~ (Z&ﬂ-+ 3131-) ::szy)

C

thaoi glan song trong phong thi nghnem T cla pion bang Y70, 6 day To la thm
gian song riéng cua pion va v la thua s6 Lorentz cua né trong %, Néu n 1 sb

pion trong tia ta c6
dn dt

7 T

t
n = 7y CXp (~——) ,
r

no 12 s6 pion tai t = 0. D6i v6i pion c6 mo6 men déng lugng 59,6 GeV/c,

hay

59.6
3 = ol = 4_2
8= 51 55,

va l I 400
- ~ 0,1205 .
T 7,3(770 4255 x 3 x 108 x 2,6 x 10~8 =0,1205

[ =+

Do dé ty phan pion bi phan ra trong 6ng 1a
1—e %1205 = 1135 = 11,35% .

(¢) Chiéu dai ctia 6ng phan ra trong ¥’ theo dinh nghia la I’ = =, — 2/, &
day r}, z, 12 toa dé ctia hai diu cia né tinh tai cing mdt thdi khic ¢/, Vi

z1 =7(z) + Bet’),  za = (zh + Bet’),
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ta co
To— Iy = 7(37'2 - 33]1)
hay
l=~l',
nghia la

g0 400 o0
Ty oy T 48 T 4255

=0,94m .

(d) Nang luong cta hat khéi luong nghi m, déng luong p, vén tde de, thita
so Lorentz v la

E = myc® = mcA/y282 + 1 = V/m2Ay2582 + m2c

= /p2c? + m?ct

vi p = m~yBe. Xét su phan rd 7 —  + v trong hé quy chiéu diing yén ca pion.
Vi dong lugng ban dau bing 0, cic dong luong clia p va v phai bing vé dé 16n
va ngugc hudng, |p.| = Ip.| = ¢. Bao toan ning lugng cho

M = Vg2 + m2ct + gc,

c6 st dung su kién rang pion ditng yén trong %’ va ¢4 khéi hIdng nghi bing
khéng ma dén luct lal cho
B M? —m?
AR TV A

{e) Mot notrino dude phét ra véi van the 8'c tai goc 6 so véi truc 2’ trong
hé quy chiéu ding yén cia pion, T’, dude quan sat dich chuyén theo hudng
tao goéc 8 vdi truc z trong hé quy chiéu phong thi nghiém X, 3 day 6 duogc cho
bdi (Bai toan 3022).

3’ sin ¢’ sin &

8¢ = y(3 cos® + B)  y(cos@ +3)’

vi notrino ¢6 khoi lugng nghi 0, luén ludn phai chuyén déng véi vén toe c. Véi
6' <z
= 2)

1 1
gl ——————— < — = ——
87 = y(cos0' + ) — v8 4255

Do dé 6 < 2,35 x 1073 rad. D& may nhan tin hiéu & xa 1,2 km nhan dudc tat
ca notrino v6i 0’ < %, mdy phai c6 kich thudc ngang

R=12x10>%x2235x10"2=282m.
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3024

Trong md hinh don gidn hoa vé va cham tudng d4i tinh giita hat nhén véi
hat nhén, mdt hat nhan ¢6 khéi luong nghi m, va van té¢ 8; va cham truc dién
v6i mot hat nhéan bia ¢6 khéi lugng my diing yén. Hé hat tao thanh chuyén
dong giat 1ii véi vén téc 12 By va ning luong khoi tim 12 eo. Gia thiét qua trinh
trén khéng sinh ra hat nao mai.

(a) Hay din ra céc hé thite ¢é hiéu chinh tuong ddi tinh cda G va eg.

(b) Tinh 8y va £ (tinh ra MeV) trong trrdng hop hat nhan “Ar c6 van toc
B1 = 0.8 va cham vao hat nhan 238U,

(c) Mbt proton dudc phét ra véi vén toe 1 8. = 0,2 va léch véi hudng
tién mot goc 6. = 60° trong hé quy chiéu gin vdi hé Ar + U giat lui. Xac dinh
téc d6 B; va hudng 6, clia vén téc cla proton trong hé quy chiéu phong thi
nghiém véi dé chinh xac vai phan trim, st dung cac x4p xi phi tuong déi tinh
néu chung duge dam bao.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

Nhu cau héi d ngu y, dé thuén tién thi van téc cha anh sang dugc lay
bang 1.

(a) DGi v4i mot hé thi E2 — p? 14 bAt bién dbi véi phép bién ddi Lorentz.

A L& \ , n < N 1
Trong hé quy chieu phong thi nghiém X, dat +; = T
E? — p? = (mumi +m2)? — (mimBi)? .
Trong hé quy chiéu khdi tdm T/, B2 — p'2 = €. Vivdy ta cé

ea = (miy1 + ma)? — (mimp)?
= mf’yf{l - 6?) + 2mymov + m%

= m% + m% + 2m1m271 N

hay

+ 2m1m2 )
V1-8¢

Trong hé quy chiéu phong thi nghiém, hé m,,m, ¢6 xung luong toan phin

miy1 /1 va ning luong toan phin mivy; + m,. Nhitng dai luong nay 13 nhitng

dai ltgng bdo toan nén sau khi va cham hé phitc hop sé chuyén dong véi vin
4 .

toc la

£ = m%+mg

mimf my 5

B myyy +ma m1+m2\/1—[312 ’
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(b) Khéi lugng ciia cac hat nhan x4p xi bing
"y =40 x 0,94 = 37,6 GeV,
ma = 238 x 0,94 = 223,7 GeV .
Khi d6

2 x 37,6 x 223,7
= 7,62 + 223,72 ’ ’
Eo \/; + 223 + =004

= 282 GeV = 2,82 x 10°> MeV

37,6 x 0,8
37,6 +223,7 x /1 -0,64
(c) Cac thanh phﬁn cha van tée dugc bién d8i theo cong thic

By = Bez+ 0o 0,2c0860° +0,175
T 1 B.80 1+0 2cos60°x 0,175

B = By /T— B2 0,25in60°\/1 -0, 1757
W 1Y BaBo  1+0,2c0s60° x 0,175

do d6 trong hé quy chiéu phong thi nghiém thi d6 16n va hudng clia vin te
cha proton lan lugt 13

B =+/0,272 +0,1682 = 0,318,

0; = arctg (O’ 168) =31.9°.

By =

=0,175 .

= 0,270,

=0, 168,

0,27
D& ¢ ring
1 1
= = 0,983 ,
1% Bule ~ 170.1x0175 0%
VI8 _ JT-01788 _

1+ BB 1+40,1x0,175
ca hai gid tri trén déu sai khac so voi 1 khdng qua 4%, vi vy 4p dung cdc Xap
xi phi twong dbi tinh chiing ta vin thu dude nhitng két qua véi dé chinh xac
trén 96%
ﬁ[:]: =~ 6(,‘1‘ +“30 = 0)275 Y
B!y = ch =0,173,

0,173 o
0, = arctg (ﬁ) =32.2".
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3025

Trong cac va cham proton - proton ndng lugng cao, mot hoic ¢4 hai proton
c6 thé “phan ly nhiéu xa” thanh m6t hé mot proton va vai pion tich dién. Cac
phan ting d6 1a

Dp+p »p+p+nm)

Qp+p--(p +nr)+(p+mn).

Trong dé n va m 1a sb pion dugc tao thanh.

Trong hé quy chiéu phong thi nghiém, mét proton t8i ¢ ning lugng toan
phan I (proton dan) bin phéd vao mét proton khac ding yén (proton bia).
Xac dinh ning luong ctia proton tdi Ep dé€ lam

(a) ning lugng cuc tiéu dé phan tng (1) xay ra khi proton bia phan ly
thanh 1 proton va 4 pion.

(b) nang lugng cuc tiéu dé phan Wng (1) xay ra khi proton dan phan ly
thanh 1 proton va 4 pion.

(¢) nang lugng cuc tidu d€ phan ng (2) xay ra khi ¢a hai proton phan ly
thanh 1 proton va 4 pion.

m, = 0,140 GeV , my, = 0,938 GeV .

(Chicago)
Lai giai:

DE thuan tién ta 14y ¢ = 1, khi d6 dbi véi mét hé, dai luong E? - p? 1a béc
bién débi v4i phép bidn ddi Lorentz. Néu hé trai qua mét phan ing hat nhan
ma phan Ung nay bao toan ning lugng va xung lugng thi dai lugng trén ciing
sé khong thay d6i sau phan {ng. Xét riéng cho mét hat ¢6 khéi lugng nghi m
ta co,

F?2—p*=m?.

{(a) Niang lugng ctia phan tng
ptp—p+(p+dm)
dat cue tiéu khi tit ca cac hat sau phan ting déu ditng yén trong mét hé quy
chiéu quan tinh ma trudng hop riéng 13 hé quy chiéu khéi tdm £'. Khi dé trong

hé quy chiéu phong thi nghiém ¥ ta c6,

E? —p? = (Ey+my)? — (B - mg) = 2myEo + 2m§ ,
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va trong ¥’ ta co
E™ — p? = (2my + 4mg)?,

vi vdy ta c6
2mpEpy = 2m§ + 16mpmy + lfimfr \

tit d6 ta tinh dugc ning ludng cuc tiéu £y cla proton dan dé c6 thé gay ra
phan g la
mf) + 8mpmy + 8m?2

Ey = = 2,225 GeV .
Ter

(b) Vi ca hai hat ban dAu déu 12 cic proton vé cic hat d trang thai cubi déu
giong vai trudng hop trude (ciu a) nén nang lugng cuc tieu van gilt nguyén,
2,225 GeV.

(c) Trong trudng hgp phan ung
p+p—(p+dr) +(p+17).
ta ¢
(Ey + m,,)g — (E2 - mg) = (2my, + 8my ),
tr d6 ta tinh dude ning lugng téi cuc tiéu cta proton dan trong trudng hop
nay la

m2 + 16mym, + 32m?2
P Ld T = 3,847 GeV .

Il

o

0
my

3026

Xét tan xa dan hdi clia hai hat c6 spin bang 0 ¢6 khéi luong 1a m va u nhu
chi ra trén hinh 3.18. Bién d6 tdn xa bt bién Lorentz (phén tif ma tran S) ¢6
thé duoc xem 1a mét ham chia hai bién bat bién

s= (Ko + Po)? — (K + P)?

va
t = (K} — Ko)? - (K' — K)?
véi K2 = K'? = ;2 va P? = P2 = m?. Tim vling vat ly (nghia 14 duge phép)
trong da tap (s, 1). Tinh dudng cong bién ¢(s) rdi vé dd thi mét cach dinh tinh.
(Chicago )
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k p'
k P
khdi lugng | khéi liemg m
Hinh 3.18

Lai giai:
Trong tan xa dan héi ta c6
k+p—k +p,
néu hé cb lap thi vecto ning - xung luong toan phin bén chidu dugc bio toan
K+P=K +7P".
Trong hé quy chiéu khéi tdm cia hé, xung ludng toan phén bing 0
K+P=K+P=0.
Nhu vay
s = (Ko + P’ - (K+P)’ = (Ko + P)*

= (VK2 + 12 4+ VP2 + m2)?

= (VK? + 2 + VK2 + m?)? |
vi P2 = K2 trong hé quy chiéu khéi tam, va

t = (K - Ko)* — (K' = K)?

~(K' -~ K)?
= —(K? + K? - 2K’ . K)
= —2K2%(1 — cos ),

t

trong d6 6 1 géc tan xa cla k, vi tan xa c6 tinh dan héi.
DE tim viing vat ly trong da tap (s,t), xét cos 0, trong dé # bién thién tr 0
dén 7
8 =0, cosfl =1, t=0;
8 =m, cosf = —1, t = —4K?.
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* Vi viy vung vat ly dudc cho bai

cac diéu kién bién 1 t = 0 va dugc cho bdi
/ t 2 2
8 ( M 4 + \/77”/ 4) ’

_ 4m2/.L2 _ (.s —m2~p,2)2

hay

i

L]
1
= =[5 = (m+ )}l — (m— )]
Ving vét 1y 13 phin gach trén hinh 3.19.

t

(mep)?
(m-p)2

Hinh 3.19

3027
Xét phan 1ing quang sinh pion
T+p—p+7,

trong d6 nang lugng nghi clia proton va pion trung hoa 14n lugt 13 938 MeV
va 135 MeV.

(a) Néu proton ban dau ding yén trong hé quy chiéu phong thi nghiém,
tim ngudng ning luong cia tia gamma trong hé quy chiéu nay dé phan (ng
trén xay ra.
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(b) Bifc xa vat den vi ba vii tru ding hudng nhiét d6 3K cé ning lugng
photon trung binh khodng 103 eV Xét va cham tryuc dién gilta mdt proton va
mot photon ¢6 ning luong 10 2 eV, Tim cuc tiéu ning lugng chia proton dé
phan (tng quang phat sinh pion dé xay ra.

(¢) Bién luan ngin gon vé hé qua cta cac két qua di tim ra & cau (b) cho
truong hop phé ning lugng ctia proton trong tia vii tru.

(UC, Berkeley)
Loi giai:

(a) Pai luong E? — P2¢? bt bién dbi v6i phép bién déi Lorentz va dbi voi
moét hé ¢6 1ap thi dai luong nay khéng déi trude va sau phan (ing. Ngudng
ning luong cfia tia v 13 gid tri n3ng luong cta tia v thod min diéu kién tit ca
cac hat sau phan ting déu ding yén trong hé quy chiéu khéi taim. Nhu vay

=N E,\* :
(E, + m,pcz)2 - (—g) = (my + mx)3ct

trong d6 £, va L—(l 1an luot 1a nang ludng va xung lugng chia photon, tir d6 ta
tinh duge
(m2 4 2mymy)c?

Ey = oW — 144, 7 MeV

ta ngudng ning ludng ciia tia v.
(b) M6t proton va cham truc dién v6i mot photon ¢6 nghia la xung lugng

cha hai hat nay ngudc chiéu nhau. Khi dé ta cé

N 2
. ¥ ;
(mpye? + Ey)? — (mp'yﬁc - —7) & = (my + ing)ct,
c

’ p 1 A A > r - 4. P R > »
trong do ~ = ﬁ, 3c 1a van toc cua proton ¢6 nang lugng toi thiéu du dé

kich hoat phan {ing quang phat sinh pion, it d6 ta tinh dugc

(m2 4 2mym,)c?

(1 + 1) = 2E,myc?
Y

= 1,447 x 10"

véi I, = 10°% MeV. Vi y > 1, ta ¢6 thé cho § = 1. Vi diéu d6 c6 nghia la
v > 1,tacé thé cho d = 1. Vithé ta c6 v = 7,235 x 10'° va cuc tifu ning
lugng cua proton la .

E, = 0,938 x 7,235 x 10! = 6,787 x 10'° GeV .
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(c) Két qua cau (b) ngu ¥ ring phin £ > 6,79 x 10'° GeV trong phd ning
lugng cda proton trong tia vii tru sé nghéo di ¢ mot muc dd nao dé do tuong
tac voi bie xa phong vi ba vu tru.

3028

Khao sat tuong tac cua mot chiim 10° K meson trén gidy ¢6 8 = ¥ =
voi mét vién chi theo phan ng

N

K7 + viénchi — K + vién chi
vai trang thai ndi tai clia vién chi gibng nhau trudc va sau phan 1'mg Hudng
chuyén dong cia K7 téiva K¢ thodt ra ciing ¢ thé duge xem nhu gidng nhau.
(Qua trinh nay goi 1 su tai sinh két hop).

St dung
m(K;) =5 x 10* ev/c? |
m(Ky) — m(K,) = 3,5 x 10 8 eV/c 2
tinh dé6 16n (tinh ra dyn hoic niuton) va hudng cta luc trung binh tac dung
1én vién chi trong qua trinh trén.
(UC, Berkeley)

L3i giai:

Ki hidu m(K,), m(K,) 1an lugt 12 m;, m,. Nang lugng va xung lugng ctia
moét K; meson t8i lan ludt 1a

E = mych \/7?,F = \ﬁ2mlc
1_1

: 1
P =mpn8c=v2- %mlc =rmyc.
Vi trang thai ndi tai cha vién chi sau phan iing khéng di nén ning ludng ciia
chuim meson trudce va sau phan \ng cling phai bang nhau. Do dé ta ¢6
E,=E,
Vi

P22 = E2 — m2c!
= E} —m?2ct = 2mlct — [my — (my — my))%c

~mict 4 2my(my — mg)ct
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hay
Poc = myc® + (my — mg)e? = Pe + (myp — my)e?
do my — my <« my. Tt A6
(Ps— P) = (my —my)e=3,5%x10"% eV/e .
Bién thién xung lugng trong thdi gian 1 gidy cha chim meson do phan ttng
v@i vién chi la
3,5x1,6x1071°
3 x 108
D6 chinh 1a lye trung binh ma vién chi tac dung lén chum meson. Vi xung
lugng cfia chim meson ting 1én sau tuong tic nén luc nay cling chiéu véi
chuyén dong ciia chum meson. Tir d6 suy ra lue ma chiim meson tac dung 1én
vién chi ngudc voi chidu chuyén déng clia chum tia va c6 dé 16n 13 1,87 x
10727 N.

(P, - P) x 10° = 3,5eV/c/s = =1,87x 107 N .

3029

Mot meson 7 ¢6 xung lugng 5m,c va cham dan hdi v8i mét proton (mp =
7m.) ban d4u ding yén (hinh 3.20).

Hinh 3.20

(a) Tim van t6c clia hé quy chiéu khéi tam?
(b) Tim nang lugng toan phén trong hé quy chiéu khéi tim?
(¢) Xac dinh xung lugng cia pion t6i trong hé quy chiéu khéi tim.
(UC, Berkeley)
Lai giai:
(a) Hé da cho c6 dong lugng toan phén 13 P = p, = 5m,c va ning luong

toan phan 1a

E = \/p2 + mic + mpc2 = V26myc? + T, .
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Vi vay né chuyén d6ng vdi mot van tbc v ma ciing 14 vén téc ciia hé khéi tam,
trong hé quy chiéu phong thi nghiém dudc cho bdi

2
o= P _ 5 o mse.
E  V26+7

(b) E? — P2c? 1a bht bién dbi véi phép bién ddi Lorentz, nén ning luong
toan phdn E’ trong hé quy chiéu khéi tim duoc cho bdi céng thite

EZ—PQCQZEIQ,

do xung ludng toan phin trong hé quy chiéu khéi tim bing 0 theo dinh nghia.
T dé ta c6

E? = (V26 + 7)’m2c" — 25m)c* = (14V/26 + 50)mc"

E' =4/ 14v26 + 50 myc? = 11,02m,¢> .

(¢) Ning luong toan phin trong hé quy chiéu khéi tdm I3

E = /p? +mict + /p? +mict

= P2+ m2ct + /P2 +49mict

hay

vi [pj| = [p| rong hé quy chiéu khéi tdm va m, = 7m.. T cdu (b) chiing ta
c6 E' = v/50 + 14/26 mc?. Thay vao biéu thifc trén va gidi ra pt, ta c6 xung
lugng ctia pion t8i trong hé quy chiéu khéi tdm la

ro 3 g 1gm e,

V50 + 14/26

3030
Tai phong thi nghiém Fermi, dé€ tao ra nhitng chiim ndtrino nang ludng
cao trude tién ngudi ta tao ra chum n* (hodc K1) don nang lugng va rdi sau
d6 cho cac pion nay phan ra theo phéan tng 7* — u* + v. Cho khéi lugng ciia
pion va muyon l4n lugt 13 140 MeV/c? va 106 MeV/c2.
(a) Tim ning lugng cua ndtrino sinh ra trong qua trinh phin ra trong hé
quy chiéu ditng yén gan véi =,

UBTALGCOHOC
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Trong hé quy chiéu phong thi nghiém, ning lugng clia notrino phu thudc
vao goc phan rd 4 (hinh 3.21). Gia st chum =t ¢6 ning lugng 200 GeV.
(b) Tim ning lugng ctia notrino tao thanh hudng tién (6 = 0).

(c) Tim gid tri cda géc phin ra § ma tai dé ning lugng clia notrino bang
mot nita nang lugng cuc dai cia nod.
(Chicago)

Hinh 3.21
Loi giai:
(a) D& thuén tién ta sit dung hé don visao choc =1 (m, E, p tAt ca déu cé

don vi MeV). Xét dai lugng bt bién dbi v4i phep bién di Lorentz va bao toan
E? — p?. Trong hé quy chiéu phong thi nghiém, trudc phan @ng phan ra ta c6

EQ—png?r—pizm?,.
Trong hé quy chiéu gin v4i pion, sau phan ting phan ra ta ¢
B = (B, + B2~ (9 + BL)?
= (E + E))? = p2 +m2 +p? + 2p,\[p2 + m2,

= 2p2 +m’ +2p,\/p2 + m2

Vi p, = —p), va E/, = g/, (gia s ring khéi lugng nghi cda notrino bing 0).
Can béng hai biéu thirc trén ta cé

, , m?,—mﬁ ’
E =p, =" #*_299MeV.
v v 2mﬂ_

(b) Trong hé quy chiéu phong thi nghiém (hinh 3.21), 4p dung dinh lujt
bao toan xung lugng ta cé

Px = pycost + p, cos a, pvsSind = p,sina,

| hay -
Pﬁ = pZ + p2 - 2p.pycosb,
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va ap dung dinh luit bo toan ning lugng ta c6
En=E,+E,.

Vip, = E,, pu E2 -~ mﬁ, tr hai phuong trinh cudi ta c6

N m2 —m?,
p"_Q(Eﬂ—pncosﬁ)'
Vi E,; > mg, nénta co
m2 1 /my\?
s =En |1 - 2~ E;|l—-| 5= )
P E? 2(13)

va vi vdy ta co
2 2
(mz —m;)Ex

E,=p = .
Pu 2E2(1 — cos8) + m2 cos 6

Dbi vai cac notrino dude dude phat ra trong huéng tién, 8 = 0 va
m 2
g

(mQ _ Z)EW
2F2 — (2E2 — m2)cosfh '

Er =854 GeV .

(Vi
E, ~

£, 1a cuc dai dbi véi cac notrino phat ra 8 6 = 0. Dbi véi £, & nita gié tri cuc
dai, nghia la

(mi - mi) E, _ (mi-EpE,

m2 2 T 2FE2 - (2E2 - m2)cosh’

ta c6

_ (E2-m2) 1/ mg\? 62
0= Smom ViR ) Ve

vi 6 15 rang 1a nhd. Do vay ta tinh dudc goc ¢ can tim la

6="1 —0,0007 rad =2,4 .
E;
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3031

(a) Mot hat c6 khéi lugng m; = 1 g chuyén déng véi van téc bling 0,9 1an
van téc anh sang va cham true dién rdi dinh vao mét hat khic dang diing yén
c6 khéi luong m, = 10 g. Tim khdi luong nghi va van téc ciia hat phitc hop
tao thanh?

(b) Bay gid gid st my diing yén. Hat m, phai chuyén dong véi van toc bang
bao nhiéu d€ hat phitc hop tao thanh cé khéi huong nghi ding bing két qua
da um dudc 3 ciu (a)?

(¢) VAn gia stt 7, ding yén, m, phai chuyén ddng véi vin tbc bing bao
nhiéu dé€ hat phitc hop tao thianh c6 van tbe diing bing két qua di tim dudc &
cau (a)?

(SUNY, Buffalo)
Ldi giai:

(a) Goi khéi lugng va van tbe clia hat phirc hop tao thanh 1an luot 14 m va

Jc. Ap dung dinh luit bao toan nang lugng va xung lugng, ta co

771702 = (miy + mz)CQ, myBc = myy151¢,

trong do v = \71—1_7, tuong ty véi v;. Vi thé ta co

__mmbh _ m By _ 0,9 —0.168 .
mim+m2  my+may/1-62 1410,/1-0,92 '
m? = (mv)? — (myB)? = (m1y1 + m2)® — (M1 51)?
= m% + m% + 2yymymes |
vi (v8)% = 4% — 1, tuong to v6i vy va G , hay
m = \/m%+m.g+’\2/% = 1+100+_%0)95 —12,1g.

Viy hat phitc hgp tao thianh c6 khéi lugng nghi 12,1 g va vén téc 0,168¢.
(b) Trong trugng hop nay vai trd clia my va ms dudce hoan ddi cho nhau Wi

vay ma
2m2m1
m = \/mg + m% 4+ —

biéu thitc nay gidng vai biéu thite trude véi §; — Ba. Vi my, my, m gilt nguyén
khéng déi, dé khéi luong nghi ciia hat phite hop tao thianh bing véi két qua &
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cau (a) thi B, phai bang gia tri ctia 8, da cho & cau (a). VAy m, phai chuyén
dong voi van tbc 0, 9e.

(c) Giéng nhu cau (b), ta co

mafa

m2+m1\/1—[3§ '

4 —

hay
(m3 +m323%)62 — 2m2BB2 + (m3 —m?3)B?2 =0.
Vi m3 » m?3?, phuong trinh trén ¢ thé dudc it gon thanh
m363 — 2m3pB; + (m3 —m})B2 =0,
nghia la
[m282 — (ma +my)B)[mefz — (me —my)B] =0, .

tu do tinh dugc

m:( "“)ﬁ 0,185, A= (1——)6 0,151 .
m

Viy m; phai chuyén déng vai van tée bing 0, 185¢ hoic 0, 151c.

3032

Mot hat co khéi IUUng nghi m va nang luong toan phin Ey dang chuyen
ddng vai van tée khong ddi V ¢ thé tién gin véi van toc anh sang. Sau d6 né
va cham vdi mdt hat khac ¢d cung khéi lugng m, dang ding yén. Hai hat nay
duge xem nhut tan xa dan hoi & géc tan xa twong déi 6 voi cung dong nang.

(a) Tinh 8, theo m va E,.

(b) Tinh gia tri s6 clia 6 trong céc truong hop gidi han sau:

(i) nang lugng thip (V « ¢),
(i) nang luong cao (V ~ ¢).
(SUNY, Buffalo)
Lai giai:

(a) Vi cac hat sau khi tin xa dan héi c6 ciing khéi lugng va cing dong

ning nén cac xung luong ciia ching phai tao véi phurong chuyén dong clia hat



688 Bai tdp & 10i gidi Co hoc

ban dau cling mot géc g va ¢6 cung d6 16n. Ap dung dinh luat bdo toan ning
lugng va bao toan xung lugng ta ¢

, 6
me? + Fo = 2E, Po = 2pcos (§> ,

trong d6 E, p 14n lugt 13 ning lueng va xung lugng cha mbi hat sau khi tan
xa. Binh phwong hai vé ctia phutang trinh bao toan ning luong ta 6

m2ct + EX + 2Egmc? = 4(p?c? + m3cY)
hay
p?)c2 _ Eg —m?c

E2 2 _ g2 4 —
o + 2Eyme” — 3m*c o2 (g) e (g) ,

tit d6 tinh dugc

cos (9 _ El - m2ct | Bp+ me?
2]V (Eo— me2)(Eg +3me?) | Ep+3mc?

(b) @) V <« ¢, Ey = mc?,

fir do tinh dugc

(i) V - ¢, Ey > mc?,

tt d6 tinh duge § ~ 0. -

3033

Mot van dé hién duge d3ic biét quan tim nghién citu trong vat 1y hat co ban
13 nhitng tuong tac yéu & nhitng ning lugng cao. Nhitng tuong tic niy dudc
nghién cltu théng qua viéc khdo sat nhitng tuong tic cua notrino ning ludng
cao. Ngudi ta c6 thé tao ra nhitng chum notrino bing cach cho cic meson
x va K phén ri trong trang thai chuyén déng. Gia st ta sit dung mét chim
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meson 7 c6 xung lugng 200 GeV/c dé tao ra cac notrino théng qua su phan
rd 7 — p + v. Cho thoi gian séng clia mbi meson 7 trong hé quy chiéu riéng
ctand la 7+ = 2,60 x 1078 s vd niang luong nghi ctia né 1a 139,6 MeV, Ning
luong nghi cia muyon 12 105,7 MeV, va nétrino thi khdng c6 khbi lugng.

(a) Tinh khoang cach trung binh ma pion chuyén déng dugc trude khi nd
phan ra.

(b) Tinh gia tri curc dai clia géc tao béi phuong chuyén ddng clia muyon so
voi phudng chuyén dong cha pion trong hé quy chiéu phong thi nghiém.

(¢) Tinh gia tri cuc dai va cuc tiéu xung ludng ciia notrino.

(UC, Berkeley)

Lai giai:

(a) Dat m la khéi lugng nghi ctia pion. Vi my8c? = 200 GeV, ta c6

— Vi 1=

= 1432
0, 1396 321
va ¢6 thé 1ay

8=1, v =1433 .
Khi tinh dén su gidn cia théi gian thi thai gian sdng clia pion trong hé quy

chiéu phong thi nghiém 14 7 = yr, = 1433 x 2,6 x 1078 = 3,726 x 1075 s. Vi
vay khodng cach trung binh ma pion chuyén déng dugc trudce khi phan ri la

Tc=3,726x 1079 x3x 108=1,12x 10" m = 11,2 km .

(b) Ning luong toan phan cta hé trong hé quy chiéu ¥’ gin véi pion la
ning lugng nghi ctia pion m,c?. Ap dung dinh luit b3o toan ning lugng cho
qua trinh phdnra = — pu+ v,

2 74 7
- mac"=E,+E,,

trong d6 d4u phdy diing dé ki hiéu cac dai luong trong hé quy chiéu T'. Vi xung
luong toan phan bing 0 trong hé quy chiéu X, P, =-p,vaE, =pc=p,c
(gia thiét notrino khéng cb khéi lugng). Vi viy ta c6
(mec? — B2 = p2? = plc® = EZ —mic*,
tir do tinh dugc
(m2 +m?2)c?
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Chon truc z’ doc theo phuong chuyén dégg cia pion. Xung ludng ctia muyon
bién d8i theo cac cong thite

BE,
pucosf =y p#COSQ —I——C— )

ppsinf = pLsinG' ,

tir d6 suy ra
P, sind’

BE,\ °
v (p’u cos ¥ + —c’i)

Diéu kién cin dé€ 9 dat cue dai 13

tgh =

dtgt
de’ 0,
tu do suy ra
cosf = p“ N_I’_;‘E__M__.O 271
"BE, " E, E, o

hay ¢’ = 105, 7°. Thay trd lai bi€u thitc lién hé giifa 4 va ¢’ ta tinh dudc
6 =0,0112° = 0,675 .

Chii ¥ ring gi4 tri nay cha # chinh 14 gbc phat xa cuc dai trong hé quy chiéu
phong thi nghiém vi géc phat xa cuc tiéu 13 § = 0, ruong tmg véi § = 0.
(c) Nang lugng ctia natrino 1a

E, = mxc® - Ej, = 139,6 — 109,8 = 29,8 MeV

va xung lugng cua nd p,, = 29,8 MeV/c trong hé quy chiéu X', E/, c6 thé dugc
bién ddi thanh hé quy chidu T bdi

E,=~(E, + Bp,ccost’) .
Vi E, = pyc, E!, = pl,c, biéu thitc trén cd thé duoc viét lai thanh
v =y(1+ Bcost)p,, .

Vl vdy ma nhitng notrino dudc phat xa hudng vé phia trudc trong hé quy chiéu
gdn véi pion, nghia 13 ¢’ = 0, sé ¢é xung lugng xét trong hé quy chiéu phong
thi nghiém dat gia tri 16n nhit va bang

2~+E!

(P )max = Y(1 + B)pl, ~ =¥ = 8,54 x 10* MeV/c,
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trong khi dé nhitng notrino dudc phat xa vé phia sau trong hé quy chiéu ¥’ sé
¢6 xung lugng xét trong hé quy chiéu phong thi nghiém dat gia tri nho nhat
va bang

E/

7 1 v —_
(Pomin = 7(1 = B)p, = (v = V¥ = p, ~ 5-= 2 = 1,04 x 107" MeV/e.

3034

Mot meson K ¢6 nang lugng nghi 494 MeV phin ra thanh mot meson p

6 nang lugng nghi 106 MeV va mét notrino cd khéi lusng nghi bang 0. Tim

déng nang clia meson y va cua notrino trong trudng hgp meson K phéan ra
trong trang thai nghi.

(UG, Berkeley)

Lai giai:

Ap dung dinh luit bao toan ning lugng ta c6

mic? =E, + E, = /PEc2 +mict +pyc= [pict +mict +puc,

Vi pp = —pv, hay p, = p,, (theo dinh luat bao toan xung lugng). Do dé ta c6

2 2
p,= | ZK"Mu Y,
K 2my o

Nhu vay
mL _ m?
E, =p,c= Puc = (};TK& a*
= 235,6 MeV ,
2 2
My +m
E, = /pict+mict = (——ng “) ?
= 258,4 MeV .

Viy dong ning clia notrino va muyon 1an ludt 1a 235,6 MeV, va 258,4 — 106 =
152,4 MeV,
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3035

Trong khong gian 4 chiéu, tich vé hudng cta hai vecto bén chiéu
A% = (A°,A) vad  B*=(B°B)

dugce dinh nghia la

APB, = A°B°— A -B.
Xét phan ting dude mé ta trén hinh 3.22 trong d6 cac hat ¢6 khi lugng m, va
m- 1a cac hat tham gia phan (ng con cac hat co khéi lugng my va my 1a céc
hat tao thanh. Goi p’ va ¢’ la xung lugng bén chiéu clia cac hat. Cac bién sb
sau diy thudng dugc sit dung dé mé ta nhitng phan ing kiéu nay

s =(q +P1)2s t= (g — 92)2, u = (g -p2)2

(a) Ching té rang

4
S+t—|—u:2mf.
i=1

(b) Gia st phan ing 13 qua trinh tin xa dan hdi va cho
my = m3g = W, mo =My =M.

Xét trong hé quy chiéu khéi tAm, cho xung lugng 3 chiéu ban diu va cubi cling
clia cac hat ¢6 khéi lugng  tuong ving 13 k va k'. Tinh s, ¢ vi u theo k va K/,
3 dang cang don gian cang tot. Bién luan vé y nghia ca s, ¢ va u.

(¢) Gia stt ban d4u hat c6 khéi lugng m ding yén trong hé quy chiéu phong
thi nghiém. Tinh nang luong ban d4u va ning luong cubi ciing ctia hat c6 khéi
luong 4, trong hé quy chiéu phong thi nghiém cling véi géc tan xa theo s, ¢ va
Uu.

(SUNY, Buffalo)

Hinh 3.22
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Lai giai:
Dé thuan tién ta sit dung hé don vi trong dé vén tbe 4nh sang ¢ = 1.

(a) ¢* dugc dinh nghia la 4°g, véi ¢* = (¢°,q), ¢ = (¢°, —q). Dai lugng
¢™qo 13 bAt bién dbi v6i phép bién déi Lorentz. Tinh toan dai luong nay trong
hé quy chiéu gin v4i hat ta 6

q2:(qu)2__q2:E'2_q2:m2'
Bay gio
s+t+u=(q+p)+ (a1 —g) + (g1 — p2)?
=ql+qi+pi+p5+2q - (n —g2+p1—p2)
=mi+mj+mi+mi+2q-(q1—g+p—p2).

Vi xung luong 4 chiéu tuin theo dinh lu4t bao toan ning xung htang

@1+m=qs+p2,

vi vdy ta co

4
S+t+u=2m?.
i=1

(b) Trong hé quy chiéu khéi tdm ta c6

Qr+p1=q2+p2=0.
Ti d6 ta co
a5 = (V1% + k2 k), g5 = (Vp? + K2 K),
pf = (Vm? + k2?2 —k), 5 = (Vm?2+ k2?2 -X),
va

s=(q+m)? =g} +p}+2q
=p?+ k2 -k +m® + K — k® 4+ 20/ (u? + k2)(m? + k?) + 2k?
= p? +m? + 2/ (2 + k2)(m? + k2) + 22,
t=(qn— @)’ =¢+4¢—2q ¢
=2u% — 2/ (2 + k) (p2 + k2?) + 2k - K,
u=(q1—p2)?=¢ +p5—2q1 p2
=2 +m? -2/ (2 + k2)(m? + K?) - 2k - X .
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Nhu vy

§ = (\/;¢2+k2+\/m2+k2)2

l3 binh phuong ning luong toan phan ciia hai hat tritéc phan ing trong hé
quy chiéu khéi tim, £ 12 binh phuong cia luong chuyén vé phia trudc va u la
binh phuong ctia lugng chuyén vé phia sau ctia xung lugng 4 chiéu trong qué
trinh va cham. s, ¢, u (cac dai luong bét bién déi voi phép bién déi Lorentz)
dudc goi 13 cac bién Mandelstam.

(¢) Trong hé quy chiéu phong thi nghiém ta c6

77 = (g7.d1), 93 = (q3.92), py = (m,0)
va
@ = qq1e = u?, @ =p*,
Q1 +Dp1=¢q+p2.

Khi d6 ta cd

s=(n+p) =d+pl +20 pm
= u® +m? + 2g1m
t={(g—q)’ =q}+d - 20 - ¢
=24 - 24345 + 2q1 - Q2
u=(q-p)=(@-p)? =g +p —20p
=u?+m? - 2¢5m.

Vi vay trong hé quy chiéu phong thi nghiém ning lugng trudc phan tng cta
hat c6 khoi luong x 12
o 8 — .u‘2 - 7712

Q]:Tx-

con ning lugng cda hat nay sau phan ng la

~u + p? + m?

o __
q; = o

)
va gbc tan xa 6 dudc tinh theo cong thiic

2 0,0
- — 2+
cos § = a1 -92 _ BT q143

t
= 5 -
lal la2l  /T(¢$)? — 1] [(g5)? — 17
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3036

Cau héi sau 13 mét ciu hoi vé ly thuyét hap din cia Newton.

(a) Tinh ban kinh va mat dé ctia mdt ngdi sao cb khéi lugng bing khoi
lwgng mit troi (M = 2 x 103 g) sao cho anh sang khong thé thoat khéi ngoi
5a0 nay.

(b) Coi vii try nhur mét khéi ciu khi c6 mat dé dong nhat p(t) va co nang

lugng toan phan bing 0 dang gian nd chbng lai syt hip din clia nd. Ching
minh ring néu bé qua ap suat thi khodng cach giit cac hat ting theo 12/3,

(UC, Berkeley )
Lai giai:

(a) Theo tinh tuong duong khbi huong véi ning lugng, mdt photon co
nang ludng E = me? ¢6 khéi lugng tuong duong 1a m. Thé cha mét hat c6
khéi luong m nim & bé mit ciia mot ngdi sao khéi luong M va ban kinh R 1a

GMm

v -7
R

trong dé G 14 hing sé hip din. Do d6 diéu kién dé€ mdt photon thoat khoi
ngdisao la F +V > 0, hay £ > —V. Ngudc lai, mét photon sé bi giam git
trong ngoi sao néu £ < —V, nghia la

me? < GMm
C Y
- R
hay
GM 6,67 x107% x2x10% 5
< S - — =
It < 3 (3% 1010)2 =1,48 x 10°cm = 1,48 km .

Khi d6 mét dé p cia mat trdi phai thoa min diéu kién

4 N\ ! 3 2 % 10%3
>M{-mRY) =|—-)x +——"x
p= (37r ) (m) (1,48 x 105)2
33

10 .
=1,47 x 10 " x o = 14T X 10" g/em? .

Cha y ring két qua nay phi hop véi su dich chuyén vé phia do do hién teong
hap dan. G mét khoang cach 16n mét photon ¢6 tin s6 v phat ra tit mét ngdi

sa0 sé ¢6 tan sb o/, trong dé
GM
'=pl1-— :
vEv ( R
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Diéu kién dé photon thodt khéi trudng hap din ctia ngdi sac 1a v/ > 0, hay

R> GM .

(b) Trong qua trinh gidn nd cda mot khdi khi thod mén diéu kién mat do
déu, khoang cach giita hai hat cho trudc i 1& véi kich thudc dai ctia khéi khi
va ta c6 thé€ chon vi tri cha bt ki hat khi nao 13 tAm caa su giin nd. Xét hai
phan it khi A, B cich nhau mot khoang R. Coi A 13 tAm cia sy gian nd con
13 nidm & bé mit ctia khéi cu tAm A. Theo dinh luét vé su hﬁp dan Newton,
méi don vi khéi lugng ctia B chiu mét luc hit —$4 hudng vé phia 4, trong
d6 khéi luong cha khébi ciu tim A 1a Af = %nlf“’p, p 1a mat d6 cia khbi khi.
b€ y rang t8ng hap luc hip din tic dung 1én B cha phan khbi khi ndm ngoai
khéi cAu tim A ban kinh R bing 0. Bb qua ap suit ta c6 phuong trinh chuyén
déng cua B la

IR GM
a2 R?
Ta co _ _
d’R dRdR 1dR?
dt? T dRdt 2 dR
va d€ y rang M khong déi trong sudt qua trinh giin nd, bing phép lay tich
phan ta co

R GM
9 T R + K,
hay
R GM
K=— -2 =
( 5 I T+V,

T,V 1 déng nang va thé ning tinh cho mét don vi khéi lugng cia B. Néu
nang ludng toan phan bing 0 ta ¢ K = 0. Vi vy ta ¢6

dR 2GM

w - E R

Qua trinh dang xét 14 qua trinh giin nd nén trong biéu thitc trén ta chon diu
+. Thue hién phép tich phan, véi diéu kién R = R tai t = t,, ta ¢d

a
% (123 - Rg) = V2GM(t - t;) .

Khit > g, R>» Ry th )
R t3 .
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3037

Mot phi hanh gia mang theo mét dén pin, bat dén sang rdi bd né lai trong
khdng gian (t¢ quay xung quanh truc cia nd). Tim phan vén toc tang thém
ctia “sting photon” nhan dugc sau hai gio hét pin?

(Columbia )
Loi giai:

Gia sir dén pin duge dé 3 tiéu diém clia mét guong phan xa paraboloit sao
cho hu hét toin bd anh sang phat ra theo mot hudng. Néu cdng sult clia dén
13 N oat (W) va thdi gian dén sang 13 ¢, thi ning luong toan phan cla cac
photon duge phat ra [a F = Nt. Néu hudng cia dén khong ddi thi xung ludng
cua no sé ting thém mot lugng 13

E Nt

my = — = ——
c c

hay van téc clia né ting thém mét luong

Nt
me’

VvV =

m 13 khéi lugng ctia dén pin, két qua trén 12 do méi photon c6 nang lugng «
6 xung lugng tudng ing la £.

LAy vidu, ndu N = 1 W, 0 = 0.3 kg, t = 2 gid, thi

1 x 2 x 3600 "
Y == — - — == ]_( .
SR T Ik

3038

M6t dén chdp gia dinh phat ra mét chiim séang rat chudn truc va cé kha
ning chuyén ddi mot phin 16n khéi luong nghi ctia no thanh anh sang. Gia sit
ban ddu dén & trang thai nghi véi khéi luong my, sau d6 né duge bat va cho
chuyén déng tu do doc theo mét duding thang. Tim khéi lugng nghi m clia dén
khi né dat van tbc v so v6i hé quy chiéu gén véi trang théi ding yén ban diu
cha né. Khéng gia thiét ¢ > v.

(UC, Berkeley)
Lai giai:

Goi F 1a ning lugng toan phan cia cac photon di dugc phat ra cho téi khi
dén dat vin toc v = gc. Khi dé xung luong toan phan cha cac photon c6 dd
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Ion £ va nguge chiéu véi v. Goi m 14 khoi lugng nghi ctia dén khi né c6 vdn
toc v. Ap dung dinh ludt bao toan ning lugng, ta co

2 . 4
myc® + E - mae

. s
mayes + F = mpe”

va ap dung dinh luat bao woan xung luong, ta co

g A i
m~ydec - — =10,
c
vdi v - ‘|1—JJ Khit E trong cac biéu thirc trén, ta ¢d
P S

ma (L + d) = my .

hay

-
-

—
Tig | J€ =2

1
I T e el

3039

MGt hat ¢ dién tich g, khoi luong m chuyén déng trén mét quy dao tron
ban kinh A trong mat phing ry trong mét tir truong déu B = Bz.

(a) Tinh I3 theo g, R, m, va tan s gOc u.

(b) VAn toc ciia hat khong ddi vi tir truding B khong sinh cong 1én hat, Tuy
nhién. mot ngudi quan sat chuyén déng vai van toc déu 3% lai khéng thiy vin
te cla hat 1a hiing s6. Tim u, (thanh phin khéng clia vectd van toc 4 chidu
cua hat) ma nguoi quan sét do dude.

(c) Tinh = _u varéi 24, Bang cach nao ma nang lugng cta hat da thay déi?

(Princeton )
Loi giai:

(a) Phuong trinh chuyén déng cla hat trong hé quy chiéu phong thi

nghiém la

dp ‘
TR * B .
Vi p va u song song voi nhau nén,
! 1 dp*
e —iqu-uxB:ﬂ.

dt 2 dt
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Vi vay p? va do dé d6 16n cla p va u la khong doi. Tir dé suy ra
L

/ 2
y1-(%)

ciing 1a mot hiing s6. Khi dé, vi p = my,u, ta cé thé viét lai phuang trinh
chuyén déng thanh

Tu

du
dt

=ux W
v w = qp,’mj«“. Vi
u=(r,y0} w=(00w),
phuong trinh trén tuong duong vai
Tl V= —Iw, =0,

Vi chuyén déng chi gi6i han trong mit phing zy nén ta khong can xét dén
phuong trinh chuyén déng theo truc z. Phoi hop hai phuong trinh con lai ta
co _ _
E+iwE=0
béing cach dit z + iy = £, Phuong trinh nay c6 nghiém t3ng quat
£ =pe WP 1 gy
trong do p.  1a nhitng hang 56 thuc con £, 1a mét hing ) phitc. Nghiém nay
tuong dudng voi
r — rg — Reos(wt + ), ¥y —yo = —ABsin{wt + ) ,

nhitng biéu thitc nay cho thiy quy dao chuyén dong 13 dudng tron vai ban

kinh R duoc cho bai
.u:1fi2+y2=&u,
w Van tbc goc quay. Tir dé
B - MYy M 1 -
— — —___'_—2 . -___—2 .
? Y- Y- (B

E

(b) Gia sit S, 5" twong (ing la hé quy chiéu phong thi nghiém va hé quy
chidu ditng yén clia ngudi quan sat chuyén déng. Thanh phin thit khéng cia
vecto van tée bon chiéu, duoe dinh nghia nhu u® = (yuc, Y,u), bién déi theo

Tu€ = Y1 — Bruua)

45-BTALG OO HOC
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trong do + = \Kll_??- Nhu vay

Ug = V,¢ = YYule — SE)
= Yvulc + BwhRsin(wt + )]
= vy e + Fusinfwy,T + )|,
trong d6 14 théi gian riéng cia hat. Nhu vay u), khéng phai la hing 50 trong
57,
(¢}

!
duy

7 = -y’,r'ﬁﬁwu cos(wyy, T + @)

!}ﬁ'? P Cos qBT-i-'"
B m) Vi-# \m 7))

Néu xung lugng 4 chiéu duge dinh nghia nhu p® = (mug, p), thi do i 13 mot
hing sb,

d J d ! 2 2 -
dr dr m /13 m
biéu thirc nay chiing 14 14 nang luong thay déi

a5 _ i

dr ~ dr

Chii y rang trong hé quy chiéu &, truong dién tit dudc xac dinh bdi

Ey=E =0
Efl =7(B, +vxDBy)
=~vxB)

= 3% x B2 = —y3By .

s e SF ) 2 a . v N \ . i o n
vi vay trong hé quy chieu S’ ¢6 ca trudng dién va truong nay sinh cong 1én hat
lam thay déi ning lugng cta né.

3040

Xeét va cham ciia cac chum proton. Trong trudng hop thit nhét hai chim
proton c¢6 dong ning T va cham tryc dién véi nhau. Trong truong hop thu
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hai méot chum proton dang chuyén dong va cham vio cic proton ding yén.
Dé ning luong sin sang cho phan ing trong hai trudng hgp bang nhau thi &
truong hop thit hai chum proton chuyén déng phai cé déng ning bing bao
nhiéu? (S dung céc bidu thic tueng déi tinh).

(UC, Berkeley)
Loi giai:

D6i voi mot hé thi dai lugng £2 — p? 1a bt bién di véi phép bién déi
Lorentz. Xct va cham truc dién cua hai chum proton cung c6 déng nang 7,
va gia sit rang trong hé quy chiéu ding yén S’ gin vai mét chum proton thi
chlim proton con lai c6 nang luong toan phan £’ va xung lugng ¢'. Vi trong hé
quy chiéu phong thi nghiém xung ludng toan phan cila hai chim proton bing
O néntaco

(2me? 4+ 2T)% = (£ + mc?)? - p?c?
- (E" t me*)? - (B — m*c)

2 me? + 2miet

hay
B 272 + 4T + m2cd

i’
E ]
me=

trong dé m la khéi luong nghi ca proton. T d6 nang luong san c6 cho cac
phan (ng la
, , 272 4+ 4Tme?
E-mct= ———F——
e

3041

M6t photon cé xung lugng p tién dén va dap mét hat dang ding yén c6
khéi ludng m.

(a) Tim ning lugng tuong doi tinh toan phin ctia photon va hat wong hé
quy chiéu khbi tam.
(b) Tim d6 16n xung luong cia hat trong hé quy chiéu khoi tam.
(c) Néu xay ra su tan xa nguoc dan hoi ctia photon thi xung hegng & trang
thai cudi cia photon trong hé quy chiéu phong thi nghiém la bao nhiéu?
(UC, Berkeley)
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LGi giai:
(a) Xét dai lugng E* — P2c? cha hé 1a dai lugng bét bién dbi vai phép bién
ddi Lorentz
(pe + me2)E — p2f:2 = E?,
trong dé £’ 1a nang luong toan phin ciia hé trong hé quy chiéu khéi tam (13

hé quy chidu ma theo dinh nghia thi trong dé xung lwgng toan phan cta hé
phai bang 0). Vi vay ta cd

E’ — /2pmc3 + m2ct |

(b) Trong hé quy chiéu khéi tAim xung luong toan phﬁn P’ = () va xung
Iuong p chia hat bing vé dd 16n nhung ngude chiéu so véi xung lugng ' cla
photon. Xung luong bién dai theo cong thirc

P'_ﬂ—--w(P—£>

C

tir do suy ra
Pe pc 1
i R Y < A = = ——
' E  pct mc® o 1 - 32
trong hé quy chiéu khoi tdm. Ap dung phuong trinh bién déi cia xung luong
mét lan nita ta tim dude xung luong clia hat trong hé quy chiéu khéi tam la

pme
V2pme + m2e?

P =v(0—38me) = —yfme=

(¢) Goi xung lugng ctia photon va clia hat & trang thai cudi lan ludtla  p
va 2. Ap dung dinh luat bao toan ning lugng va xung lugng ta co

pe+me? = pre+ V pic? + 2t
p=-ptp2.
Két hop hai phuong trinh trén 1a ¢6

(p—p)*+2(p— p1)me = (p+p1)?,

hay
.. PIRG
C 2p+ me’

m



Thuyét tuong dbi hep | 703

3042

Xem xét kha nidng tao thanh mot trong nhitng hat mdi duge phat hién, do
la hat v’ (3,7), khi mdt photon va cham véi mét proton theo phan ting sau

THp—pt Y.

Trong bai toan nay chiing ta 6 co sd d€ 14y x4p xi khdi luong ctia ¢ la 4M,,
visi M, 1a khoi lugng clia proton. Ban dau proton bia & trang théi nghi con
photon chifu t6i ¢o nang luong £ trong hé quy chiéu phong thi nghiém.

(a) Tim gié tri toi thi€u clia ndng luong E clia photon dé€ phan \ing trén co
thé xdy ra. C4 thé tinh két qua theo don vi Mpc? (=938 MeV).

(b) Tim van téc, nghia la 1 s& » /e, clia hat v’ khi photon ¢6 ning lugng £
vira du vurgt qua nang lugng ngudng Ey.

(UC, Berkeley)
L&i giai:

(a) Tai ngudng d& phan (ng xdy ra, & trang thai cudi cling cac hat p, vw'déu
ditng yén trong hé quy chiéu khbi tam. Vi E2 — P22 1a bat bién dbi véi phep
bién d6i Lorentz va dbi vai hé ¢é 1ap thi né duge bio toan va vi mét photon ¢6
nang luong £ thi cé xung luong 1a £, nén ta c6

(Ep + Myc®)? — E2 = (Mye® + dM,*)*
tr do tinh duge
1‘}‘[) = ]2.’1'!?_,(.'3
la ndng lmmg nguong ctia photon.
(b) O gan nguong nang lu0ng dé phan (ng xay ra, hat ¥ tao thanh d trang

thai dung yén trong hé quy chiéu khoi rarn vi vay van toc cia nod 1rong hé quy
chiéu phong thi nghiém chinh 12 vén toc cta khdi tam hay vén tée cua hé

7 _
Pes Far 12
U= —— —— = —

F f)‘(] + J‘JJJL'."Z 13 a

3043

Mot phan proton ¢6 nang 1erng Ey tudng tac voi mot proton ¢ trang thai
nghi dé tao ra hai hat c6 cling khéi lugng m,. Trong hé quy chiéu phong thi
nghiém, ngudi ta phat hién dugc mét trong hai hat tao thanh & goc 90° so
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v6i chiim téi. Tim ning luong toan phén (£,) cha hat dé va chitng to ring né
khong phu thude vao m, cing nhu vao Ejy.
(UC, Berkeley)
Lo giai:
Ta biét phdn proton va proton c6 cung khéi luong m. Hinh 3.23 mo ta va

cham gilta phan proton va proton. Ap dung dinh luat bao toan xung luong 1a
o :

po = pa oSt 71 = P2 Sin @,
hay

Ey.Pg

Hinh 3.23

Ap dung dinh luit bao toan nang ludng ta ¢d
Ea+ met— E, + \/pgc'z + mict,
Phéi hgp hai phuong trinh cubi ta ¢6
(Eo + me'Y? 4 EZ - 2(Eg + me)E, = pic® + pic? + mict,

hay
omic! + 2Eyme? = 2(Ep + mc?)E, |

i E} = pEc + m?¢*, E? — pic? + mic*. Dodébta cd
E,= me? .

Nhu véy E; chi phu thudc vao khoi lugng clia proton ma khéng phu thude vao
m, va Ey.
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3044

(a) Mt hat c6 khoi luong m va dién tich e chuyén déng vdi van toc tuong
déi tinh v én mét dudng tron ban kinh R, quy dao nay vudng goc voi mor tit
truong tinh déng nhét B nhu mé ta trén hinh 3.24. Tinh A theo cac thong sb
con lai (bo qua su bire xa).

(b) Quan sat vién ' chuyén déng véi van téc ¢d dinh v doc theo truc y
thay quy dao c¢6 dang nhu hinh 3.25. Cac diém a, b, . d, e ¢ hai hinh tuong itng
voi nhau.

{i) Tinh khoang cach /, - y;, ma quan sat vién O’ do dugc.

(ii) Tim gia toc %i%{ cta hat tai ¢, 12 diém ma hat & wang thai nghi mot
cach wrc thoi.

(iii) Giai thich ngudn gbc gia the cla hat tai ¢ trong hé quy chiéu gén véi
'?

(Princeton )
T I
1
8 Fc Py
s e
_ar L"\b 5 j \ bAd .,
& " Mrﬁ \5_

¢
-

.
Hinh 3.24 Hinh 3.25
L gidi:
(a) Goi p la xung lugng ctia hat, ta cé

d

d? =evxB,
va nhu viy

dp 1 dp* B B
pa._ad—r emyv.vxB=0,

trongddoy = ~—.Doddp,vvacdv déu cod d6 16n khong déi. Nhu d3 tinh

VI3
toan d Bai 3039, quy dao cua hat 1a duong tron ban kinh R cho bdi céng thirc
v = Rw, vai
B

w = :
ey
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(b) Goi X, ¥’ 14n luct 12 hé quy chiéu phong thi nghiém v hé quy chiéu
gan voi quan sat vién, trong d6 £ chuyén dong véi van the —v doc theo truc y
so voi . St dung phép bién ddi Lorentz ta ¢é

Y = y(y — Bet) = y(y + vt),

/ 7
z =z, r =z,

ct’ = y(ct — By) =7(ct+%) ,

véi 3 = -1
() Tacd
m
Ya— Yo =—2R, tg—ty=—,
w
Yy — Yo = Y(¥a — %) + Yv(ta — ts)
- (—QR + 25)
(m — 2)yv _ (m = 2)mv
w eB (1 - —;)
(i) Tai diém ¢, & =0, & = v,
d2 —p? A . N
?it—;: - };’ (gia téc hudng tam) ,
d? TS
E% —0 (gia toc tiép tuyén) .

Thanh phan vén tbc i 4r bidn d6i theo cong thite

dz’ _ dz/ (d_t’) B ki
dt' dt dt 7(1+%%)
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Tuong tu ta co

ARG A ——
a2 d¥ \ dt 7(1 + ;":réﬂ dt \ dt’

5 —~evl3
7 m
Tai diém ¢ ta ¢
dy’ % +v  —v+w
- 2
w1+ 3F -8

Vi € = 0, & — ( nén vén téc cla hat v’ = 0.
(iii) Cac phuong trinh bién déi dbi véi trudng dién tir c6 dang

E,=E,=0, B,=B,=0
E; : 'Y(Ez - ,BCBJ:) =0,
E; = v(Ez + fBcB,) = =B,

B;=7(BZ+§EI)=7B,

B;:W(BI—§E2>=0.

(D€ thu duge cac phuong trinh trén ta thay cac truc y cho z, z cho y, z cho z).
Khi d6 trong hé quy chiéu ¥’ luc Lorentz tic dung 1én hat tai diém c la

F'=¢(E' +u' x B') = eF’,

468TALG COHOC
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hay
F' = F. = —~yevB ,

va gia tbe cda vat 1a —len';—B, gibng nhu két qua tim dudc & cau (ii). Vi vay gia
tdc cha hat tai ¢ 12 do trudng dién trong hé quy chiéu ¥’ gay ra.

3045

M6t hat mang dién (dién tich e va khdi luong nghi m) chuyén déng trong
mét trudng dién tir khéng déi theo khdng gian va théi gian véi cac thanh phin
ctia né 13 E = (a,0,0) vi B = (0,0, b) trong hé quy chiéu Lorentz S. Gia thiét
rang |E| # |B|. Hiy dua ra cic phuong trinh vi phin cho vectd van téc 4
chiéu cia hat nhu 13 m6t ham cda thoi gian riéng. Hiy chi ra ring nghiém clia
phuong trinh dé c6 thé bidu dién dudi dang chéng chip clia cac ham mi va
tim céc s hang & phin mi. Tim diéu kién (cta E va B) sao cho tit ci cac
thanh phan cfia vecto van téc 4 chiéu déu lién két doc theo titng quy dao?

(Princeton)
Loi giai:
Chuyén ddng ctia hat duge mé ta bing phudng trinh vecto 4 chiéu
dp”

- = &)
ds F=,

trong d6 ds = cdr, T 1a thoi gian riéng cda hat,

p* = mc*u® = mc? (%u, '7) ,

F*=(F,2u.F),
7 4

f = N N A ‘ kd
véi v = ——— va u 1 van toc cta hat.
Vi—z

Luc tac dung 1én hat 1a luc Lorentz
F=e(E+uxB).
Véiu = (ug, uy, u;), E = (a,0,0), B = (0,0,b), viu:F = eu-E = eau,, ta cd
o _ _ Gz
F® = ey (a+lmy, buiz, 0, = )

= e{auq + cbug, —cbu,,0,au, ) .
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Tt d6 cac phuong trinh chuyén déng la
m 3%
dr
d
mdi2~ = ——ebul N

e

= S(Cb’UQ + au4),

dug
mr =0

duy eauy

dr c

Nhut vay uz 15 hing s6 va khong cin xem xét gi thém. D€ gidi cAc phuong
trinh con lai ta dat
uj = Aje”, “J=1,24.

Khi dé cac phuong trinh trd thanh
mAA] — ebAy — %aA4 =0,
ebAy +mAA; =0,

—EGA] +mAAy =0.

Diéu kién d& hé phuong trinh nay c6 nghiém ma khéng phai khit bd tét ca cac
Ala

m\ -—eb -2

eb mA 0 [=0,

-2 0 mX
nghia 1a

e?a®
mA (m2z\2 + €?b® — —2—> =0.
¢
Cac nghiém cua phudng trinh la .
/\1—"—‘0, )\22‘—6—\/&2—62b2, /\3=—i\/a2—62b2.

mc mc
Nhu vay nghiém tdng quat clia phuong trinh chuyén dong 12 chdng chép cia
cAc ham mil véi cdc sb mi vita tim dugc. Diéu kién dé tit ca cac thanh phin
ctlia vectd vén tdc 4 chidu ctia hat déu lién két doc theo titng qu§ dao 14 céc A
phai bing 0 hodc 14 sb 40, nghia la

a < cb, hay |E| < ¢|B| .
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3046

Mot hat c6 dién tich e, ning luong E, chuyén déng véi van toc v trong mot
tlt trudng sinh ra bdi mét ludng cuc tit ¢6 cudng dd M n3m & goc toa db va
huéng doc theo truc z..Néu ban d4u hat nim trong mit phing zy cach gbc toa
d6 mot khodng R va chuyén déng theo phuong xuyén tdm ra phia ngoai, hay
tim gia tri cuc dai va cuc tiéu ciia ban kinh cha hat (gia sit quy dao ca hat bj
gioi han).

(Chicago)
Loi giai:

Ham Lagrange ctia mot hat ¢6 dién tich e, khdi luong nghi m chuyén déng
vGi vén téc u trong trudng dién tir ¢6 thé vé hudng @ va thé vecto A 1a

mc2

L=-———e®d+eu-A.
Y

_u2
pva

trong dé6 v = J L__. Trong bai todn ndy khéng cé truong dién nén & = 0.
1
Thé vecto do ludng cuc tir c6 momen M nim & gbe toa dé gay ra la

l)__u_oMxr

r)  4m 73

A=—@Mxv(
ar

Trong hé toa dé ciu nhu hinh 3.26 ta ¢6

M = (M cos8, —Msin#,0) ,
r= (T,0,0) »

do dd ta co

Ho Msinﬂ,

V6i u = (,7, 7 sin f), ham Lagrange c6 dang

I— _m02 + _p_geMsin20¢

0% 4m T

Chu y ring u? = 72 + 7262 + r22%sin? 4, L khong phu thudc tudng minh vao
@. Do d6 ta c6

L M s
Po = %D— = (mvr% + %%) sin’¢ = hang s6 .
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z
r I
8 )
|
t >y
|
v
x
Hinh 3.26

Ban dau hat & vi tri ¢6 7 = R va chuyén déng vdi van téc v = 7 trong mit
phing zy nghialar = R, 6 = %, @ = 0 tai thai diém ban diu, tir dé ta cb
e eM 13 hiing s6. Hon nira, tic dung 1&n vt chi ¢6 luc tir do Iudng cuc tir ndm
& gbc toa d6 gy ra. Ludng cu tif ndy gy ra mot tif trudng c6 cac dudng sitc tir
vuong goc voi mat phiang ry nén luc tf tic dung 1én hat ciing ndm trong mat
phing nay vi do dé hat chi chuyén déng trong mit phing zy. Do dé § = 0,
0 = T tai moi th&i diém. Vi vay ta ¢6

Tai cac ban kinh cuc dai va cuc tiéu, 7 = 0 va u = ri,. Vi luc tir khéng
sinh cong do
u-ux(VxA)=0,
nén u c6 dd 16n bang véi vén téc ban diu v, nghia l1a r$ = +v, va v 1a mét
hang s6. D3t

_ Mo eM
a_zl;m'yv’
ta co
+Rr’ —ar+aR=0.

Nghiém chia phuong trinh ting véi diu + 1a

@ / 4R?
T—EE(l:‘: I—T)A

Nghiém ctia phuong trinh (ng véi diu - 1a

! 4R?
= —|-1+/1+ = |,
T QR( + a )
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trong hai céng thic trén ta diing nghiém ng vdi cac diu + vi r 1a s6 duong.
So sanh hai nghiém tim dugc ta tim dugc gia tri cuc dai, cuc ti€u cua ban kinh

la
a 4R?
Tm“—aﬁ(”vl‘T)’

o 4R?
Tmin — ﬁ -1+ 1+ _(1— .

3047

Nhu chiing ta da biét cac hanh tinh chuyén déng trén nhiing quy dao hinh
elip xung quanh mit trdi va viéc din ra phuong trinh quy dao 12 mdt bai toan
mau trong co hoc ¢8 dién. Tuy nhién, chi cin tinh dén nhitng hiéu ng coa
thuyét ttong dbi hep thdi 13 quy dao sé ud thanh elip tién déng ¢6 dang

1 1

= r_o{l + ecos|a(f — 6p)]} ,

trong dé a = 1 tuong ung véi két qua ¢8 dién khong c6 tién déng.

(a) Dan ra phuong trinh néu trén vi biéu dién « va rg theo cac hing sbé co
ban cua quy dao (nhu ndng lugng, momen déng lugng, v.v.)

(b) Cho ban kinh quy dao trung binh ctia sao Thuy 14 58 x 10® km va chu ki
quy dao ctia né 1a 88 ngay, tinh todn miic tién déng ctia quy dao clia sao Thuy
theo gidy cung sau 1 thé ki, (TAt nhién 12 hiéu ng nay khéng phai 13 nguyén
nhén duy nhét gay ra su tién déng cuia sao Thuy).

(Chicago)
Li giai: /

(a) Xét mét hanh tinh c6 khéi lugng m va van tbe v. Vi né chuyén dong
trén quy dao elip, nghia 1a trong mét mat phéng, nén ta sit dung hé toa d6 cuc
(r.8) v6i mat troi 1a gbe toa d6. Ham Lagrange clia hé 13

Lz_M+GmM

1

1
1- 82

trong d6 y = VeI
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M 1a khéi luong cia mat trdi. Vi
IO O
or\vy/ ¢’ g\y,), & or\~/) 2

Céc phuong trinh Lagrange
d (OLY _oL _
dt \ 0g; 0

cho

GmM
rz

—d—(m'yf) — myré? + 0,

dt
myr?) = b, mot hing sb.

w 1 3 . N 5 - 4
Dét u = |, ket hgp hai phuong trinh cudi ta c6

d bdu - 7.2 _
a (5-&?) + bub — GmMu‘ =0,
hay
d?u GmMu?
P ittt 1
22 T v 1)
vi
du _ gdu
dt deo

Ning luong toan phin ctia hanh tinh 12

E = mc? GmM .
T

Nhu viy _
GmMu? _ GmM
b b2

(E + GmMuy)
va phuong trinh (1) dugc bién déi thanh

d*u 2. GmME
az TS T o

2
QQZI_(GmM) .

(2)

trong dé
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Phuong trinh (2) c6 mdt nghiém riéng la
GmME
T b2c2a?

\ s s A g 7 > y oy
va do dé nghiém tédng quat ctia n6 1a

GmMFE
u= Acosja(f — b)) + 222
trong d6 A va 6 12 cac hiing sb. Vi vay phuong trinh qui dao c6 dang
1 1
=~ = —{l + ecos|a(f — 6u)]}
r 7o
voi
) b2e2a? (bc)2 _ (GmM)Z A . (ij\/f)ﬁ
= fad = T = B ‘
O% GmME GmME  ©T 0 o

A, 8 13 cac hing s6 va b, E 14n 1ugt 13 momen dong lugng d6i voi mit wdi va
ning lugng toan phin cta hanh tinh.

(b) Gia st r dat cuc tiéu tai 8, va trd lai gia tri cuc tiéu nay tai 0,. Khi dé
a(f, — 6)) = 27. Do d6 diém cin nhit ting mdt goc

A9:g£—27r:27r(l—1>

Q (87

sau mbi chu ki quay. Chil ¥ ring khi @ = 1 thi khéng c6 su tién déng. Vi d6 l6n
gbe tién déng nhd so véi 27, nén o gin véi don vi va ¢ thé duge biéu dién

nhu
1 (GmM)2
a~1— — \

2 be
va ta co

2
Agzﬂ(GmM)
be

sau mbi chu ki quay. Xét dén vai tro clia luc hap dén ta co
GmM

— = m7F02 ,

T
trong do 7 1a ban kinh quy dao"trung binh ctia sao Thuy. Vi
b= myF2l ,
GmM 7 27

be ¢ ’rc'
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trong dé 7 = 88 ngay la chu ki quay ctia sao Thuy nén trong mét thé ki s6
vong quay ma sao Thuy thuc hién 1a

100 x 365
- =414,8
88
do d6 gbc tién déng sau mét thé ki 1a
58 x 106 2
O = 414, 8 x 473
4,8 xdm” x (88x‘24x3600x3x 105)

= 3,326 x 107° rad
= 6,86 gidy cung .
K&t qua nay chi bang 5 két qua quan sat dude. Két qua tiure té quan sat duge

chi ¢6 thé dugc gidi thich bing nhitng tinh todn lién quan dén thuyét nrong
d6i t8ng quat.

3048

Hay d4n ra ham Hamilton clia mot hat chuyén déng véi xung lugng p =

;’%‘:—; trong truong dién tir duge mo ta bdi céac phuong trinh sau
1 6A
E=-Vé- =7,
H=VxA.
(SUNY, Buffalo)
Loi giai:
Ham Lagrange ctia moét hat tich dién ¢ trong hé don vi Gauss 1a

2

C
L':——mo—-—qu+—(!v-A,
5 c )

va theo dinh nghia thi Hamilton cta né la

H:Zj:l-p,—L,
1

trong dé #; 1a thanh phin van tbc trong hé toa dd Descartes cho bdi v =
(£1, 2. %3) va p; la xung lugng chinh tac cho bdi cong thitc p; = g_rl', Vi

L, seses 00y o
y2 c? ’ oz, \v/, ¢
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va
v-A =) di4,
1
nénta cd
oL _— (IA{
= = moYT;
D 81}1 07YL;
va

2
. . mocC
H=§ x,p‘—L:movg 1',2+—7——+q‘1>
i 1

R 2,2
=2 (72 +1>+qu
¥ c

= mgve? + g |

Dé biéu dién H theo p, ching ta sit dung hé thiic

hay
gA\?’
miy?y? = (p— _)
¢
do dd ta ¢o
2.2 4 2 [72? 4 gA\? , 24
maY e’ = mg 3 +1)c: p—— | ¢ +mye .
[ [

Vay ham Hamilton cta hé 1a

AN? '
H:\/(p—q—c—) 2+ mict +qd .

3049

Tim vén té¢ cia hat biét ring déng ning ciia né bing ning lugng nghi.
(Wisconsin)
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ﬂuyéc tuong déi hep

Lai giai:
Déng nang cua mot hat ¢6 khoi luong nghi my 12
T - E - mye? = mpc (v — 1),
¢ nén

. Vi déng ning cla hat bing ning ludng nghi mqc

[}

trong do ~ —
V! e
v — 2. Mrddétacod
-
u | 1 '3
— ]l - — = S
eV T2 \! 4
hay
N
Bz .
2

3050
Mot chiim electron bi tan xa bdi mét bia tan xa ¢b6 dinh nhu trén hinh
3.27. Céc electron bi 1dn xa dan héi. M6i electron cé ndng lugng £ = 2mge?

(Wisconsin)

va chum electron ca thong huong la ) electron/gidy.
(b) Tim d& ldn va phuong cua luc ma chum electron tac dung 1én bia tan

(a) Tim vén toc cua chum electron tdi.

xa?

Hinh 3.27
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Lai giai:
1

- ‘ 4 b A \ ) r A 4
(@) Vi E = mgvye? = %mocz, nén«y = %va =/1- == %.'I‘udovan toc

1.2

cua electron 14 0, 8c.

(b) Vi cac electron bi tin xa dan hdi nén van tdc clia chiing trude va sau
tan xa bang nhau. Thanh phin xung lugng song song vai bia tan xa can dudc
bao toan nén chtim electron t8i va chuim electron tan xa phai tao vdi bia tdn xa
nhitng géc bing nhau. Do d6 sau qua trinh tin xa thi thanh phin xung lugng
vudng géc véi bia tan xa chi di ddu ma khéng thay déi dé 16n. Vi vy ta co

V2

4
Ap = 2p,, = 2mgyvcos45° = maoC .

Luc /' ma chiim electron tac dung 1én bia tan xa bang véi xung luc ma chum
electron tac dung bia trong modt don vi thoi gian. Vi co (Q electron dép vao bia
trong mot don vi thai gian nén lue F ¢d cudng d6 1a

4V2
F=2p,Q = TQmOr .

va c6 phuong thing dimg (vuéng goc voi bia tan xa).

3051

Theo nguyén 1y tuong duong thi khdi lugng hap din va khéi lugng quan
tinh bing nhau. Hay ly giai xem liéu mét photon ¢ khéi luong hp din khac
0 hay khéng? Gié sit c6 mot photon roi thing vé phia trai dt va khoang cach
ma photon nay roi duoc 1a 10 m. Tinh toan anh hudng cta qua trinh roi néi
trén 1én tin sé coa photon. C6 thé ding ki thuat thuc nghiém nao dé do dac
dudgc sut thay déi tin sb d6?

(Wisconsin)
Loi giai:

Mic du khéi lugng nghi ciia photon bing 0 nhung theo nguyén ly tuong
duong thi khéi luong hip din clia né khéng bing 0 ma bing khéi luong quan
tinh

Khi photon rdi mét doan ! trong truang hdp din g, thi nang luong va ca tin
s6 ctia n6 déu ting

!
h' ~ hv + ingl = hv (1 + 2—2) A



Thuyét tuong dbi hep 719

Thay v' = v + Ay, ta co

Av gl 9,8 x 10 —15
e o 20T T 1 1x107,
v 2 (3 x 108)?
Nhu véy khi roi mét doan 10 m trong trudng hip dan cia trai dét thi tan sb
ctia photon ting (dich chuyén vé phia xanh) theo hé s6 1+ 1,1 x 1075, Thuc
nghiém c6 thé st dung hiéu (tng Méssbauer dé€ phat hién sy thay déi tan sb
nho nay.

3052

Xét thi nghiém tin xa & ning luong rit cao giita hai hat ¢é cliing khébi
luong nghi mg, trong dé mot hat ban dau ding yén con hat kia tién i vai
xung lugng p vi ning luong toan phin E.

(a) Tim van toc khbi tdm ctia hé 3* = "7

(b) Trong gidi han twong déi tinh cuc han pe > moc?, tim ndng luong toan
phin E* cta hé trong hé quy chiéu khéi tdm (1a hé quy chiéu trong dé tng
xung luong 3 chiéu toan phan bing 0).

(Wisconsin)

Lai giai:

(a) Trong hé quy chiéu phong thi nghiém, hé hai hat ¢4 nang lugng toan
phin 1a E + moc? va xung ludng tdan phan 13 p. Van tbe khéi tim ciia hé (van
téc clia hé khi xét né nhur mot tdng thé) tinh theo don vi ¢ khi dé 14

. pc
B —E+m002-

(b) D6i véi mét hé thi cac dai luong E? — p?c2 1a bt bién dbi voi phép bién
déi Lorentz. Trong hé quy chiéu phong thi nghiém dai luong nay bing

(E + moc®)? — p*c? = 2Empc? + 2mic’

vi E? —p’c? = mic!. Trong hé quy chiéu khéi tam dai luong nay bing (2£)?,
trong d6 E 1 ning ludng toan phin ctia méi hat. Vi vay

E* = 2F = /2Emqc? + 2m3ch

~ V2Emoct & v/ 2pmoc
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trong gi6i han tuong déi tinh cuc han véi pc > mgc?, ta ¢6

E = /p?c® + mict = pc > moc? .

3053
M6t hat ¢6 khdi luong nghi m va ¢6 vén tdc ban dau vy doc theo truc x. T
thdi diém ¢ = 0 hat chiu tac dung cia luc F doc theo truc y. Tim vén tbc cua
hat tai thdi di€m ¢ bét ki, va ching t6 ring |v| — c khit — oo.
(Wisconsin)
L&i giai:
Phuong trinh chuyén dong ciia hat

»

d

14 1 A - » \ \ 4 4 A A /.
trongdé v = m, trong bai toan nay phuong trinh do c6 thé viet dudi dang

ez

d, _d, .
0= 2 (myi),  F=—(myj)

véi v = (&,9), F = (0, F). Vi F 14 hing s v3i moi t > 0 va tai thdi diém ban
dau & = v, 7 = 0, F = 0, nén sau khi tich phén cic phuong trinh trén ta ¢6

mYI = mypvo, myy = Ft,

trong dé vy = ﬁ Do dé ta c6
NS

. 1 '
P& =41 = (il + P
hay
g B mhRRt P
1— 32 m2¢2 '

tlt d6 tinh duge
m2y2v} + F2t?
m2y2vE + m2e2 + F22

g =




'I_‘huyét tuong dbi hep 721

2 € o 4
Viy§3 =+ —1,néntacod

\/m772v2 + thz

+ F22°

Cac thanh phén van tbc 1a

trong dé

Y52 + F2t?

v \/1_—52 \F m2e?

Khi t — 00, Vi myoup, Moc van 1a cac hing s6 nén ta ¢

o (2 e =e
(% Ft T=C,

3054

Mot electron c6 nang lugng E > mc? va mét photon ¢6 ndng lugng W va
cham vao nhau.

(a) Tim ning luong W' ctia photon trong hé quy chiéu gin véi electron
(hé quy chiéu e).

(b) Néu W' « mc?, cb thé bod qua sy giat Ini cua electron va nang ludng
cua photon trong hé quy chiéu e khong thay d8i do qua trinh tdn xa. Tim gia
tri cye ti€u va cue dai niang luong cia photon trong hé quy chiéu phong thi
nghiém (hé quy chiéu L) sau khi tan xa.

(Wisconsin )
Loi giai:

(a) Chon truc z triing véi phuong chuyen déng cua electron. Goi 0 va ¢’ 14n
luot 13 géc tao bdi chiim photon véi phuong chuyén dong clia electron (truc
z) trong hé quy chiéu L va hé quy chiéu e. Vi (pc, E) 13 mdt vecto 4 chiéu nén
ning lugng clia photon bién ddi theo céng thitc

W' =~ (W — ﬂ—w - 00059) =4(1 - Bcos)W ,
c
trong dé vy = #, B = B voip = LV/E? — m27 la xung lugng ciia electron
trong hé quy chiéu phong thi nghiém L. Vi E > mc? ta ¢6

m?2c
per= E (1 5F? ) .
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g E m?2¢t
W'~ W 1-— 1 - '2-237 cosf w
mc?
cosf| W . (1)

T d6

E
[@(1 —cost) + Y5
(b) Trong hé quy chiéu e ban dau electron ditng yén. Néu bd qua sir giat
Hii cha electron thi chum phonton t8i phai bi tan xa tré lai doc theo phuong
chlim t8i véi ning luong khéng thay déi vi ning lugng va xung luong bao
toan. Ning luong va xung lugng cia photon bién déi theo cbng thic

W’ cos0' = yW(cosb — j3), W'sing’ = Wsiné ,

hay
sin &
tgd = 2
va )
W =~(1+ Gecos )W =~ £(1+c039') _ M ot | W 3
me? 2F

Tit phuong trinh (1) ta thiy W’ dat gi4 tri cuc dai khi cos§ = —1 hay 8 = 7 va
gia tri cuc dai nay bang
W 2E

mAX T e

T\ phuong trinh (2) ta cd ¢’ = . Photon bi tan xa trd lai nén sau va cham thi
¢’ = 0. Thay két qua nay vao phuong trinh (3) ta tim dugc gia tri ning luong
tuong tng trong hé quy chiéu L 1a

°E | 2E \?
Winax % 25 Wonas & (;ﬁ) W

Hoan toan tuong ty, W’ dat gia tri cuc tiéu khi cos§ = 1, hay 8 = 0, va gia
tri cuc tiéu nay bing

2
p me )
o ——— W 9 = ,
mnin 2E bl O

Sau qua trinh tan xa ¢’ = 7 va ning lugng cuc tiéu ctia photon trong hé quy
chiéu L la
ch

mc2 2
Winin & 5 5 Wania & (ﬁ) W



Bai tap va loi giai cua cac
Truong Dai hoc ndi tiéng Hoa Ky

Bo sach gbm 7 cudn:

Bai tap va loi giai

Co hoc

Co hoc lugng tur

Quang hoc

Nhiét dong luc hoc va vat ly thdng ké

Pién tu hoc

Vat ly nguyén ti, hat nhan va céac hat co ban
Vat ly chét rén, thuyét tuong d6i va cac van dé lién quan =

™
2.
3.
4,
8.
6.
7.

B6 sach tuyén chon 2550 bai tap tir cac bai thi kiém tra
chét luong va kiém tra dau vao cua cac trudng dai hoc
ndi tiéng & Hoa Ky, bao quat toan dién cac van dé cla
véat ly hoc. Céac cau hai trai réng trén nhiéu chu dé, cé
nhimg bai van dung nhiéu linh vuc khac nhau clia vat
ly, 4p dung linh hoat nhiéu nguyén ly va dinh luét vat ly,
dua ra céc tinh hudng sat thyc va cap nhat, khéng doi
- héinhiéu cac ky nang vé toan.

Céc 10 giai dugc dua ra dé goi y sinh vién ty giai quyét
van dé hon la huéng dan thao tac ting budc.

B¢ séch Ia tai liéu tham khao quy bé tro cho cac sach
giao khoa, giao trinh chuyén nganh vatly.

QUALLITY

BT Vv 10 gidi ¢ hoe

Z‘.!..--

m\\\\l\\\ mnm\\“l .
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