
Phương pháp công ảo
Lý thuyết

Dịch chuyển ảo
Nói về ý nghĩa của dịch chuyển ảo, xét một hệ N hạt, có thể chịu một số ràng buộc nào đó (ví dụ:
hệ các hạt điện tích có tương tác qua lại, etc...) được xác định bởi 3N  toạ độ (3N  bậc tự
do)Descartes tương ứng với một hệ quy chiếu quán tính.
Giả sử tại một thời điểm, hệ trải qua những dịch chuyển vô cùng nhỏ mang tính ảo, tức là thời
gian trôi qua gần như là tức thời cho các dịch chuyển vô cùng nhỏ này. Sự thay đổi này (δ →xi)
trong hệ được gọi là dịch chuyển ảo.

Trong tính huống thông thường khi xem xét dịch chuyển ảo, nó sẽ tuân theo các ràng buộc tức
thời .
ví dụ vật thể 1 được gắn vào vật thể 2, thì khi vật 1 có dịch chuyển ảo, vật 2 cũng sẽ dịch chuyển
theo. Vật 1 nằm trong ống rỗng thì khi có dịch chuyển ảo, nó phải theo phương của ống dẫn.
Đối với các ràng buộc về chuyển động thì thường sẽ bỏ qua .
ví dụ như nếu vật 1 chuyển động trên vật 2 cũng đang chuyển động, xét dịch chuyển ảo của vật 1
thì có thể xem bỏ qua chuyển động của vật 2 : Xét một ống chứa hạt nặng đang quay theo
phương nằm ngang, tại một thời điểm xét dịch chuyển ảo của hạt nặng trong ống, có thể bỏ qua
ràng buộc là chuyển động quay của ống

Xét một hệ N  hạt, chịu n ràng buộc hoàn hảo :
Ràng buộc hoàn hảo là các trường hợp ràng buộc có thể được biểu diễn thông qua các biến toạ
độ và có thể là thời gian.

fi(x1, . . . . ,x3N , t) = 0

các xi là các toạ độ suy rộng mô tả hệ
Đạo hàm toàn phần của phương trình chuyển động tương ứng với một dịch chuyển vô cùng nhỏ
của hệ:

dfi = ∑
j

∂fi
∂xi

dxj +
∂fi
∂t

dt = 0

Nhận thấy ở đây sẽ bao gồm cả dịch chuyển không gian và dịch chuyển thời gian. Đối với dịch

Nguyên lý biến phân (thuộc phạm trù cơ lượng tử) đầu tiên gặp trong cơ học là nguyên lý
công ảo (Virtual Work Principle), nguyên lý công ảo là nền tảng của cơ học phân tích bao
gồm phương pháp Lagrange và Hamilton.
Hữu dụng khi tính toán và xác định điều kiện cân bằng của một hệ cơ học.
Hữu dụng khi tính toán giá trị lực của hệ phức tạp.
Khái niệm về công ảo xoay quanh ý tưởng tính toán công thực hiện trên một hệ các hạt
(hoặc chất điểm, vật) thông qua một dịch chuyển ảo.



chuyển ảo, vì thời gian dịch chuyển gần như tức thời, coi dịch chuyển thời gian bằng 0,

δfi = ∑
j

∂fi
∂xi

δxj = 0

Điều kiện để dịch chuyển ảo và dịch chuyển thực giống nhau là phương trình ràng buộc không
phụ thuộc vào thời gian, theo cơ học Hamilton thì khi đấy hàm sẽ gọi là một hàm dừng, nó không
phụ thuộc vào thời gian một cách tường minh.

Trong trường hợp các ràng buộc là không hoàn hảo (tức là sẽ không thể viết dưới dạng
fi(x1, . . . . ,x3N , t) = 0), trường hợp không hoàn hảo được viết dưới dạng các đạo hàm:

∑
i

ajidxi + ajtdt = 0

j tương ứng với ràng buộc thứ j, khi đấy phương trình của dịch chuyển ảo là:

∑
i

ajiδxi = 0

Cũng có thể áp dụng cho toạ độ suy rộng:

∑
i

ajidqi + ajtdt = 0

có thể thay thế a bằng

∂fj
∂qi

 và 
∂fj
∂t

Công ảo
Xét lại hệ gồm N  hạt với 3N  bậc tự do. Giả sử các lực F1, . . .F3N  tác dụng lên các hạt theo
chiều dương, công ảo của hệ được viết bởi:

δW = ∑
i

Fiδxi = ∑
i

→
Fi ⋅ δ

→
ri

Công ảo không phụ thuộc vào hệ toạ độ đang được sử dụng mà có thể được biến đổi theo bất kỳ
hệ toạ độ suy rộng nào

δW = ∑
j

(∑
i

Fi

∂xi

∂qj
)δqj

Định nghĩa được lực suy rộng:

Qj = (∑
i

Fi

∂xi

∂qj
) ⇒ δW = ∑

j

Qjδqj

Lực suy rộng sẽ không nhất thiết phải có đơn vị của một lực, giống như toạ độ suy rộng không



nhất thiết phải có đơn vị độ dài. Tuy nhiên, tích của lực suy rộng và toạ độ suy rộng có đơn vị công
- năng lượng.

Trong biểu thức công ảo, các lực được coi là không đổi trong suốt dịch chuyển ảo, điều này đúng
ngay cả khi các lực có thể thay đổi rất mạnh trên một dịch chuyển nhỏ trong một số hệ phi tuyến
tính nhất định.

Giả sử hệ chịu các ràng buộc nhất định, lực có thể được chia làm 2 loại là lực tác dụng →F α và lực

ràng buộc →F c . Công ảo của các lực ràng buộc theo toạ độ suy rộng:

δWc = ∑
i

Qc
iδqi

Nếu dịch chuyển và ràng buộc tương thích hay là trong quyển Cơ học 3 nói các ràng buộc là
hoàn hảo thì công ảo của lực ràng buộc bằng 0, tức là lực ràng buộc sẽ không sinh công. Tức là
khi các dịch chuyển ảo có hướng vuông góc với lực ràng buộc (chỉ áp dụng cho các trường hợp
đặc biệt). Tuy nhiên các bài toán vật lý có thể áp dụng công ảo sẽ thuộc các bài toán có dạng như
vậy. Khi đấy tổng công ảo của hệ chỉ là của lực tác dụng:

δW = ∑
i

Qa
i δqi

Định lí công ảo
Một ứng dụng quan trọng của công ảo là nghiên cứu cân bằng tĩnh của hệ cơ học. Giả sử một hệ
cơ học gồm N chất điểm với các ràng buộc hoàn hảo, nếu hệ đang ở trong trạng thái cân bằng
tĩnh, định luật Newton cho N chất điểm là:

→
F

a
i +

→
F

c
i = 0

Công ảo của hệ viết:

δW = ∑
i

→
F

a
i ⋅ δ

→
ri +

→
F

c
i ⋅ δ

→
ri = 0

Với một hệ cơ học lý tưởng, các ràng buộc không sinh công (phản lực của sàn vuông góc với
phương chuyển động, v.v..) và các dịch chuyển ảo là khả nghịch, tức là có thể thay đổi δ→r bằng
−δ→r , cân bằng của hệ cơ học sẽ thoả mãn điều kiện:

δW = ∑
i

→
F

a
i ⋅ δ

→
ri = 0 ⇒ δW = ∑

i

Qa
i δqi = 0

Tại sao lại cần khả nghịch các dịch chuyển ảo ? Nếu đảo ngược hướng của dịch chuyển ảo, tức
là đổi dấu, tương ứng với việc thay đổi cấu hình theo hướng ngược lại. Nó có ý nghĩa vật lý rằng
các ràng buộc không phân biệt hướng của chuyển động ( đặc biệt đối với ràng buộc hoàn hảo -
không sinh công )

Xử lý cân bằng cơ học sẽ chỉ cần xử lý lực tác dụng.



Đối với một hệ cơ ban đầu không có chuyển động, nhưng không ở trạng thái cân bằng, về lý
thuyết, theo cơ học Newtons, thì 1 hoặc nhiều chất điểm của hệ sẽ có tổng lực tác dụng lớn hơn
không và sẽ bắt đầu chuyển động theo hướng của tổng lực tác dụng. Chọn hướng của dịch
chuyển ảo theo hướng của chuyển động thực, khi đấy công ảo lớn hơn 0

δW = ∑
i

→
F

a
i ⋅ δ

→
ri +

→
F

c
i ⋅ δ

→
ri > 0

Lực ràng buộc không sinh công,

δW = ∑
i

→
F

a
i ⋅ δ

→
ri > 0

Phát biểu định lí công ảo: Muốn cho một hệ chất điểm có các liên kết hoàn hảo ban đầu đứng yên
sẽ vẫn đứng yên thì điều kiện cần và đủ là tổng các công ảo của các ngoại lực đặt vào hệ phải
bằng không.

Công của lực ma sát
Tuy định lí công ảo thường được áp dụng với các hệ lý tưởng, việc bắt gặp các bài tập cơ học có
lực ma sát là cực kỳ thường xuyên. Nếu lực ma sát tồn tại trong hệ và đáng kể, công sinh ra do
lực tác dụng sẽ bị công của lực ma sát chống lại, nghĩa là ngược dấu.
Đối với lực ma sát sinh ra do chuyển động trượt

Với một dịch chuyển ảo lừa δx, công sinh ra bởi lực ma sát:−μkNδx

Với chuyển động lăn không trượt thì lực ma sát sẽ không sinh công. Do khi xét một dịch chuyển
ảo vô cùng nhỏ của khối tâm thì chuyển động có thể được quy từ chuyển động tịnh tiến và quay
quanh khối tâm thành chuyển động quay quanh tâm quay tức thời, và tâm quay tức thời này
không dịch chuyển. Hay giải thích một cách khác, với một dịch chuyển đủ lớn để thấy được sự
chuyển động của tâm quay tức thời, thì hướng chuyển động của điểm đã từng là tâm quay tức



thời sẽ không cùng phương với lực ma sát của chuyển động lăn không trượt ( rolling friction ) mà
sẽ đi lên theo phương vuông góc, khiến cho công của lực ma sát lăn không trượt bằng 0.

Bài tập ví dụ

Góc tường 90 độ có 2 vật khối lượng m trượt không ma sát trên bề mặt tường và sàn, phản lực
của tường lên vật 1 là N1, phản lực của sàn lên vật 2 là N2. Xác định lực F để hệ vật ở trạng thái
cân bằng.

Lời giải hướng cơ học Newton
Cân bằng lực theo phương x, y và cân bằng momen:

Đáp án: F = mg cot θ

Lời giải hướng định lí công ảo
Áp dụng định lí công ảo cho hệ vật cân bằng:

mgδy − Fδx = 0

Xét ràng buộc của x và y,

} ⇒ { } ⇒ δx cos θ − δy sin θ = 0

Kết hợp 2 phương trình có:

Bài tập ví dụ

∑Fx = 0 N1 − F = 0

∑Fy = 0 N2 − 2mg = 0

∑ τ = 0 mgℓ cos θ − N1ℓ sin θ = 0

x = ℓ cos θ

y = ℓ sin θ

δx = −δθℓ sin θ

δy = δθℓ cos θ

(mg cot θ − F)δx = 0
F = mg cot θ



Một dải cao su đàn hồi nặng có dạng một đường tròn với trọng lượng P  được móc nằm ngang
trên một hình nón trơn thẳng có trục thẳng đứng và góc ở đỉnh là 20° . Bán kính của dải dây đàn
hồi ở trạng thái không căng là a. Hãy tìm vị trí cân bằng của dải dây đàn hồi trên hình nón và lực
căng T  trong dải dây, biết rằng lực đàn hồi tỉ lệ thuận với độ giãn dài của chu vi dải đàn hồi (hệ số
tỉ lệ là A).

Lời giải
Gọi MN  là vị trí cân bằng của dải dây cao su khi bán kính của nó là x, lực căng dây cao su khi
đó là:

T = 2π(x − a)λ

Nếu kéo dải dây xuống một đoạn dịch chuyển nhỏ, bán kính dải dây khi căng sẽ tăng một đoạn là
δx , đoạn dây sẽ dịch chuyển theo phương thẳng đứng là δz

δz = δx  cotα

Phương trình định lí công ảo:

δW = ∑
i

Qa
i δqi = 0

Với toạ độ suy rộng q = x

Pδz − T2πδx = 0

Thay T  và δz

P cotα − λ2π(x − a)2π = 0,

Suy ra

x = a +
P cotα

λ4π2

Vị trí cân bằng:

OC = x cotα = a cotα +
P cot2 α

λ4π2

Lực căng dây:



T =
P cotα

2π

Bài tập
Một thanh đồng chất nặng AB tựa đầu A vào tường thẳng đứng, và đầu B được giữ bởi sợi dây
BC, được cố định tại điểm C trên cùng bức tường . Hãy tìm mối quan hệ giữa các góc φ và ψ,
lần lượt được tạo thành bởi thanh và sợi dây với phương thẳng đứng khi hệ cân bằng.

Lời giải

Giả sử AB = 2a, BC = l, trọng lượng của thanh là →P . Hướng trục y thẳng đứng xuống dưới từ
điểm C. Phương trình biểu diễn nguyên lý công ảo có dạng

Pδy = 0

trong đó y = l cosψ − a cosφ, và do đó, vì P ≠ 0,

δy = a sinφδφ − l sinψδψ = 0

Vì vậy, ở vị trí cân bằng, ta phải có đẳng thức

a sinφδφ = l sinψδψ

Hệ có một bậc tự do, có thể chọn một trong các góc này - φ hoặc ψ làm toạ độ (thay cho toạ độ
suy rộng). Mối quan hệ liên kết các góc này có thể thu được, ví dụ, bằng cách áp dụng định lý sin
cho tam giác ABC:

2a

sinψ
=

l

sin(π − φ)
,  hoặc 2a sinφ = l sinψ

sau khi biến phân (vi phân theo biến), ta có

l cosψδψ = 2a cosφδφ

Chia từng hạng tử, ta được



a sinφδφ

2a cosφδφ
=

l sinψδψ

l cosψδψ
,

1

2
tgφ = tgψ

Đây chính là mối quan hệ cần tìm giữa các góc φ và ψ khi cân bằng, các giá trị của góc φ và ψ có
thể thu được bằng cách giải phương trình vừa tìm được cùng với phương trình

l sinψ = 2a sinφ

thiết lập mối liên hệ giữa các góc φ và ψ này.

Bài tập
Một xi-lanh rỗng có bán kính R, nằm trên mặt phẳng nằm ngang, bên trong đặt một xi-lanh đặc có
bán kính r và trọng lượng P̄ ; một cặp lực có mô-men M  tác dụng lên xi-lanh sau trong mặt phẳng
của hình vẽ. Một sợi dây được quấn quanh xi-lanh rỗng, mang một vật nặng có trọng lượng Q̄ ở
đầu tự do (hình 8).

Giả sử bề mặt của các xi-lanh đủ nhám để loại trừ sự trượt, và bỏ qua trọng lượng của xi-lanh
rỗng, hãy tìm vị trí cân bằng của hệ.

Lời giải
Hệ có hai bậc tự do, tương ứng với hai chuyển động độc lập có thể xảy ra, cụ thể là toàn bộ hệ có
thể quay một góc vô cùng bé δφ quanh tâm quay tức thời A của xi-lanh rỗng, và cũng có thể, giữ
xi-lanh rỗng cố định, quay xi-lanh bên trong một góc δψ quanh tâm quay tức thời B.

Gọi θ là góc AOB ở vị trí cân bằng. Đầu tiên, giữ xi-lanh bên trong cố định bên trong xi-lanh rỗng,
quay toàn bộ hệ một góc δφ quanh điểm A. Phương trình định lí công ảo cho chuyển động này sẽ
là

−QRδφ + P(R − r) sin θδφ + Mδφ = 0

từ đó, bằng cách cho hệ số của δφ bằng không, tìm được

sin θ =
QR − M

P(R − r)



Bây giờ, giữ xi-lanh rỗng cố định, cho xi-lanh bên trong chuyển động quay một góc δψ quanh tâm
tức thời B; phương trình công ảo lúc này sẽ là

Mδψ − Pr sin θδψ = 0

từ đó

sin θ =
M

P ⋅ r

Nhận được hai giá trị của góc θ, vị trí cân bằng của hệ có thể xảy ra nếu cả hai giá trị sin θ bằng
nhau, nghĩa là

QR − M

P(R − r)
=

M

Pr

Sau khi biến đổi rõ ràng, nhận được M = Qr. Thay giá trị M  này vào công thức cho sin θ, ta tìm
được

sin θ =
Q

P

trong đó vị trí cân bằng có thể xảy ra nếu

M = Qr

Bài tập
Bốn thanh giống nhau có trọng lượng P̄  và chiều dài L tạo thành một hình thoi khớp nối ABCD
trong mặt phẳng thẳng đứng, trong đó thanh AB được cố định ở vị trí nằm ngang. Các khớp nối
B và C được nối bằng một sợi dây (hình 9). Xác định lực căng T  của sợi dây này.

Lời giải
Để xác định lực căng của dây BC, ta loại bỏ dây và thay thế tác dụng của nó bằng hai lực T̄  và
T̄1 (T̄ = −T̄1). Các lực hướng ra từ nút, ta coi dây bị kéo căng. Khi đó, thanh AC có thể quay
quanh điểm A, trong khi thanh AB không thay đổi vị trí của nó, do đó lực T̄1 tác dụng tại điểm B
không thực hiện công và phương trình mô tả định lí công ảo sẽ được viết dưới dạng

2Pδy1 + Pδy2 + TxδxC + TyδyC = 0



trong đó xC , yC  là tọa độ của điểm C; y1, y2 là tung độ của các điểm đặt các lực trọng lượng của
các thanh.
Từ hình vẽ, ta tìm được:

Biến phân các hệ thức này, ta được:

Ta tìm các hình chiếu của lực T  lên các trục x, y:

Thay thế các biểu thức này vào phương trình công (19), ta nhận được

2P cosα − T (sinα sin 1/2α + cosα cos 1/2α) = 0

từ đó

T =
2P cosα

cos α
2

Bài tập
Một hệ bao gồm một vòng dây mỏng tích điện có bán kính R và một thanh dài tích điện đều theo
hướng trục của vòng tròn, với một đầu trùng với tâm của vòng tròn. Tổng điện tích của vòng tròn
bằng q. Điện tích của thanh (trên một đơn vị độ dài) bằng λ. Tìm lực tương tác giữa vòng tròn và
thanh.

Lời giải
Mô hình công ảo:
Giả sử dịch chuyển ảo cho thanh dài một đoạn rất nhỏ dọc theo trục x, lúc này lực tương tác giữa
vòng tròn và thanh sẽ sinh công A.
Xét quá trình tương đương : cắt một đoạn rất nhỏ dx ngay tại đầu thanh ở tâm vòng dây và di

y1 = 1/2L sinα, y2 = L sinα,

xC = L cosα, yC = L sinα.

δy1 = 1/2L cosαδα, δy2 = L cosαδα,

δxC = −L sinαδα, δy2 = L cosαδα.

Tx = T cosβ, Ty = −T sinβ, β = 1/2(π − α),

Tx = T sin 1/2α, Ty = −T cos 1/2α.



chuyển nó ra xa, kết quả cho một hệ tương tự, tức là biến thiên năng lượng của quá trình tương
đương - biến thiên thế năng lực điện trường của vòng dây lên đoạn dx là bằng công A.
Áp dụng cách tính công ảo:

∫ →F →dr = ∫ Fdr = −A = −ΔV

ΔV  ở đây hiểu là biến thiên thế năng lực điện trường của vòng dây lên thanh dài trước và sau
quá trình dịch chuyển, vì thế lượng biến thiên này bằng với thế năng gây ra bởi vòng dây lên một
đoạn dx vô cùng gần tâm vòng dây.
Thế năng tại điểm P trên trục x gây ra bởi điện tích dq :

dV =
1

4πε0

dq

r
=

dq

4πε0√x2 + a2

Thế năng tại điểm P trên trục x gây ra bởi toàn bộ vòng dây:

V (x) =
1

4πε0
∫ dq

√x2 + a2
=

1

4πε0√x2 + a2
∫ dq =

q

4πε0√x2 + a2

Với điểm P là một điện tích q ′ :

V (x) =
qq ′

4πε0√x2 + a2
=

qλx

4πε0√x2 + a2

Ta có : ΔV = V (x) = A bằng với công ảo, x là dịch chuyển ảo. Khi dịch chuyển ảo tiến đến rất
nhỏ có dạng ∂x , và thế năng tại vị trí x coi như không đổi đối với dịch chuyển ảo ∂x, giá trị lực
tương tác:

F =
∂V (x)x=0

∂x
=

qλ

4πε0a

Lời giải truyền thống
Từ tính đối xứng của điều kiện, rõ ràng rằng, điện trường dọc theo pháp tuyến sẽ bằng không.
Tức là En = 0 và E = El

Bây giờ dEl = dq

4πϵ0(R2+l2)
cos θ

Nhưng dq = q

2πR dx và cos θ = l

(R2+l2)1/2

Do đó

E = ∫ dEl = ∫
2πR

0

ql

2πR
⋅

dx

4πϵ0(R2 + l2)3/2

hoặc E = 1
4πϵ0

ql

(l2+R2)3/2

và với l ≫> R, vòng tròn này sẽ hành xử như một điện tích điểm, làm giảm điện trường xuống
giá trị,



E =
1

4πϵ0

q

l2

Đối với Emax, chúng ta cần có dE
dl

= 0

Vậy, (l2 + R2)
3/2

− 3
2 l(l

2 + R2)
1/2

2l = 0 hoặc l2 + R2 − 3l2 = 0

Do đó, l = R

√2
 và Emax = q

6√3πϵ0R2

Cường độ điện trường do vòng tròn tại một điểm trên trục của nó (giả sử trục x) cách tâm của
vòng một khoảng x được cho bởi:

E(x) =
qx

4πϵ0(R2 + x2)3/2

Và từ tính đối xứng, →E tại mọi điểm trên trục đều hướng dọc theo trục x (Hình).

Chúng ta hãy xét một phần tử (dx) trên sợi mang điện tích (λdx). Lực điện mà phần tử này chịu
trong điện trường của vòng tròn là:

dF = (λdx)E(x) =
λqxdx

4πϵ0(R2 + x2)3/2

Vậy lực tương tác cần tìm là:

F = ∫
∞

0

λqxdx

4πϵ0(R2 + x2)3/2

F =
λq

4πϵ0R


