Phwong phap céng ao

Ly thuyét

Nguyén ly bién phan (thudc pham tru co lwong tlr) dau tién gap trong co hoc la nguyén ly
cong &o (Virtual Work Principle), nguyén ly cdng do 1a nén tang cla co hoc phan tich bao
gdm phuwong phap Lagrange va Hamilton.

Hiru dung khi tinh toan va xac dinh diéu kién can bang ctia mét hé co hoc.

H{ru dung khi tinh toan gia tri Iwc cdia hé phurc tap.

Khai niém vé cdng 4o xoay quanh y twdng tinh toan coéng thwe hién trén mot hé cac hat
(hodc chét diém, vat) théng qua mét dich chuyén ao.

Dich chuyén ao

N6i vé y nghia cta dich chuyén a0, xét mét hé N hat, cé thé chiu mét s rang budc nao d6 (vi du:
hé cac hat dién tich co twong tac qua lai, etc...) dwoc xac dinh b&i 3NV toa do (3N bac ty
do)Descartes twong rng véi mot hé quy chiéu quan tinh.

Gia st tai mot thoi diém, hé trai qua nhirng dich chuyén vé cling nhd mang tinh &o, tirc la thoi
gian tréi qua gan nhu la tirc thoi cho cac dich chuyén vé cling nhé nay. Sy thay dbi nay (0x;)
trong hé dwoc goi 1a dich chuyén o.

Trong tinh huéng théng thwérng khi xem xét dich chuyén 4o, né sé tuan theo cac rang budc tirc
thoi .

vi du vat thé 1 dwoc gan vao vat thé 2, thi khi vat 1 co dich chuyén do, vat 2 ciing sé dich chuyén
theo. Vat 1 nam trong 6ng réng thi khi c6 dich chuyén do, né phai theo phwong clia éng dan.

Débi v&i cac rang budc vé chuyén dong thi thwérng sé bd qua .

vi du nhw néu vat 1 chuyén dong trén vat 2 ciing dang chuyén dong, xét dich chuyén 4o cla vat 1
thi c6 thé xem bd qua chuyén ddng cla vat 2 : Xét mot dng chira hat ndng dang quay theo
phwong ndm ngang, tai mot thdi diém xét dich chuyén o clia hat ndng trong 6ng, c6 thé bd qua
rang budc la chuyén déng quay cta éng

Xét mét hé N hat, chiu n rang budc hoan hao :
Rang budc hoan hao la cac trudng hop rang budc co thé dwoc biéu dién théng qua cac bién toa
do va co thé la thoi gian.

fi(iEl,....,a}gN’t) =0

cac x; la cac toa do suy rong mé ta hé
DPao ham toan phan cta phwong trinh chuyén déng twong trng véi mét dich chuyén vé ciing nhd
cua hé:

ofi ofi

Nhan thdy & day sé bao gébm ca dich chuyén khéng gian va dich chuyén thoi gian. Déi véi dich



chuyén &o, vi thoi gian dich chuyén gan nhuw tirc thoi, coi dich chuyén thdi gian bang 0,
ofi
ofi = ——d0x; =0
F2 0

Diéu kién dé dich chuyén ao va dich chuyén thwc gibng nhau 1a phwong trinh rang budc khéng
phu thudc vao théi gian, theo co hoc Hamilton thi khi day ham sé goi 1a mét ham ding, né khéng
phu thuéc vao th&i gian mét cach twdng minh.

Trong trwéng hop cac rang budc la khéng hoan hao (tirc la sé khong thé viét duwéi dang
fl-(:cl, cee.y T3N, t) = 0), trwrng hop khéng hoan hao dworc viét dwdi dang cac dao ham:

Z a],dazl + ajtdt =0
i
j twong (rng véi rang budc thi j, khi ddy phwong trinh ctia dich chuyén &o la:
i
Ciing c6 thé ap dung cho toa dd suy rong:
Z ajidqi + ajtdt =0
i

c6 thé thay thé a bang
of; . 0f;

va ——

0qi ot

Cong ao

Xét lai hé gébm N hat v&i 3N bac tw do. Gia str cac luc FY, . .. F3x tac dung 1én cac hat theo
chiéu dwong, cdng &o cla hé duoc viét béi:

Coéng ao khong phu thudc vao hé toa dé dang dwoc sir dung ma cé thé dwoc bién déi theo bét ky
hé toa dé suy réng nao

J 7

Binh nghia duoc lwc suy rong:

i J j

Lwc suy rong sé khong nhét thiét phai cé don vi ctia mét lwc, gibng nhw toa dd suy rong khoéng



nhéat thiét phai c6 don vi do dai. Tuy nhién, tich cua lyc suy réng va toa dd suy rong cé don vi cong
- nang lvong.

Trong biéu thirc cdng a0, cac lwc dwoc coi la khong ddi trong subt dich chuyén ao, diéu nay dung
ngay ca khi cac lyc co thé thay dbi rat manh trén moét dich chuyén nhéd trong mét sé hé phi tuyén
tinh nhét dinh.

Gia st hé chju cac rang budc nhét dinh, Iwc c6 thé dwoc chia lam 2 loai la lwe tac dung ﬁ’o‘ va luc

rang budc F'¢ . Cong do cla céac lwc rang budc theo toa do suy rong:

W, = Z Q%8s

Néu dich chuyén va rang budc twong thich hay 1a trong quyén Co hoc 3 néi cac rang budc la
hoan hao thi céng o cia lwc rang budc bang 0, tire 1a lwe rang budc sé khéng sinh cong. Tl 1a
khi cac dich chuyén &o cé hwéng vudng goc véi lwc rang budc (chi 4p dung cho céc trworng hop
d&c biét). Tuy nhién cac bai toan vat ly cé thé ap dung cong o sé thudc cac bai toan cé dang nhw
vay. Khi day tbng céng &o ctia hé chi 1a cta lyc tac dung:

oW = Z Q7 0q;

Pinh li céng ao

M6t (rng dung quan trong clia cong 4o la nghién clru can bang tinh cia hé co hoc. Gia sir mét hé
co hoc gom N chét diém véi cac rang budc hoan hao, néu hé dang & trong trang thai can bang
tinh, dinh luat Newton cho N chat diém la:

%a %C
C6ng &o cua hé viét:
— —
SW = F¢.or; + Fi-dri =0
i
Vé&i mét hé co hoc ly twédng, cac rang budc khong sinh cong (phan lyc cia san vudng géc véi

phwong chuyén dong, v.v..) va cac dich chuyén do 1a kha nghich, ttrc la cé thé thay déi 7 bang
—07 , can bang clia hé co hoc sé thoa man diéu kién:

5W=ZE>?-5?Z':0:>5W:ZQ?5%=0

Tai sao lai can kha nghich céac dich chuyén &o ? Néu ddo nguoc huéng cla dich chuyén &o, tirc
la dbi d4u, twong trng véi viéc thay ddi cau hinh theo hwdng ngwoc lai. N6 cé y nghia vat ly réng
cac rang budc khéng phan biét hwéng clia chuyén dong ( dac biét dbi véi rang budc hoan hao -
khdéng sinh cong )

X0 ly can bang co hoc sé chi can x ly lwc tac dung.



Dbi v&i mot hé co ban dau khdng cé chuyén dong, nhwng khéng & trang thai can bang, vé ly
thuyét, theo co hoc Newtons, thi 1 ho&c nhiéu chat diém cla hé sé co téng lwc tac dung Ién hon
khéng va sé bat dau chuyén déng theo hwéng cla tdng lwc tac dung. Chon huéng cla dich
chuyén &o theo hwéng clia chuyén dong thuc, khi day cong do Ién hon 0

— —
SW =Y F¢. 6, + Fs-or; > 0
i
Lwc rang buéc khéng sinh cong,

%
oW =Y Fi-éri >0

Phat biéu dinh |i cong do: Mudn cho mét hé chéat diém cé cac lién két hoan hao ban dau ding yén
sé& van dirng yén thi diéu kién can va du la tbng cac cong o clia cac ngoai lwc d&t vao hé phai
bang khéng.

Cong cua lwc ma sat

Tuy dinh li cdng o thuwérng dwoc ap dung véi cac hé ly twdng, viéc bat gap cac bai tap co hoc ¢
lwc ma sat 1a cwe ky thuwdng xuyén. Néu lwc ma sat tén tai trong hé va dang ké, céng sinh ra do
lwe tac dung sé bi cong cuia lwc ma sat chdng lai, nghia la ngwoc d4u.

Déi v&i lwe ma sat sinh ra do chuyén dong trwot

mg

l - 4x
T

-
]
+
F=uN
N

V&i mét dich chuyén o Iva dz, cong sinh ra béi lwc ma sat:—ur Nz
mg

V&i chuyén dong lan khong trwot thi lwec ma sat sé khdng sinh céng. Do khi xét mét dich chuyén
40 v6 cling nhd clia khéi tam thi chuyén dong coé thé dwoc quy tlr chuyén dong tinh tién va quay
quanh khéi tam thanh chuyén déng quay quanh tdm quay ttrc thdi, va tam quay tire thdi nay
khéng dich chuyén. Hay giai thich mét cach khac, véi mét dich chuyén dd Ién dé thay duoc sw
chuyén dodng cla tam quay tire thei, thi hwéng chuyén dong cla diém d3 ting la tam quay tire



thdi sé khong cling phwong véi lwe ma sat clia chuyén dong 1an khéng truot ( rolling friction ) ma
sé di lén theo phwong vudng goc, khién cho cong cla lwc ma sat 1an khéng trwot bang 0.

Bai tap vi du

Goc twdng 90 dd cé 2 vat khdi lwong m trwot khédng ma sat trén bé mat twong va san, phan luc
cla twong lén vat 1 1a Ny, phan lwc cta san 1én vat 2 1a No. Xac dinh lwc F dé hé vat & trang thai
can bang.

L&i giai hwéng co’ hoc Newton
Can bang lwc theo phwong x, y va can bang momen:

>F,=0 N;—F=0
> F,=0 Ny,—2mg=0
>>1=0 mglcosd — Nilsinf =0

Dap an: F = mgcot 6

L&i gidi hwéng dinh li céng ao
Ap dung dinh |i cdng do cho hé vat can bang:

mgdy — Fox =0
Xét rang budc clta = va y,

x = fcos 0} {5:c = —00¢sin 0
=

J 6 — dysinf =0
5y = 808 cos 0 }:> T cos ysin

y=4{sinf

Két hop 2 phwong trinh co:
(mgcotd — F)oz =0

F =mgcot 6

Bai tap vi du



M6t dai cao su dan héi nang cé dang mét dwong tron véi trong lwong P dwgc méc ndm ngang
trén mot hinh noén tron thang cé truc thédng dirng va goc & dinh 1a 20° . Ban kinh cla dai day dan
hoéi & trang thai khéng cang 1a a. Hay tim vi tri can bang ctia dai day dan hoi trén hinh nén va luc
cang T trong dai day, biét rang lwc dan héi ti 1& thuan véi do gian dai cha chu vi dai dan hoi (hé sé
tilela A).

(&

L&i giai
Goi M N 1a vi tri can bang cuia dai day cao su khi ban kinh ctia né la , lwc cang day cao su khi
dé la:

T =2m(x —a)X

Néu kéo dai day xudng mét doan dich chuyén nhd, ban kinh dai day khi cing sé tdng mot doan 13
dx , doan day sé dich chuyén theo phwong thdng ding la §2

0z = 0z cot«

Phwong trinh dinh |i cong ao:

SW =Y Qisg =0

1
Vé&itoaddsuyrongg =

Péz — T2wdéx = 0

Thay T va 6z
Pcota — A27(z — a)2m = 0,
Suy ra
Pcota
r=a+ ——
A2
Vi tri can bang:
Pcot’a

OC =zxzcota =acota +
T a=a Qa Vs

Lwc cang day:



_ Pcota
N 2

Bai tap
M6t thanh ddng chat nang AB twa dau A vao twdéng thang ding, va dau B dworc gilr bdi soi day

BC, duoc cb dinh tai diém C' trén cung bire twéng . Hay tim méi quan hé gitra cac goc ¢ va v,
lan lwot dwoc tao thanh béi thanh va soi day véi phwong thdng dirng khi hé can bang.

Loi giai
Gia st AB = 2a, BC = [, trong lwong cla thanh 13 P. Hwéng truc y thdng ding xubng dudi tir
diém C. Phuwong trinh biéu dién nguyén ly cdng &o c6 dang
Péy=0
trong do y = I cos 1 — a cos ¢, va do do, vi P # 0,
dy = asin pdp — Isinpdy =0
Vi vay, & vj tri can bang, ta phai c6 dang thirc
a sin pdp = lsin Ydyp

Hé c6 mét bac tw do, cé thé chon mét trong cac goc nay - ¢ hodc 1) lam toa do (thay cho toa do
suy rong). Mbi quan hé lién két cac goc nay co thé thu dwoc, vi dy, bang cach ap dung dinh ly sin
cho tam giac ABC:
2a l
siny  sin(m — )

, hodc 2a sin p = [sin 1)

sau khi bién phan (vi phan theo bién), ta c6
[ cos Yo = 2a cos pdp

Chia tirng hang tt, ta dwoc



asinpdp  lsingpdyp 1 B
2a cos dp  lcosypdy’ 2tg<p—tg¢

Day chinh 1a mbi quan hé can tim gira cac goc ¢ va 1 khi can bang, cac gia tri clia géc ¢ va 1 co
thé thu dwoc bang cach gidi phwong trinh vira tim dwoc cung véi phwong trinh

[siny = 2asin ¢

thiét Iap mdi lién hé gitra cac goc ¢ va 1 nay.

Bai tap
M6t xi-lanh réng c6 ban kinh R, ndm trén mat phang ndm ngang, bén trong d&t mot xi-lanh ddc c6
ban kinh r va trong lvgng P; mot cap lwe co mé-men M tac dung Ién xi-lanh sau trong mat phéng

cua hinh vé. M6t soi day duoc quén quanh xi-lanh r6ng, mang mdt vat nang co trong lwong Q o
dau ty do (hinh 8).

Gia st bé& mat clia cac xi-lanh di nham dé loai triv sy trwot, va bd qua trong lweng cla xi-lanh
réng, hay tim vi tri can bang cla hé.

{y

L&i giai
Hé c6 hai bac tw do, twong (ng véi hai chuyén déng doc lap cé thé xay ra, cu thé Ia toan bd hé co6

thé quay mot goc vo cuing bé dp quanh tam quay tire thoi A cla xi-lanh réng, va ciing c6 thé, gitr
xi-lanh réng cb dinh, quay xi-lanh bén trong mét géc §1 quanh tam quay tirc thoi B.

Goi 0 1a goc AOB & vi tri can bang. Dau tién, git xi-lanh bén trong ¢ dinh bén trong xi-lanh réng,
quay toan bd hé mét goc dp quanh diém A. Phwong trinh dinh Ii cdng &o cho chuyén déng nay sé
la

—QRép + P(R — r)sinfdp + Mdp = 0
tir do, bang cach cho hé sb clia ¢ bang khong, tim dwoc

: QR—M
sinf = ——

P(R—r)



Bay gid, gitr xi-lanh réng cb dinh, cho xi-lanh bén trong chuyén ddng quay mét géc 1) quanh tam
tlre thoi B; phwong trinh cong 8o ltic nay sé la

Moy — Prsin66y = 0
tw do
M
P-r

sinf =
Nhan dworc hai gia tri ctia goc 6, vi tri can bang clia hé c6 thé xay ra néu ca hai gia tri sin 6 bang
nhau, nghia la

QR-M M
P(R—r) Pr

Sau khi bién déi rd rang, nhan dwoc M = Qr. Thay gia tri M nay vao céng thirc cho sin 6, ta tim
dwoc

sinf =

trong do vi tri can bang c6 thé xay ra néu

Bai tap
Bén thanh giéng nhau cé trong lwong P va chiéu dai L tao thanh mét hinh thoi khép néi ABC D

trong méat phang thdng ding, trong d6 thanh AB duoc cb dinh & vi tri ndm ngang. Cac khép néi
B va C duwoc nbi bang mét soi day (hinh 9). Xac dinh lwc cang T cha soi day nay.

L&i giai

Pé xac dinh lwc cang cla day BC, ta loai bd day va thay thé tac dung cda n6 bang hai luc T va
T, (T = —T}). Cac lwc huwdng ra tir nit, ta coi day bi kéo cang. Khi do, thanh AC c6 thé quay
quanh diém A, trong khi thanh A B khong thay ddi vi tri clia nd, do d6 Iwe T} tac dung tai diém B
khéng thwc hién cong va phwong trinh mé ta dinh 1i cong 4o sé dwoc viét dwdi dang

2Péy, + Péyy + T oxc + Tyoyc =0



trong d6 z ¢, yc la toa dd cta diém C'; y1, Yo 1a tung d6 cla cac diém dat cac lwc trong lwong cla
cac thanh.
T hinh vé, ta tim duwoc:

y1 = 1/2Lsina, y; = Lsina,
x¢c = Lcosa, yc = Lsin a.

Bién phan cac hé thirc nay, ta dworc:

dy1 = 1/2Lcosada, dy2 = Lcosada,
dxc = —Lsinada, dys = Lcosada.

Ta tim cac hinh chiéu cta lwc T 1én cac truc ., Y:
T, = T cos B, T,=-TsinB, B=1/2(1r—a),
T, =Tsinl/2a, T, = —Tcosl/2a.
Thay thé cac biéu thirc nay vao phwong trinh cong (19), ta nhan dwoc
2Pcosa — T'(sinasinl/2a + cosacos1/2a) =0
tw do

T_ 2P cosa

a
COS 5

Bai tap

M6t hé bao gdm mdt vong day mdng tich dién cé ban kinh R va mét thanh dai tich dién déu theo
hwéng truc cha vong tron, véi mét dau tring véi tam cla vong tron. Tong dién tich clia vong tron
bang q. Dién tich cta thanh (trén mét don vi d6 dai) bang A. Tim lwc twong tac gitra vong tron va
thanh.

:f[]‘

L&i giai
M6 hinh cong ao:
Gia st dich chuyén &o cho thanh dai mét doan rat nhé doc theo truc z, Iic nay lwc twong tac gitra

vong tron va thanh sé sinh cong A.
Xét qua trinh twong dwong : cit mot doan rat nhd dx ngay tai dau thanh & tam vong day va di



chuyén no ra xa, két qua cho mét hé twong tw, tirc la bién thién ndng lwong clia qué trinh twong
dwong - bién thién thé nang lwc dién trwéng ca vong day 1én doan dz |a bang cong A.
Ap dung céach tinh céng 4o:

F’cfrz/Fdrz —A=-AV

AV & day hiéu |a bién thién thé nang lyc dién trwdng clia vong day lén thanh dai trwéc va sau
qua trinh dich chuyén, vi thé lwgng bién thién nay bang v&i thé nang gay ra bdi vong day 1én mot
doan dx vé cung gan tdm vong day.

Thé nang tai diém P trén truc x gay ra bdi dién tich dq :

1 dqg dq

47'('80 r N 47T80\/£U2—|—a2

dV =

Thé n&ng tai diém P trén truc x gay ra béi toan bo vong day:

1 d 1
V(z) = / i — /dq = 7
4me Vz? + a2 Aoy z2 + a2 AoV 2 + a2
Vé&i diém P 1a mot dién tich q' :

/
A
V(z) = qq _ o
Areo/z2 + a? Amreo/z2 + a?

Taco: AV = V(z) = A bang v&i cdng o,  1a dich chuyén do. Khi dich chuyén o tién dén rat
nhé c6 dang Oz , va thé nang tai vi tri & coi nhw khéng doi déi vei dich chuyén do Oz, gié tri lwc
twong tac:

N ox  4drmeoa

F

L&i giai truyén thong

Tw tinh dbi xing cta diéu kién, rd rang rang, dién trudng doc theo phap tuyén sé bang khong.
Tecla B, =0va FE = E|

dq

dmeg(R2+12) cos §

Bay gio dE; =

l

Nhwng dq = #d.’ﬂ vacosf = W

Do do

2R
E= / dE, = / a@_ da
0o 2TR  4reg(R2 4 12)3/2
hodc E = - g

4meo (l2+R2)3/2
va voi l >> R, vong tron nay sé hanh x& nhw moét dién tich diém, lam giam dién trwong xubng
gia tri,



_ 1 q
T A4meg 12

Dbi v&i Fax, ching ta can cé ‘fi—? =0
Vay, (12 + R2)*? — 31(12 + R?)"?2 = 0 hoac 12 + R2 — 312 = 0

Dodd, | = £ va By = —2—
V2 max 6+/3meg R2

Cuwdng do dién trwéng do vong tron tai mot diém trén truc ctia né (gid st truc x) cach tam cla
vong mot khoang x dwgc cho béi:
qx

E(x) = 372
4meg(R? + x2)

Va tw tinh déi xrng, E tai moi diém trén truc déu hwéng doc theo truc x (Hinh).

Chuing ta hay xét mot phan t& (dx) trén si mang dién tich (Adx). Lyc dién ma phan ti nay chju
trong dién trwdng cua vong tron la:

Aqrdx

dF = (Mdz)E(z) =
dmeo(R? + 22)°/?

Vay lwc twong tac can tim 1a:

7o /°° Agzdzx
0 4meg(R2 4 22)%?
Aq
F =
dmeg R




