Chii dé 1: Nguyén li Fermat
L Kién thirc co bin
1. Quang trinh
-Anh sang truyén tir A &én B qua nhiéu méi trudng 1,2,3,...Chiét sut cia cac moi
truong ay 1an luot 1a n,,n,,m,,... va d6 dai quang hoc cta cac quing dudng di trong

ung la s,,5,,5;,... thi quang trinh cua anh sang la:

L=ns+ns,+ns,+..= Znisl.

-Néu 4nh sang truyén tir A dén B trong méi truong cé chiét suat thay doi lién tuc
tr diém nay dén diém khac thi ta chia quang duong truyén thanh cac doan vo cung
nhé ds sao cho chiét suat ctia mdi truong trong mdi doan duoc coi la khong doi
B
va quang trinh lac do la: L = J nds
A
2. Nguyén li Fermat
Quang trinh ciia dudng truyén mot tia sang tir mot diém A dén mot diém B, sau
mot s6 lan phan xa va khuc xa lién ti€p bat ki, cd gia tri cuc tiéu, cyc dai hoac
dung, so v&i quang trinh cua céc tia sang vo cung gan tia AB

11. Bai tdp ap dung.
Bai 1: St dung nguyén li Fermat nghiém lai

a. dinh luat phan xa anh sang

b. dinh luét khlic xa anh sang B
A N
Giai: .
1 ) /
a. Xét mot tia sang xuat phat tir diém A dén phan =RV

xa trén mot guong phang G, dit trong khong khi
o1 truyén qua diém B.

Trude hét theo nguyén li Fermat thi tia sang nay

phai nam trong mit phang (P) chira A,B va vudng A
goc véi mit phang guong. Mit phang (P) goi la

mat phang toi

Xét tia sang AJB nhu hinh vé.
Goi A’ 1a diém ddi xtng ctia A qua guong suy ra: AJ = A’J
Do d6 quang trinh cua tia sing AJB la: (AJB)=AJ+JB=A’J +]B



Trong A4'JB c6: A’J+]B =2 A’B

Suy ra: (AJB) 2A’B

Theo nguyén li Fermat, tia sang truyén tir A phan xa trén guong rdi qua B ¢6
quang trinh ngan nhat, nén quan trinh ciia tia sang tir A dén phan xa trén guong
roi qua B ¢6 quang trinh bang A’B

Goi I 1 giao diém ctua A’B voi guong G. D@ thay (AIB) = Al + IB = A’B

Vay tia sang thyc sy xuat phat tir A, phan xa trén guong roi qua B 1 tia sang AIB
Ké tia IN < (P) va vudng goc v6i mit gwong. Tia IN goi 1a tia phap tuyén

Goc AIN =i got la goc td1, goc BIN =i goi la gbc phan xa
D@ thay: i=/

b.

+ A nam trong moi trudng 1, B nim trong moi

truong 2, AIB 13 duong truyén thuc su cua tia

sang. Mit phang t&i, chita hai tia AI, IB va phap o y

tuyén N'IN cit mit phang P theo mot duong A
(hinh 1)

Xét mot diém I, trong P, & ngoai duong A |, tir 1a
khong nam trong miat phang toi. Goi I 1a hinh
chiéu ctia I; trén A . Ta thdy rang hai doan thang  [m2] N
Al va IB ludn nho hon hai doan thang Al va I;B, Hinh 1
khong nam trong mat phang t6i. Do d6, dé quang

trinh cua tia sang AB cuc tiéu, thi tia toi va tia

khiic xa déu phai ndm trong mit phang toi.

+A’, B’ 1an luot 13 hinh chiéu ctia A va B trén A (hinh 2). Goi a=A'B’ 1 khoang
cach gitta AvaB', dath; = AA’, h,=BB’

Gia sir I 1a diém tdi cua tia sang, | dugc xac dinh bdi khoang cach x = Al

Hai quang trinh (AI) va (IB) lan luot la:
(AD=n1.Al = nJn’ + x*
(IB) =n,.IB = n,\/h} + (a - x)’ X \ 1 B

Va quang trinh cua tia sang AB la:

(2]
5 =(AB) = m AL +n,IB = n,A[h> + x* + ny\Jh> + (a —x)’ N

A N



bao ham cua 6 theo x:

do 2n,x —2n,(a—x)
- = +
dx 2R +x 2R +(a-x)

= n, sini, —n, sini,

Theo nguyén li Fermat thi ? =0 hay n sini, =n,sini,
X

Bai 2: Xét mat cau khac xa SPM ngan cach hai moi truong cd chiét suat n,n, .
Piém C la tAm mit cau SPM.

Xét hai diém O va Q sao cho cac diém O,C va Q thiang hang. Tinh quang trinh
0OSQ theo cac khoang cach x,y,» va goc 6 (xem hinh v€). St dung nguyén li
Fermat dé tim tia sang ndi hai diém O va Q. Ngoai ra, gia thiét orat nho, xac dinh
anh gan truc cua diém O S

ni n

Giai:

Quang trinh tia sang OSQ la:

8 =n0S+m.S0=n|(rsin @)’ +[x-+r(1—cos )] +n,\|(rsin)’ +[y—r(1—cosO)[

Theo nguyén li Fermat ta co: 9 _
Hay:
ds _ n(x+r)rsin@ N n,(r—y)rsin@ 0
do \/(rsiné)z +[x+r(1—cos 6?)]2 \/(rsin )’ +[y—r(1—cos 0)]2
- n(x+r) n n(r—y) ~0 (1)

\/(r sin @)’ +[x+r(1—cos 0)]2 \/(r sin@)’ +[y—r(1—cos 6?)]2

2

. : 0 .
Vi 6nho thi s1n6'z0;1—cos0z?. Khi d6 (1) tré thanh



mx+r) o m@—y) (2)
\/(x +r)r6* +x° \/(r - o’ +y°

Vi #nho nén trong biéu thirc (1) s6 hang nao cé chira dta bo di, lac d6 (2) duoc
viét lai la:
nl(.x+}")+n2(l"—y) :O
X y

(*)
m s _mon
X y r
Phuong trinh (*) 14 phuong trinh x4c dinh sy tao anh boi ludng chét cau thoa man

diéu kién tuong diém.
Bai 3:
1. Xét ngudn diém O & trudec mot guong 16m S
c6 tam tai C. Xét mgt diem Q bat ki nam trén
truc cua hé, va st dung phuong phap tuong tu
nhu da st dung & bai 3. Tim quang trinh P 6(
L,,=0S+SQ theo x,y,r,0 dugc dinh nghia nhu Q ¢C
trén hinh v&; @ dugc gia thiét 1a nho. Xac dinh
anh cua diém gan tryc, va ching té rang két
qua nay phu hop vo1 phuong trinh guong cau:
1 1 2
S4—== (*)
X y r
Trong d6 u,v 1a cac khoang cach vat va anh, con R 1a ban kinh cong véi quy udce
dau tat ca cac khoang cach ¢ bén phai caa P 1a duwong va bén trai cta né 1a am
2. Nguyén i Fermat ciing c¢6 thé duoc sir S
dung dé€ xac dinh anh cta diém sat truc khi
vat tao anh ao. Xét nguén diém O ¢ trudc
mot guong 161 SPM. Ta can chung minh <6 P
quang trinh £, bay gio 1a 0S-SQ ; dau € Q
trir & day la badi vi tia sang tai S di ra xa
Q(hinh v€). Tim L, theo x,y,r, va goc 6
duoc dinh nghia trén hinh vé. Ching to M
rang anh cua diém sat truc dugc tao ra tai
v = yo duoc cho bai:



1 1 2

x o
Hoan toan phu hop véi (*) béi vi khoang cach vat u duong, khoang cach anh v
am va ban kinh cong R am do anh va tam mat cong nam bén trai P
Giai:

1. Xét trong AOSC ta co:

OS= \/r2 +(x=r)" +2r(x—r)cosf = \/x2 +2r(r—x)(1-cos )

Xét trong tam giac CSQ ta co:

SQz\/r2 +(r—y)> =2r(r—y)cos@ =\/y2 +2r(r—y)(1—cos8)

Quang trinh:

L,, = OS+80 =Jx* + 2r(r = x)(1-c08 0) ++ > +2r(r — y)(1 cos )

dL
Theo nguyén li Fermat ta co: d—g” =0

dL,, _ r(r—x)sin@ N r(r—y)sin@ o 1
do \/x2 +2r(r —x)(1-cos 0) \/y2 +2r(r—y)(1—cos )

Vi 0 rat nho nén 1-cos@~0 khi d6 (1) tro thanh:

r—x+r—y=O
X Yy
1 1 2
——==
xX y r

2. Ap dung ham s6 cosin trong tam giac OCS ta co:

0S= \/r2 +(x+7r) =2r(x+7r)cosf = \/x2 +27(r + x)(1-cos 8)

Ap dung ham s6 cosin trong tam giac CQS ta cé:

QS= \/r2 +(r—y) =2r(r—y)cosé :\/y2 +2r(r—y)(1—cos )

Quang trinh:

L,=0S—QS=** +2r(r + x)(1—c0s0) —/y* +2r(r—y)(1-cos0)

dL
Theo nguyén li Fermat ta co: d—;” =0



dL,, _ r(r+x)sin 6 ~ r(r—y)sin@ o ©)
do Jx2+2dr+xxr—am9) Jy2+24r—yXL—amQ)

Vi 6 rat nho nén 1-cos@~0 khi d6 (2) trd thanh:
r+x r-—y
X Y

=0

Thay y = y,, phuong trinh trén tr& thanh:
1 1 2

X )y, B r
B‘Z‘li 4: Mot guong parobol(xem hinh v&) dugc tao ra ph
bang cach cho parabol y = gx* quay xung quanh truc
Oy cuia n6 (A 1a hang s6 cho trudc). Dung nguyén li
Fermat ching minh ring moi tia sang chiéu toi
guong theo phuong song song véi truc Oy déu hoi
tu tai diém tai mot diém F trén truc Oy. DPiém nay
goi 1a tiéu diém cta guwong. Tim vi tri diém F? T I4

Giai:

Xét hai tia sang:
+Tia@ tring véi tia Oy chiéu t&i gwong va bi phan xa lai theo phwong cil

+ Tia@ song song véi truc Oy t6i gip guong, phan xa tai diém A(x, x> ) roi cit
truc Oy tai diém F(0, 1)

Hai tia sang nay c6 thé coi ciing xudt phat tai mot diém & xa vo cing va gip nhau
tai F

Theo nguyén li Fermat quang trinh cta hai tia sing nay bang nhau,ttc 1a:

1
HA+FA=FO+FO=2FO M

Taco:HA=f—Bx* ;FA=x*+(f - px*)* ;FO=f



Thay vao phuong trinh (1) ta duoc :
[=Bx* X+ (f = px7) =2f
X+ (f =B =(f+ X)) @

Binh phuong 2 vé phuong trinh (2) rdi rat gon x? ta duoc:

1
Y

Bai 5: Néu ta xoay mot hinh ellipse ¢6 ban truc 16n a, ban truc nhé b, quanh truc
chinh cta nd, ta thu dugc hinh ellipsoid tron xoay. St dung nguyén 1i Fermat
ching té rang moi tia sdng song song va&i truc chinh cua ellipse s€ hoi tu tai mot

trong hai tiéu diém(C va C") cua ellipse, néu biét tdm sai cua ellipse bang n

n2
X
Giai:
Xét hai tia sangD V@ song song v4i nhau coi nhu xuit phat tai mot diém &
vO cung, hai tia nay gip nhau tai diém C’
Goi B(x,);Q(-a.);A(-4,0);C (¢, 0)
Ta cin chtirng minh: coh .That vay:
a n,
OB=x+a
1
={BC =4/(c—x)*+)’ W
AC =a+c

Theo nguyén li Fermat, quang trinh ctia hai tia sang nay bang nhau, tirc 1a:

nOB+n,BC =n,AC 2)



Thay (1) vao phuong trinh (2) ta dugc:

n(x+a)+n\(x—c)+y* =n,(a+c)

=35 [(x—c)2 +y2] =nj(a+c) +n(x+a)’ —2nn,(x+a)(a+c) (3)
Ma:
2 2
x—2+2}—2=1 ,
a
5 3y2=(a2—x2)£ —n—;j 4)
n, n,
e = 1——22—
a  n,

Thay (4) vao (3) rdi rit gon ta dugc:
nyc(a+x)+nla(a+x)—nn,(a+x)a+c)=0
S nic+nla-nn,(a+c)=0
< ceny(n, —ny) =an,(n, —n,)

c n
& —=—
a n,

Bai 6: Diém C Ia tdm ctia mdt cau phan xa ban kinh R. Cac diém P; va P; 1a hai
di€ém nam trén duong kinh va cach déu tam.

a. Tim quang trinh RO+ OP, nhu mdt ham cua 6

b. Tim gié tri cua € sao cho P1OP; 1a mot tia phan xa trén mat ciu

Giai:
a.Pat PC=CP,=x .

Ap dung ham sé cosin trong tam giac P;OC va tam giac OP>C ta duoc:



FO= Jx* + R? +2Rxcos 6 ;OP, = Jx* + R* = 2Rxcos 0

Quang trinh:

§=PO+O0P, =\x> + R* + 2Rxc0s 0 +~/x* + R> —2Rxcos 0

b. Pé P;OP; 1a tia phan xa trén mit cau thi theo nguyén li Fermat quang trinh &
1a cuc tiéu tuc 1a:

do __Rxsin¢9+Rxsin¢9 B

L0 0
do PO OP,

< BO=0P,

Bai 7: Bang viéc sir dung vt lidu thay tinh co chiét suat thay d6i, nguoi ta ¢ the
ché tao durgc cac ban thay tinh c6 bé day khong ddi nhung tinh nang tuong ty thau
kinh. Trong bai toan nay, xét mot dia mong c6 ban kinh a, bé day d khong
d6i(d<<a). Dia lam bang vat liéu thuy tinh co chiét suét chi thay dbi doc theo
phuong ban kinh va c6 tinh ning twong duong nhu mot thau kinh hoi tu 6 tidu
cu f. Biét chiét sudt tai tam dia 13 no.

1. Ap dung nguyén 1i Fermat, hiy ching minh rang chiét suat caa chit 1am dia

R
d

doc theo phuong ban kinh ¢6 biéu thirc n(r)=n,

2. X4c dinh ban kinh 16n nhét theo f,d va n,

3. Cho dia chuyén dong voi van toc ¥ khong ddi. Chiéu vudng goc vao bé mit
dia mot chum photon theo chiéu chuyén dong cua dia. Xac dinh toc do truyén
photon trong dia tai thoi diém cach tdm dia mot khoang r. Biét toc do anh sang
trong chan khong 1a c.

(trich dé thi HSG QG niam 2017)

Giai:
@ & P
) ‘ 2
® ) F
No
f
d



1. Xéthai tiasang  va  song song vo1 nhau nhu hinh v€. Hai tia sang nay
col nhu xuat phat tor mot diém & xa vo cung va gap nhau tai diém F.

Theo nguyén li Fermat, quang trinh ciia hai tia sang ndy bang nhau nén ta cé:

n.d+r’+f=n.d+f
[ 2, £2 _
C}nr:no_%

2. Tu diéu kién: n_>1 ta co:

2 2
g NS
d

r<\(n,—1*d* +2(n, 1) fd

= 1 =1, 2> +2(n, ~1) fd

3. Van tdc cta photon trong dia so voi hé quy chiéu gin véi dia 1a:

Theo cong thirc cong van tdc trong co hoc tuwong ddi tinh, ta cd van tdc cua
photon trong dia so vdi hé quy chiéu PTN la:

, oy
_u+V  n
Vo,V
1+¥ I+—
C n.c

I11. Bai tdp luyén tap

Bai 8: Giai lai bai 4 bang cach str dung dinh luat phan xa anh sang

Bai 9: Mot thau kinh 1am tir vat liéu c6 chiét suat »>1, mot mit 12 mit phang, mit
kia dugc tao bang cach quay dudng parabol y =k’ quanh truc cta nd. Ki hiéu R
1a ban kinh cua dudng vién mat thau kinh phang. Gia sir 46 day cua thau kinh rat
nho so voi ban kinh R tirc 1a kR* << R. Hay tinh ti€u cu cta thau kinh

1

Bdlz S6’: fzm



Bai 10: Mot mit dbi ximg tron xoay ¥ ngan cach hai
mai truong trong sudt chiét suat ni va n2 nhu hinh vé
Xac dinh ¥ sao cho mdt chum sang hinh noén, c6 dinh

A 0 trén truc dbi xang ctia Y, cach Y mot doan d, d
. \ . A < g
trong moi truong 1, sau khi truyén qua mit ¥ sang A 0
moi truong 2, thi tré thanh mdt chum song song. [ni] [n3]

Xét hai truong hop: n1 >n2 van; <n

2
nd
x+—1
n +n, y

Ddp s6: trudmg hop ny >y : Lt — =1
nd j d (n1 _nz)
1 - - = &7

n, +}’l2

n, -|‘I’l2

2
nd
x4+
n, +n, ¥’

- =1
( nd ] & (n, —n)

truong hop ny <na :

n +n, n+n,

Bai 11: Mot mdi truong trong sudt, chiét sut n, ngan

cach v6i chan khong bang mot mat dbi xing tron xoay

2 nhu hinh v&. Xac dinh phuong trinh cua mdt > sao

cho mot chum tia sang song song véi truc dbi ximg Ox f
ctia ¥, khi truyén tir chan khong qua mit Y, vao moi O
truong thi hoi tu tai diém F cach O mét khoang f.Ban /1] [n3]
kinh cuc dai cia chum tia c6 thé hoi tu bang thau kinh

> la bao nhiéu?

Te
>

Néu mdi truong chira chum tia t6i song song khong phai chan khong, ma c6 chiét
suat N > n, thi mat > phai thay d6i nhu thé nao?

)

n+12 N y2 -
nf n—1
(n+1j [f n+1]
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