
Chủ đề 1: Nguyên lí Fermat 

I. Kiến thức cơ bản 

1. Quang trình 

-Ánh sáng truyền từ A đến B qua nhiều môi trường 1,2,3,...Chiết suất của các môi 

trường ấy lần lượt là 1 2 3, , ,...n n n  và độ dài quang học của các quãng đường đi tương 

ứng là 1 2 3, , ,...s s s  thì quang trình của ánh sáng là:  

1 1 2 2 3 3 ... i iL n s n s n s n s       

-Nếu ánh sáng truyền từ A đến B trong môi trường có chiết suất thay đổi liên tục 
từ điểm này đến điểm khác thì ta chia quãng đường truyền thành các đoạn vô cùng 
nhỏ ds sao cho chiết suất của môi trường trong mỗi đoạn được coi là không đổi 

và quang trình lúc đó là: 
B

A

L nds    

2. Nguyên lí Fermat 

Quang trình của đường truyền một tia sáng từ một điểm A đến một điểm B, sau 
một số lần phản xạ và khúc xạ liên tiếp bất kì, có giá trị cực tiểu, cực đại hoặc 
dừng, so với quang trình của các tia sáng vô cùng gần tia AB 

II. Bài tập áp dụng. 

Bài 1: Sử dụng nguyên lí Fermat nghiệm lại  

a. định luật phản xạ ánh sáng  

b. định luật khúc xạ ánh sáng 

Giải: 

a. Xét một tia sáng xuất phát từ điểm A đến phản 
xạ trên một gương phẳng G, đặt trong không khí 
rồi truyền qua điểm B. 

Trước hết theo nguyên lí Fermat thì tia sáng này 
phải nằm trong mặt phẳng (P) chứa A,B và vuông 
góc với mặt phẳng gương. Mặt phẳng (P) gọi là 
mặt phẳng tới 

Xét tia sáng AJB như hình vẽ. 

Gọi A’ là điểm đối xứng của A qua gương suy ra: AJ = A’J 

Do đó quang trình của tia sáng AJB là: (AJB) = AJ + JB = A’J + JB 
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Trong 'A JB  có: A’J + JB   A’B  

 Suy ra: (AJB)  A’B 

Theo nguyên lí Fermat, tia sáng truyền từ A phản xạ trên gương rồi qua B có 
quang trình ngắn nhất, nên quan trình của tia sáng từ A đến phản xạ trên gương 
rồi qua B có quang trình bằng A’B 

Gọi I là giao điểm của A’B với gương G. Dễ thấy (AIB) = AI + IB = A’B 

Vậy tia sáng thực sự xuât phát từ A, phản xạ trên gương rồi qua B là tia sáng AIB 

Kẻ tia IN  (P) và vuông góc với mặt gương. Tia IN gọi là tia pháp tuyến 

Góc 
^

AIN i  gọi là góc tới, góc 
^

'BIN i  gọi là góc phản xạ 

Dễ thấy: 'i i   

b.  

+ A nằm trong môi trường 1, B nằm trong môi 
trường 2, AIB là đường truyền thực sự của tia 
sáng. Mặt phẳng tới, chứa hai tia AI, IB và pháp 
tuyến N’IN cắt mặt phẳng P theo một đường   
(hình 1) 

Xét một điểm I1 trong P, ở ngoài đường   , tứ là 
không nằm trong mặt phẳng tới. Gọi I là hình 
chiếu của I1 trên  . Ta thấy rằng hai đoạn thẳng 
AI và IB luôn nhỏ hơn hai đoạn thẳng AI1 và I1B, 
không nằm trong mặt phẳng tới. Do đó, để quang 
trình của tia sáng AB cực tiểu, thì tia tới và tia 
khúc xạ đều phải nằm trong mặt phẳng tới. 

+ A’, B’ lần lượt là hình chiếu của A và B trên   (hình 2). Gọi a = A’B’ là khoảng 
cách giữa A’và B’ , đặt h1 = AA’, h2 = BB’ 

Giả sử I là điểm tới của tia sáng, I được xác định bới khoảng cách x = AI 

Hai quang trình (AI) và (IB) lần lượt là:  

(AI)= n1.AI = 2 2
1 1n h x  

(IB) 2 2
2 2 2. . ( )n IB n h a x     

Và quang trình của tia sáng AB là: 

             2 2 2 2
1 2 1 1 2 2( ) ( )AB n AI n IB n h x n h a x          
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Đạo hàm của   theo x:  

1 2
1 1 2 22 2 2 2

2 2

2 2 ( )
sin sin

2 2 ( )

n x n a xd
n i n i

dx h x h a x

  
   

  
 

Theo nguyên lí Fermat thì 0
d

dx


  hay 1 1 2 2sin sinn i n i   

Bài 2: Xét mặt cầu khúc xạ SPM ngăn cách hai môi trường có chiết suất 1 2,n n . 

Điểm C là tâm mặt cầu SPM. 

Xét hai điểm O và Q sao cho các điểm O,C và Q thẳng hàng. Tính quang trình 
OSQ theo các khoảng cách , ,x y r  và góc  (xem hình vẽ). Sử dụng nguyên lí 
Fermat để tìm tia sáng nối hai điểm O và Q. Ngoài ra, giả thiết  rất nhỏ, xác định 
ảnh gần trục của điểm O 

 

 

 

 

 

 

Giải: 

Quang trình tia sáng OSQ là: 

   2 22 2
1 2 1 2OS . ( sin ) (1 cos ) ( sin ) (1 cos )n n SQ n r x r n r y r               

Theo nguyên lí Fermat ta có: 0
d

d



   

Hay: 

   
1 2

2 22 2

( ) sin ( ) sin
0

( sin ) (1 cos ) ( sin ) (1 cos )

n x r r n r y rd

d r x r r y r

 
    

 
  

     
 

   
1 2

2 22 2

( ) ( )
0

( sin ) (1 cos ) ( sin ) (1 cos )

n x r n r y

r x r r y r   

 
  

     
                 

Với  nhỏ thì 
2

sin ;1 cos
2

     . Khi đó (1) trở thành 
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1 2

2 2 2 2

( ) ( )

( ) ( )

n x r n r y

x r r x r y r y 
 


   

                                                    

Vì  nhỏ nên trong biểu thức (1) số hạng nào có chứa  ta bỏ đi, lúc đó (2) được 
viết lại là:  

1 2( ) ( )
0

n x r n r y

x y

 
   

1 2 2 1n n n n

x y r


     

Phương trình (*) là phương trình xác định sự tạo ảnh bởi lưỡng chất cầu thỏa mãn 
điều kiện tương điểm. 

Bài 3:  

1. Xét nguồn điểm O ở trước một gương lõm 
có tâm tại C. Xét một điểm Q bất kì nằm trên 
trục của hệ, và sử dụng phương pháp tương tự 
như đã sử dụng ở bài 3. Tìm quang trình 

=OS+SQopL  theo , , ,x y r   được định nghĩa như 

trên hình vẽ;   được giả thiết là nhỏ. Xác định 
ảnh của điểm gần trục, và chứng tỏ rằng kết 
quả này phù hợp với phương trình gương cầu: 

1 1 2

x y r
                   

Trong đó ,u v  là các khoảng cách vật và ảnh, còn R là bán kính cong với quy ước 

dấu tất cả các khoảng cách ở bên phải của P là dương và bên trái của nó là âm 

2. Nguyên lí Fermat cũng có thể được sử 
dụng để xác định ảnh của điểm sát trục khi 
vật tạo ảnh ảo. Xét nguồn điểm O ở trước 
một gương lồi SPM. Ta cần chứng minh 
quang trình opL  bây giờ là OS SQ  ; dấu 

trừ ở đây là bởi vì tia sáng tại S đi ra xa 
Q(hình vẽ). Tìm opL  theo x,y,r, và góc   

được định nghĩa trên hình vẽ. Chứng tỏ 
rằng ảnh của điểm sát trục được tạo ra tại 
y = yo được cho bởi:  
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1 1 2

ox y r
    

Hoàn toàn phù hợp với (*) bởi vì khoảng cách vật u dương, khoảng cách ảnh v 
âm và bán kính cong R âm do ảnh và tâm mặt cong nằm bên trái P 

Giải: 

1. Xét trong OSC  ta có:  

2 2 2OS ( ) 2 ( ) cos 2 ( )(1 cos )r x r r x r x r r x           

Xét trong tam giác CSQ ta có:  

2 2 2SQ ( ) 2 ( ) cos 2 ( )(1 cos )r r y r r y y r r y           

Quang trình: 

2 22 ( )(1 cos ) 2 ( )(1 cos )opL OS SQ x r r x y r r y            

Theo nguyên lí Fermat ta có: 0opdL

d
   

2 2

( )sin ( )sin
0

2 ( )(1 cos ) 2 ( )(1 cos )

opdL r r x r r y

d x r r x y r r y

 
  

 
  

     
 

Vì   rất nhỏ nên 1 cos 0   khi đó (1) trở thành: 

0
r x r y

x y

 
   

 

2. Áp dụng hàm số cosin trong tam giác OCS ta có: 

2 2 2OS ( ) 2 ( ) cos 2 ( )(1 cos )r x r r x r x r r x           

Áp dụng hàm số cosin trong tam giác CQS ta có: 

2 2 2QS ( ) 2 ( ) cos 2 ( )(1 cos )r r y r r y y r r y           

Quang trình: 

2 2= OS QS= 2 ( )(1 cos )  2 ( )(1 cos )opL x r r x y r r y          

Theo nguyên lí Fermat ta có: 0opdL

d
   

(1) 

1 1 2

x y r
 



2 2

( )sin ( )sin
0

2 ( )(1 cos ) 2 ( )(1 cos )

opdL r r x r r y

d x r r x y r r y

 
  

 
  

     
 

Vì   rất nhỏ nên 1 cos 0   khi đó (2) trở thành: 

0
r x r y

x y

 
   

Thay y = yo, phương trình trên trở thành: 

1 1 2

ox y r
    

Bài 4: Một gương parobol(xem hình vẽ) được tạo ra 
bằng cách cho parabol 2y x  quay xung quanh trục 
Oy của nó (  là hằng số cho trước). Dùng nguyên lí 

Fermat chứng minh rằng mọi tia sáng chiếu tới 
gương theo phương song song với trục Oy đều hội 
tụ tại điểm tại một điểm F trên trục Oy. Điểm này 
gọi là tiêu điểm của gương. Tìm vị trí điểm F?  

Giải: 

 

 

 

 

 

Xét hai tia sáng: 

+ Tia       trùng với tia Oy chiếu tới gương và bị phản xạ lại theo phương cũ 

+ Tia       song song với trục Oy tới gặp gương, phản xạ tại điểm A(x, 2x  ) rồi cắt 

trục Oy tại điểm F(0, f ) 

Hai tia sáng này có thể coi cùng xuất phát tại một điểm ở xa vô cùng và gặp nhau 
tại F 

Theo nguyên lí Fermat quang trình của hai tia sáng này bằng nhau,tức là: 

2.HA FA FO FO FO     

Ta có: 2HA f x   ; 2 2 2( )FA x f x    ; FO f   
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Thay vào phương trình (1) ta được : 

2 2 2 2( ) 2f x x f x f       

2 2 2 2 2( ) ( )x f x f x       

Bình phương 2 vế phương trình (2) rồi rút gọn x2 ta được: 

1

4
f


  

Bài 5: Nếu ta xoay một hình ellipse có bán trục lớn a, bán trục nhỏ b, quanh trục 
chính của nó, ta thu được hình ellipsoid tròn xoay. Sử dụng nguyên lí Fermat 
chứng tỏ rằng mọi tia sáng song song với trục chính của ellipse sẽ hội tụ tại một 

trong hai tiêu điểm(C và C’) của ellipse, nếu biết tâm sai của ellipse bằng 1

2

n

n
  

 

 

 

 

 

 

 

Giải:  

Xét hai tia sáng      và        song song với nhau coi như xuất phát tại một điểm ở 
vô cùng, hai tia này gặp nhau tại điểm C’ 

Gọi B(x,y);Q(-a,y);A(-a,0);C’(c,0) 

Ta cần chứng minh: 1

2

nc

a n
  .Thật vậy: 

' 2 2

'

( )

QB x a

BC c x y

AC a c

 
   
  

 

Theo nguyên lí Fermat, quang trình của hai tia sáng này bằng nhau, tức là: 

' '
1 2 2n QB n BC n AC   
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1 2
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Thay (1) vào phương trình (2) ta được: 

2 2
1 2 2( ) ( ) ( )n x a n x c y n a c       

2 2 2 2 2 2 2
2 2 1 1 2( ) ( ) ( ) 2 ( )( )n x c y n a c n x a n n x a a c             

Mà:  

2 2

2 2 2
2 2 2 1

22
21

2
2

1

( ) 1

1

x y

a b n
y a x

nnb
e

a n


         

    

 

Thay (4) vào (3) rồi rút gọn ta được: 

2 2
2 1 1 2( ) ( ) ( )( ) 0n c a x n a a x n n a x a c        

2 2
2 1 1 2 ( ) 0n c n a n n a c      

2 2 1 1 2 1( ) ( )cn n n an n n     

1

2

nc

a n
   

Bài 6: Điểm C là tâm của mặt cầu phản xạ bán kính R. Các điểm P1 và P2 là hai 
điểm nằm trên đường kính và cách đều tâm. 

a. Tìm quang trình 1 2PO OP  như một hàm của    

b. Tìm giá trị của   sao cho P1OP2 là một tia phản xạ trên mặt cầu 

 

 

 

 

 

 

Giải: 

a. Đặt 1 2PC CP x   .  

Áp dụng hàm số cosin trong tam giác P1OC và tam giác OP2C ta được: 

O

CP1 P2

      
  

R

(4) 

(3) 



2 2
1 2 cosPO x R Rx     ; 2 2

2 2 cosOP x R Rx     

Quang trình:  

2 2 2 2
1 2 2 cos 2 cosPO OP x R Rx x R Rx           

b. Để P1OP2 là tia phản xạ trên mặt cầu thì theo nguyên lí Fermat quang trình   
là cực tiểu tức là:  

1 2

sin sin
0

d Rx Rx

d PO OP

  

     

1 2PO OP   

Bài 7: Bằng việc sử dụng vật liệu thủy tinh có chiết suất thay đổi, người ta có thể 
chế tạo được các bản thủy tinh có bề dày không đổi nhưng tính năng tương tự thấu 
kính. Trong bài toán này, xét một đĩa mỏng có bán kính a, bề dày d không 
đổi(d<<a). Đĩa làm bằng vật liệu thủy tinh có chiết suất chỉ thay đổi dọc theo 
phương bán kính và có tính năng tương đương như một thấu kính hội tụ có tiêu 
cự f. Biết chiết suất tại tâm đĩa là no. 

1. Áp dụng nguyên lí Fermat, hãy chứng mình rằng chiết suất của chất làm đĩa 

dọc theo phương bán kính có biểu thức 
2 2

( ) o

r f f
n r n

d

 
    

2. Xác định bán kính lớn nhất theo f,d và no 

3. Cho đĩa chuyển động với vận tốc V


 không đổi. Chiếu vuông góc vào bề mặt 
đĩa một chùm photon theo chiều chuyển động của đĩa. Xác định tốc độ truyền 
photon trong đĩa tại thời điểm cách tâm đĩa một khoảng r. Biết tốc độ ánh sáng 
trong chân không là c. 

(trích đề thi HSG QG năm 2017) 

Giải:  
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1. Xét hai tia sáng       và      song song với nhau như hình vẽ. Hai tia sáng này 
coi như xuất phát từ một điểm ở xa vô cùng và gặp nhau tại điểm F. 

Theo nguyên lí Fermat, quang trình của hai tia sáng này bằng nhau nên ta có: 

2 2. .r on d r f n d f     

2 2

r o

r f f
n n

d

 
    

2. Từ điều kiện: 1rn   ta có: 

2 2

1o

r f f
n

d

 
   

2 2( 1) 2( 1)o or n d n fd     

2 2
max ( 1) 2( 1)o or n d n fd      

3. Vận tốc của photon trong đĩa so với hệ quy chiếu gắn với đĩa là: 

/

r

c
u

n
  

Theo công thức cộng vận tốc trong cơ học tương đối tính, ta có vận tốc của 
photon trong đĩa so với hệ quy chiếu PTN là: 
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III. Bài tập luyện tập 

Bài 8: Giải lại bài 4 bằng cách sử dụng định luật phản xạ ánh sáng 

Bài 9: Một thấu kính làm từ vật liệu có chiết suất n >1, một mặt là mặt phẳng, mặt 
kia được tạo bằng cách quay đường parabol 2y kx quanh trục của nó. Kí hiệu R

là bán kính của đường viền mặt thấu kính phẳng. Giả sử độ dày của thấu kính rất 
nhỏ so với bán kính R tức là 2kR R . Hãy tính tiêu cự của thâu kính 

Đáp số: 
1

2 ( 1)
f

k n



  



Bài 10: Một mặt đối xứng tròn xoay   ngăn cách hai 
môi trường trong suốt chiết suất n1 và n2 như hình vẽ 
Xác định  sao cho một chùm sáng hình nón, có đỉnh 
A ở trên trục đối xứng của  , cách   một đoạn d, 
trong môi trường 1, sau khi truyền qua mặt   sang 
môi trường 2, thì trở thành một chùm song song.  

Xét hai trường hợp: n1 > n2 và n1 < n2 

Đáp số: trường hợp n1 > n2 :

2

1
2

1 2
2 2

1 21

1 21 2

1
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x

n n y

d n nn d
n nn n

 
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 
   

 

               trường hợp n1 < n2 :

2

1
2

1 2
2 2

2 11

1 21 2

1
( )

n d
x

n n y

d n nn d
n nn n

 
    

 
   

  

Bài 11: Một môi trường trong suốt, chiết suất n, ngăn 
cách với chân không bằng một mặt đối xứng tròn xoay 
như hình vẽ. Xác định phương trình của mặt   sao 
cho một chùm tia sáng song song với trục đối xứng Ox 
của  , khi truyền từ chân không qua mặt  , vào môi 
trường thì hội tụ tại điểm F cách O một khoảng  f. Bán 
kính cực đại của chùm tia có thể hội tụ bằng thấu kính 
  là bao nhiêu? 

Nếu môi trường chứa chùm tia tới song song không phải chân không, mà có chiết 
suất N > n, thì mặt   phải thay đổi như thế nào? 

Đáp số:
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2

2 2
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1

1
1 1

nf
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nf n
fn n

     
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