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LOI MO PAU

Bai tap vat ly c6 vai tro quan trong trong nhan thac va phat trién tu duy cta nguoi hoc.
NG gilp cho ngudi hoc dao sdu va mé rong kién thie di hoc, van dung ki ning, k¥
xao dé giai ting loai bai tap. Vi vay, dua ra cac dang va phuong phap chung dé giai cac
dang d6 1a can thiét.
Dién dong luc hoc 1a mot bd mén thudc vat Iy Iy thuyét nén cé noi dung vat ly va
phuong phép toan hoc. Dién dong luc vi mod nghién ctu va biéu dién nhiing quy luat
téng quét nhat ca tredng dién tir va twong quan ctia N6 VGi ngudn giy ra trudong.
Va sau khi dd hoc mén dién dong luc hoc, t6i nhan thay rang day 1a mén kho, phai biét
duogc quy luat, ban chét vat 1y va cac phuong phap toan hoc ( phwong trinh, ham s, cac
toan tir,...) trong khi kién thac vé toan hoc con han ché. Do dé, viéc giai bai tap dién
dong luc hoc s& gap kho khin. Chinh vi li do d6 nén t6i chon tén dé tai:
“ Phwong phap giai bai tap dién dong luc hoc”.
Bai luan tap trung vao hai chuong chinh d6 la: Pién truong tinh va Tt treong ding cua
Dién dong luc hoc vi mé thudc hoc phan Pién dong luc hoc.
Trong bai luan nay gém hai phan:
Phan mot: “Ly thuyét” — tém tit nhitng noi dung ly thuyét co ban cua hai chuong
trong pham vi nghién ctu va chuong giai tich vecto 1a cong cu khao sat Truong dién tir
va hd tro cho viéc giai tap. Bao gom:

Chuong 1: Giai tich vecto.

Chuong 2: Nhing dinh luat co ban cia truong dién tu.

Chuong 3: bién truong tinh.

Chuong 4: Tu truong dung.
Phan hai: “Bai tap va phwong phap giai” — trinh bay cic phuong phap sir dung dé
giai cac bai tap dién dong luc va cac bai tip mau trong hai chuong nghién ciru. Bao
gom:

Chuong 1: Pién truong tinh.
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Chuong 2: Tt treong ding.
Vi bai luan nay s& cung cap cho cac ban sinh vién cac phuong phap giai bai tap dien

dong luc ciing nhu 1a tai liéu tham khao phuc vu trong viéc hoc tap.
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PHAN I: LY THUYET
CHUONG 1: GIAI TiICH VECTO
1.1 Hé toa dé:
Cac dai luong dién tir trong truong hop tong quat 1a cac ham cua vi tri va thoi gian.
Néu 1 dai luong vecto, hudng caa ching co thé thay dbi trong khong gian. Dé xéac
dinh vi tri, hudng trong khong gian ta dung hé toa d¢. Tuy tirng bai todn ma chdng ta
c6 thé sir dung cac hé toa do khac nhau cho pht hop dé giai bai toan cho don gian va
nhanh nhét.
1.1.1 H¢ toa d¢ cong:
Trong khdng gian 3 chiéu, xét 3 ho mat cong doc lap:
f1(x,y,2) = uy ; fL(X,y,2)= Uy ; f3(X,y,2)= U3
Ba mat u;= const, u,= const, us= const cit nhau tai diém P. Do d6 3 thong s6 Uy, Up,Us
xac dinh mot diém: P(uy, Uy, Us). VA Uy, Uy, Us duoc goi 14 toa do cong.
Goi dly, dl,, dl; 1a nhitng yéu té dai trén cac dudng toa do uy, Uy, Us. Trong truong hop
téng quat:
dl;=h;du, dl, =h,du, dlz=hsdus
Hé s hy, hy, h3goi 1a hé sé Larmor - 14 ham cua cac toa do cong. Bdi véi hé toa do truc
giao, yéu tb dai:

d|2:d|12 + d|22 + d|32 hay d|2 = h12du12 + h22dU22 + hgsz32

a 2 2 a 2
h? = X1 | |2

ou, ou, ou,

a 2 2 a 2
hZ = X || Y| L2

ou, ou, ou,
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1.1.2 Hé¢ toa dg Descartes:
u, = X = const
Ba mit toa do truc giao twong ho 1a 3 mat phang: u, = y =const cat nhau tai P(x,y,z)
u, = z = const

Vecto don vi i, =

—_—  — —

o by =, 1= C khong thay doi trong khong gian;

|
|

Lo=1,x 1, =1 xi;l, =0 xi

Hé s6 Larmor: h;=1, h,=1, hs=1

Yéu té thé tich: dV = dxdydz
Vecto vi tri T V& tir goc toa do dén diém P(x,y,2): F = Xi, +yi +2i,
1.1.3 H¢ toa d¢ tru:

Ba mit toa do truc giao twong hd p, ¢, z cit nhau tai P c6 toa do T(p,9.2)
x i =1 x i, =1 xi, L

—

Cac vecto don vi : Tp =1,
X=pCoOS¢ , y=psing , z=1z. Suy ra:
Hé sé Larmor: h;=1, h,=r, hy=1

Yéu té thé tich: dV = pdpdedz ¢

@)
y
<

Vecto vi tri x4c dinh diém P (p, ¢, 2): = pr +7i, %

3
1.1.4 Hé toa dd chu

Ba mit toa do truc giao twong hd r, 0, ¢ cit nhau tai P c6 toa do (r,6,0)

e - = - = = Z A

Cacvectodon vit |, =y x1 , lg=1,x1, I, =1 X1,

Vi: X =rsinBcos P , y = rsinBsin®, z =rcoso

Hé s6 Larmor :h; =1, h,=r, hy =rsin®

Yéu té thé tich: dV = r’sinodrded ¢

<v

Vecto vi tri x4c dinh diém P(r, 8,9):r =r. i,
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1.2 Gradient:
Gradient 1a mot toan tir tac dung 18n mot ham vo hudng, két qua dugc mot ham vecto —
vecto gradient.
Ky hiéu: grade =V
Xét trudng vo hudng cua ham: o(r) = o(X, Y,2)
Grad cla ¢ 1a vecto c6 hwéng ma @ ting nhanh nhit va c6 do 1ém bang dao ham
theo huwdng do.

Trong hé toa do Descartes:

grad(p_a—(pT+8—(p]+8 k
OX oy

oz
D¢ I6n cua grad ¢ |grad(p|: \/ E(Pj a—(p
Ki hiéu: V toan tir vi phan (napla) ;v = 97+ 25, 9k
OX 8y 0z

Trong hé toa d6 cong :

grad(p ié_(P];_Fia_(PTz_'_ia_(PTs
h, ou h, du, h, ou,

Ap dung:
h,=h =Lh,=h, =p;h;=h, =1

+ Trong hé toa do tru: { b
u, =p;u, =;u, =2.

. o2 a(p—' - -
Khido: grade=—i +——i, +—I
e Y TR
. [hy=h =Lh,=h,=r;h;=h, =rSine.
+ Trong hé toa d¢ cau:
u,=r;u, =0;u, =o.

Khi d6: grad(pzé—(pTr 18(pﬁ+ ! 8(p~¢
or r 0o rSind o¢
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1.3 Divergence va Pinh |i Gauss — Oxtrogratxki:
1.3.1 Pinh nghia:
Cuodng do cua ngudn dic trung boi todn tir divergence. Divergence cua vecto A tai
mot diém cua truong 13 mot Vo hudng, dinh nghia boi biéu thuc:
$AS
divA = lim &
AV-0 AV
Ky hiéu: divA =V.A
oA, OA, OA,
+ +

Trong hé toa do Descartes: divA =

OX oy o0z
— o(Ah,h,) O(A,h;h;) O(A;hh
Trong hé toa do cong: divA = L (Ah, 3)+ (Ach. 1)+ (Ash,h)
h,h,h, ou, ou, ou,

Ap dung:
h,=h =Lh,=h =ph,=h, =1

+ Trong hé toa do tru:
u =p;u, =@, u; =2

= O0A
Khi do: divA =22 (pA )+ 180 O
pop" ) pop oz
hlzhr:1;h2=h9:|’;h3:hm:r8ine_

u,=ru, =0;u, =o.

+ Trong hé toa do cau: {

_ O0A
Khido: divA =22 (A )+ ——. 2 (sin0.A, )+ —— ¢
reor rsin@ oo rsin@ oo

1.3.2 Pinh li divergence( dinh ly Gauss- Oxtrogratxki):

Thong lugng cia vecto qua mit kin bang tich phan khéi cua dive cia vecto do.
[divAdv = $AdS
\Y% S

Dinh Ii divergence trén cho phép thay thé tich phan thé tich bang tich phan mat va

nguoc lai.
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1.4 Rota va dinh ly Stokes:
1.4.1 Pinh nghia:

Ngoai toan tir divergence, toan tir rota ciing déc trung cho trrong vecto. Rota cia vecto
A tai mot diém 1a mot vecto, theo dinh nghia:
fAd

rotA.i, = AIgmoA'T

Ky hiéu: rotA=VxA

i
Trong hé toa do Decates, rota dugc dinh nghia: rotA = 82
X

Trong hé toa do cong duoc dinh nghia: rotA =

h,h,h,|ou;, ou, OJu,
I‘-]l'A\l hZ'A\Z h3A3

Ap dung:
h=h =Lh,=h =ph,=h,=1

+ Trong hé toa do tru:
U, =p;u, =@,u; =2

P pl(p VA

Khide: roth=1[2 2 2
plop O¢p 0z

Ap pA(p A,

. h,=h,=Lh,=h;=r;h,=h_=rSin6.
+ Trong hé toa do cau: { ' 20 e
u
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ioriy  rSinei,
1 |0 o0 0
T’Sinelar 0 do
A, TA, TISINBA,

r

1.4.2 Pinh ly Stokes:
Luu s6 ciia mot vecto doc theo chu tuyén kin bang thong luong cua rota vecto d6 qua
mét giGi han bai chu tuyén d4 cho.

jrotA.TS = gSA.a
S C

1.5 Toan tir Laplace:
Toan tur Laplace tac dung 1én ham v6 hudong dugc xac dinh nhu divergence tac dung
I&n ham gradient cua o.
Ki hiéu: A toan tir Laplace

%y N oy N oy

Trong hé toa do Decartes: Awy =
g Y Y 5 \V axz 8y2 622

Trong hé toa d6 cong Laplace dugc dinh nghia:

Ay = 1 0 ( h,h; oy N 0 ( h;h, oy N 0 [ hh, oy
h,h,h, | ou,\ h, ou, ) ou,\ h, ou,) odu,\ h, du,

Ap dung:

hy=h =Lh,=h =pih,=h,=1

+ Trong hé toa do tru: {
U, =p;u, =@;u, = Z.

o 10 1 0%y &7
Khi do: Aw:__(p%}_z v, 2y
pop\" op) p° o9 z

h,=h, =Lh,=h;=r;h,=h_ =rSino.

+ Trong hé toa do cau: { o
u, =ru, =0;u, =¢.
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2
khido: ay=22(r ) L2 g0, Loy
reor or rSino oo 00 rSin“0 oo

1.6 Mot so hé thire vecto thwong gap:
AB=AB,+AB,+AB,
Ax(BxC)+Bx(CxA)+Cx(AxB)=0
Ax(BxC)=B(AC)-C(BA)
(AxB)x(CxD)=(AxB.D)C-(AxB.C)D
Ax(BxC)=B(AC)-C(AB)
(AxB).(Cx.D)=(AC)(B.D)- (BC)(AD)
A.(BxC)=B.(CxA)=C.(AxB)

1.7 Mt sé hé qua:
a)grad(f +g) =gradf +gradg
b)div(A + B) = divA + divB
c)rot(A + B) = rotA + rotB
d)grad(f.g) = f(gradg) +g(gradf)
e)div(fA) = fdivA + Agradf
f)rot(fA) = gradf x A + frotA = frotA — A x gradf
g)grad(A.B) = A x (rotB) + Bx (rotA) + (Agrad) B + (B.grad) A
h)div(rotA) =0
i)rot(gradf) =0
j)div(gradf) = V*f = Af
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CHUONG 2 :NHUNG PINH LUAT CO BAN CUA TRUONG PIEN TU.
Truong dién tir tai mdi diém duoc dic trung boi bén dai luong: vecto cuong do dién
truong E , vecto cam Ung dién D , vecto cuong do tu truong H , vecto cam Ung tu B.
Céc dai lugng nay 1a cadc ham toa do va thoi gian va chung c6 lién hé voi1 nhau voi céac
dién tich cling nhu dong dién theo nhitng quy luat xac dinh. Nhitng quy ludt nay duoc
phat biéu duéi dang cac phuong trinh Maxwell va cac phuong trinh lién hé.

2.1 Vecto cuwong d¢ dién truong E:
La dai luong dic trung cho dién trudng vé phuong dién tac dung luc.

bi¢n tich q dit trong truong dién chiu tdc dung cua lyc dién. tai mdi diém cua truong

—

dién, ty sO Ee la mot dai luong khong do6i dugc goi la cuong do dién truong tai dieém

—

@ E=o 1t Q@ (vm)
g 4ne, R

R: khoang cach tir dién tich diém Q dén diém ta xét.
Thuc nghiém chtng to, dién truong cua mot hé dién tich diém tuan theo nguyén ly

chdng chit dién truong cua hé dién tich bang tong ( vecto) cac dién trudng cua tong

diéntich. E= Y E, = 24; 2R,

Muén tinh cudng d6 dién truong gin véi hé dién tich ¢ phan bé lién tuc ta phai chia
khong gian co6 dién tich thanh nhitng AV du nhd, mdi phan xem nhu mot dién tich

diém. Sau d6 dung nguyén 1y chéng chét xac dinh dién trudng cho ca hé.

Déi v6i phan bé khéi: E = j dE =

_f—dV , VOl p= Q. : mat do dién tich khoi
4re, dv

Déi vai phan b mit: E = J.ﬁ = I—dS T VoI 0= 2—2 mat do dién tich mat

4me,
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1
4me,

Ddi v4i phan bd duong: E = j&é = j %dl VoI A= ‘2—? : mat do dién tich duong
L L

2.2 Vecto cam ng tir B :
La dai luong dic trung cho trudng tir vé phuong dién tac dung luc.

Xuat phat tir dinh luat tuong tac giira hai phan tir dong dién:

(Ild—llxﬁo)

RZ

J::%Izmx

Ta nhén thay rang: dB = Z_Olldll—jRo
T

Chi phu thudc vao phan tir dong dién IldT1 sinh ra tir trudng va vi tri cua diém M tai d6
dit phan tir dong dién IZE ma khong phu thudc vao phan tir dong dién IZE. Va
vecto B dugce goi 14 vecto cam tmg tir do phén tir dong dién Ild—ll gdy ra tai diém M.

Theo thuc nghiém da chimg to, vecto cam tng tir ciing tuan theo nguyén 1y chong chat:
vecto cam ung tur B cua nhidu dong dién bang tong cic vecto cam tmg tir do timg

dong dién sinhra:B=B,+B, +..+B_ = Zéi
i1

do d6 tir truong ciia mot mach kin L ¢6 dong dién I chay qua dugc tinh bang cong thic:

B_ L, g) di Xf
4n{ R

Tir do, ta c6 tir lyc téc dung 1én yéu té dong 1, dl, : dF = 1,dl, xdB

Trong truong hop dong dién ¢ phan bb khdi (hoic phan bé duong) mdi dién tich

chuyén dong vach nén duong dong.

Vecto mat do dong dién: la lugng dién tich chay qua mét don vi dién tich dat vudng

goc vai cac duong dong sau mot don vi thoi gian.

Vecto mét do dong dién khéi: j = pv — yéu t6 dong trong phan bd khdi: jdV .
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Vecto mat o dong dién mat: i =cV — yéu t6 dong trong phan bd mit: ids.

Cong thur tinh B cho céac phan bd nhu sau:
A A A B Ko _j X Isé
Phan bo khoi: B = —I—3dV
4y, R
A Ao 5 Hg TX ﬁ
Phan bo mat: B=-—|—-dS
4ny R
D6 chinh 1a cong thuc Biot - Savart.
2.3 Dinh luat bao toan di¢n tich va phwong trinh lién tuc:
Mot trong nhiing dinh luat quan trong nhét cta dién dong luc hoc 1a dinh luat bao toan
dién tich vo1 ndi dung sau: Té)ng dai sb cac dién tich trong mdt hé co 1ap 1a khong doi.
bé xay dung dinh ludt bao toan di¢n tich dudi dang vi phan ta dua vao khai niém mat
d6 dong: j = pv
Trong d6 : V la van tdc cua dién tich diém ma mat do dién tich p duoc xac dinh.
Luong dién tich chdy qua mit kin S bao quanh thé tich V trong mot don vi thoi gian
bang thong luong cla vecto mat 46 dong j qua S. Mat khac, vi dién tich 13 bao toan

nén luong dién tich nay chinh bang bién thién cua Q sau mot don vi thoi gian. Nghia

= dO
i $jds=-22
pias=-"g

X _ ., dQ _d op
Ma = |pdV nén = =" |pdV = | ZdV
° ip dt dtip \J;ﬁt

Do do: (J.)Jd_S’:-j'%dV
S \4

Ap dung dinh luat Gauss toan hoc : @A.d_é = j divA.dV
S Vv

suy ra: a8 =—[Lav = [dividv =—[Lav (d' i @j.de
ﬁj] \-[at =>£ V] \J;at :>£ |VJ+at
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Cong thc trén ding véi moi thé tich V cho truéc, nén: divj + % =0 (*)

Phuong trinh (*) 12 phuong trinh lién tuc, biéu thi dinh luat bao toan dién tich.

2.4 Pinh luat Gauss cho dién trwong:
Thong lugng cua vecto cuong do dién truong E qua mot madt kin S ty 1€ voi téng dai
sd cac dién tich chira trong mit kin ay.

S
C_.SE.dS—gZQi

S

Néu phan b 1a lién tuc thi >Q = J'p.dv . Va &p dung dinh luat Gauss toan hoc cho
i \%

vé trai <_[> E.dS = _[divE.dv . Ta suy ra rang:
S \Y4

[ divE.dv :ijp.dv: I[dlvE——jdV 0
\V4 SOV \V4

Vi dang véi moi V nén : dive P -og=divE=F2

80 80
Y nghia: Cac dudng sirc dién xuat phat (hay tan cing) tai cac dién tich (hay nguyén
nhan sinh ra dién truong E 1a dién tich).
2.5 Pinh luat Gauss cho tir truwong:

Thong lugng cua vecto cam ung tu B qua mot mit kin bat ky bang khong.
$B.dS =0
S
Ap dung dinh luat Gauss toan hoc, ta co:

$B.dS = [divBdV =0

S A\
Vi ding v6i moi V nén divB =0
Y nghia: cac dudng suc tir 1a nhitng dudng cong khép kin hay trong thién nhién khong

ton tai tur tich.
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2.6 Pinh luat Faraday vé cam ng dién tir:
Xuit phat tir dinh luat Faraday vé cam tmg dién tir : Néu qua mat S duoc gidi han mot
khung day c6 sy bién thién cua tir thdng ¢ theo thoi gian thi trong khung diy dé s&
xuét hién mot suit dién dong cam ung.
_o%

ot
Suat dién dong cam mg duoc xem nhu luu thong cua vecto dién truong theo vong day

E =

dan. Tuc la; & = ch Edi

Vatir thong: ¢ = B.dS

Khi 6, ta c6: P E.di _9 [Bds
L at S

Ap dung dinh 1y Stoke cho vé tréi, ta c6: ¢ E.di = [ rotE.dS
L S
A A A A o . dfs—=_ OB
Néu mat lay tich phan khong phu thugc vao thi gian thi: — [B.dS = IE'dS
S
Vay suy ra ring: | rotE.dS = —I%‘D’TS — j[roté + 2B j,oTs -0
S S S

Vi mit S dugc chon bét ky nén: rotE = —%

Y nghia: Tir trudng bién ddi theo thai gian sinh ra dién truong xody phan bé trong
khong gian.

2.7 Pinh luat Ampere vé luu thong ciia vecto Cam @ng tir:
- Trong trudng hop dong dién khong doi, dinh luat dong toan phan duoc phét biéu nhu
sau:
Luu thong ctia vecto cam tng tr B doc theo chu tuyén L ty 1& véi tong dong dién

chdy qua mat S duogc gidi han boi L.
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$Bdi=p,> |,

L i
l; > 0 néu chiéu caa dong dién hop vai chiéu cua duong Iy tich phan theo quy tic dinh
6¢ thuan.
-Trong trudng hop dong dién chay qua dién tich S 1a lién tuc v6i mat do dongj, thi

dinh luat luu s6 Ampere: <j> B.di = HOIE.TS
L S

Ap dung dinh |y Stoke cho vé tréi, khi d6 ta co:
Iroté.TS = uojj.d—s = I(rotﬁ - uoj).TS =0
S S S

—

Vi mit S dugc chon tlly ¥, nén  rotB=p,_]
Cong thuc trén chi dung déi voi dong dién khong ddi, mat do dong dién dan 1a j . Dbi
fr 1a A 2., Op \ X . . Y \
voi dong khong doi thi x =0, tir phuong trinh lién tuc suy ra: divj=0. Diéu nay

chung t6 rang cac dudng dong din khong ddi khép kin, hodc di ra xa vo cung, chiing
khong ¢ diém bat dau hay diém két thac.

Dbi voi dong dién bién doi: diviz—%;éo (2.3). Ching to6 cac dudng dong dan
khong kin.

Ma a—p=§goolivé=o|iv SOE
ot ot ot

Thay vao (2.3), ta c6: div(] +g, %} =0
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Vecto ]tp goi 1 vecto mat do dong toan phan : ]tp =j+e °E Chung to duong dong
° ot

cua vecto ]tp khép kin. Vecto mat d6 dong toan phan gdm vecto mat d6 dong dan:

—

j=vE

Va vecto mat d6 dong dich: L =g, %

9e|Pﬁl

Dinh luat Ampere thanh dinh luat dong dién toan phan: q.j B.di= uoj{j
S

L

s

Y nghia: Sy bién thién cua dién trueong 1am xuat hién tir truong xody. T trudng Xody

Suy ra: rotB=p, (] +g, %j

duoc tao nén khdng chi boi dong dién dan ma con bai dong dién dich.

2.8 Hé phuwong trinh Maxwell trong chan khong:
Céc vecto dic trung cho trudng dién tir E , B tai mdi diém trong khéng gian va & mdi
thoi diém lién hé véi nhau va lién hé véi ngudn cua Truong theo nhitng quy luat xéac
dinh duoc phat biéu dudi dang toan hoc boi hé cac phuong trinh goi 1a hé phuong trinh

Maxwell — Lorentz:

Hé phuong trinh dudi dang vi phan: divE = £ (2.8.1)
80
divB=0 (2.8.2)
ot = -8 (2.8.3)
ot

rotB = MO(JH; %j (2.8.4)
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Hé phuong trinh dudi dang tich phén:

Phuong trinh (2.8.3) va (2.8.4) 1a hai dinh luat co ban cta Truong dién tu. Phuong
trinh (2.8.1) va (2.8.2) khdng phai 1 nhitng phuong trinh doc lap, chdng cé thé dan ra
tur hai phuong trinh (2.8.3) va (2.8.4).
Nghia la:
-Lay div hai vé phuong trinh (2.8.3), ta c6:

div(rotE) = -div(a—BJ =0=> 2divlq3 =0

ot ot

Cong thuc trén ching to divB khong phu thudc thoi gian, ching han tai thoi diém ban
dAu chua thanh 1ap truong B =0nén divB =0 thi thoi diém bit ky khi B=0 c6 gia
tri khac khong van luén cé: divB=0

-Lay div hai vé phuong trinh (2.8.4), ta c6:
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div(rotB) = di\{uo (j ‘e, %ﬂ

= divj + div(aoa—E
ot

=0

I}
~  \ v
I
o

= divj + Q(sodiv*

ot
- y N \ A J4 - ap e 8p
Mat khac, tir phuwong trinh lién tuc ta c6: divj+ x =0<divj= 2t

Tu d6 ta co: %(sodivﬁ —p)=0=> g,divE —p = const
O thoi diém ban dau khi chua c6 dién tich (p=0), chua c6 truong dién (E=0 nén
divE =0), hing s trén bing khong vay s& bang khong & bat c thoi diém nao:

&, diVE —p=0= divE = =

€o

2.9 Vecto cam wng dién D:
Cudng do dién truong E phu thugc vao tinh chit cia méi truong. (E ~ &)
Khi di qua mat phan cach cua hai méi truong thi E bién dbi dot ngdt. Su gidn doan
nay khong thuan tién ddi véi nhicu phép tinh vé dién trudng. Vi vay dé mo ta dién
truong, ngoai vecto cuong dd dién truong E nguoi ta con dung dai lugng vat 1y khac
khong phu thudc vao tinh chit moi trudng goi 13 vecto cam tng dién D.
Khi dat dién moi vao dién truong, dién moi bi phan cuc. mirc d phan cuc dién moi

dugc dac trung bdi vecto phan cuc dién P
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Vecto cam tmg dién D dugc dinh nghia: D = g,E+P

Dbi v6i moi trudng tuyén tinh, dang huéng hodc cudng d6 dién truong khéng qua 16n,

vecto phan cuc P ty 1€ v&i cuong do dién truong E: P= OLSOE

o : hé s6 cam dién cia moi truong.

Khi d6, vecto cam tmg dienD:D =g, (1+a)E=¢E ;e hé sé dién mdi cua moi truong.
2.10 Vecto cwong do tur truong H:

Néu ta di tir moi truong nay sang moi truong khac thi cung véi d6 tir thim p vecto

cam Ung tu B sé thay d6i dot ngodt. Vi 1& d6 ngoai vecto cam tmg tir nguoi ta con dua

ra vecto cuong do tur truong H.

Khi dat tor moi vao tr trudong, tr moi bi phan cyc. Mirc do phan cuc tor moi duge dac

trung bdi vecto phan cuc tur M. Vecto phan cuc tur xac dinh trang thai phan cuc tur tai

mdi diém cua tir moi, chinh 1a moment tir cua mot don vi thé tich moi bao quanh diém

do.

AM 13 moment tir cua tir moi thé tich AV.

Vecto cuong do tir truong duge dinh nghia nhu sau: H=—-M (A/m)
Ho

1, = 41107 (H/m): hang sé tir.
Dbi voi moi trudng tuyén tinh, dang hudng hoic cuong do truong tir khong qua 16n,

vecto phan cuc tor: M=y H ; %12 d0 cdm tir cua moi trudng.

Khi d6, cam ung tur: B= [T (1+ Ym ) H= ul:l ; i do tir tham cuia moi trudng .
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2.11 Hé phwrong trinh Maxwell trong méi truwdong vat chat:

L4y trung binh cac phuong trinh Maxwell — Lorentz dé thanh 1ap hé phuong trinh
Maxwell trong mdi truong vat chét; trong dé thay vi chi can hai vecto E va B thi ta
dwa thém vao hai vecto D va H.

Hé phuong trinh dudi dang vi phan:

rotH = j + D
ot
rotE = -8
ot
divB =0

divD =p

H¢ phuong trinh dudi dang tich phan:

- oB—
E.dl=-|—dS
L
$BdS=0
S
qSD.ES: deV
S \%

2.12 Piéu kién bién:
Céac thong sb dic trung cho tinh chat moi trudng €,,Y 1a nhitng ham s cua toa do.
Trong cing mdt moi trudng, chiing 13 nhimg ham lién tuc, khong cé nhitng diém nhay
vot .Tai mdt bién phan chia hai moéi truong chat khac nhau, cac dai lugng thay ddi dot
ngot kéo theo cac vecto dac trung cho truong dién tir E,D,B,H cling thay d6i nhay vot
tai mat bién. Cac diéu kién xac dinh trang thai cac vecto cia Truong di¢n tur tai mat

bién phan chia hai méi trudong khac nhau goi 1a diéu kién bién. Trang thai mét vecto tai
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bién hoan toan xac dinh néu xac dinh dugc quy luat bién d6i thanh phan phap tuyén va
thanh phan tiép tuyén ctia vecto nay tai bién.

2.12.1 Pidu kién bién cia B

oi truong 2 \ /

MOi truong 1

St Y (Hinh 2.1)

Xuat phat tir phuong trinh divB = 0.Diém khéo sat 1a diém M nim trén mit phan cach
hai moéi truong. Chon mat Gauss 1a mat tru chira diém M gém mat bén S, va hai day S,
va S, di nho dé co thé coi vecto truong khong dbi trén mdi day. Tir dinh ludt Gauss

cho tr truong ta co:

j BdS=0
Sp—0
J. EES = é2ﬁ282 = BZnSZ = BZnSo
Sy
[BdS=-BjiS, =-B,S =-B,S,
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Trong do, B,, va B, la thanh phin phap tuyén cia B & trong méi truomg 1 va & trong
moi truong 2.
Do d6, tir (**) ta c6: (B, —B,,)S, =0
Nén: By, =B,,
Vay khi qua mit phan cach hai méi trudong thanh phan phap tuyén cta vecto B bién
thién lién tuc.
Taco: B,=p,.H, va B, =p,.H,.
Suyra: B,, =u,.H,, va B, =p .H,,
Vi B,, =B,, nén p.H,, =, H, . Diéu nay chimg t6 thanh phan phap tuyén cta vecto
cuong do tur truong H bién thién khong lién tuc tai mat phan cach hai moi truong.
2.12.2 Diu kién bién cia D:
Xuét phat tir phuong trinh dinh luat Gauss cho dién truong: divD = p. Piém khao sat
M nam trén mat phan cach hai moéi trudong. Chon mat Gauss 1a hinh try chira diém M
gdm mit xung quanh va hai mat ddy. Lay tich phan hai vé theo thé tich
[divDdV =[pdV < $DdS=Q, < [DdS=[D.dS=[DdS=Q,
Y v S Sp S S
Khi h—=0 thi S,—=0, S;—=S, va S,—= S, thi:
[Bds=o0

Sp

Trong d6, Dy, Va Dy, 14 thanh phan phap tuyén ciia vecto cam tng dién D¢ trong moi
truong 1 va ¢ trong moi truong 2.

Suy ra: (D,, -D,,)S, = Qg
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Néu trong hai méi truong c6 dién tich phan bd khi Smél giita ching khong c6 phan bd
dién tich mat Qy—0 thi (D2n -D,,)S,=0<D,, =D,
Néu trén mat phan cach hai moi trudng c6 phan b dién tich mat trén dién tich S, tac 1a
Q=0 -So. Khi d6: (D,, -D,,)S, =06,.S, nén:

D2n - Dln = Oy
Vay vecto cam tng dién bién thién lién tuc khi khong c6 dién tich phan bd mat trén
mit phan cach hai moi trudng con vecto cam tng dién bién thién khong lién tyc khi co
dién tich phan bd mit trén mit phan cach hai moi truong.

2.12.3 Diéu kién bién cia E : L,

"""" A
R

Moi truong 1 S
Ly

Moi truona

(Hinh 2.2)

, - 0B _.. : .
Xuat phat tir phuong trinh rotk = o biém khdo sat M nam trén mat phan cach hai
moi truong. Chon mit S gidi han boi chu tuyén (L) 1a mot hinh chir nhat dat vudéng goc

VGi mit phan cach hai moi trudng: gom hai canh ddy 1a L;= L,= L va hai canh bén L.

Lay tich phan hai vé theo dién tich S: IrotE.?S =- I %d_S
S S

Theo dinh Ij Stokes cho vé trai: [rotEdS=$Edi= [Edi+ [Edi+ [Ed
S L L, L, Ly
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Goi N 1a vecto phép tuyén cia mit S, i 13 vecto phap tuyén ctia mat phan cach hai
mdi trudng, chon vecto tiép tuyén T sao cho (N, ﬁ,'T’) tao thanh mot tam dién thuan.

Khi L—=0thiL;—LvaL,—L:

Vi B lién tuc va gidi ndi trén mat S va khi L—0 thi [— j %d_s'j —0

S—0
Vataco: (E,; —E,;)L=0nén E, =E;
Diéu nay ching t6 thanh phan tiép tuyén cta vecto cudng do dién truong bién thién
lién tuc khi di qua mat phan cach hai moi truong.
2.12.4 Piéu kién bién cia H:

Xuét phat tir phwong trinh: rotH = ] + % Diém khao sat M nidm trén mit phan cach
hai méi trudng. Chon mit S gi¢i han boi chu tuyén (L) 1a mot hinh chit nhat dit vudng
goc v6i mit phan cach hai moi truong: gdm hai canh day 1a L= L,= L va hai canh bén
Lp.
Lay tich phan hai vé theo dién tich S: Irotﬁ.ﬁ = J. ]ES + j%d_S

S S S

Theo dinh 1y Stokes cho vé tréi: Irotl:l.ﬁ = (JSI:Id_i = I H.dl + I H.dl + I H.dl
S L L, Ly

L,

Khi L—=0thi L;—=L vaLlL,—=L:
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LZ
SR x .. (0D =
Vi D bién thién lién tuc trén mat S va L,—0, nén: J‘E.ds —0
S
Néu chi c6 phan b6 dong khéi trong hai méi trudng thi s& khong co phan bd dong dién

mat phan cach: I]d_s — 0.
S

Con trudng hop c¢6 phan bd dong dién mat trén mat phan cach véi mat d6 dong dién l1a
i

Khi S—0 thi cac dai lugng trén: Hor — Hyr = iy

Diéu nay chimg to thanh phan tiép tuyén cua vecto cudng do tir trudng bién thién
khong lién tuc qua mit phan cach hai méi trudng khi c6 phan bd dong dién mat trén

mat phan cach hai moi truong.

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 30

CHUONG 3: PIEN TRUONG TINH

3.1 Hé phwong trinh Maxwell mé ta dién trwong tinh:
Truong dién tinh 13 trudng ma cac yéu td truong (E, D, B, F|) khong thay d6i theo thoi
gian va khdng cd su chuyén dong cac dién tich, nghia 1a khong c6 dong dién - mat do
dong bang khéng.
Ttc 1a khi do: % =0; %—? =0 _j = 0. Hé phuong trinh duoc chia thanh hai nhém

doc 1ap, mdi nhém chi chira cac dai lugng lién quan dén truong tir hoic trudng dién.

ivE = P
MO ta dien truomg finh: ~ OWVE =
rotE =0
N .. D, -D, =0
Va véi cac diéu kign bien: " T
E2t =By

3.2 Thé vé hwéng cia dién trueong tinh:
Dién truong tinh 1a truong thé vi ¢ong cua luc dién treong thuc hién khi di chuyén mot
dién tich theo duong cong kin thi bang khdng. That vay:
Cong cua lyuc tinh dién khi dich chuyén mét don vi dién tich duong theo dudng cong
Kin L:
A= ch EdT(***)
L

Do truong ta xét 1a dién truong tinh dién nén: rotE =0

Ap dung dinh ly Stokes cho (***) ta c6: A = qS Edi= IrotE.E =0.
L S

a
L MaN NbM
Suyra: — Ea:-j Edi
MaN NbM
— [ Edi= [ Edi
MaN MbN
M
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Chung to rang céng cua luc dién truong khdng phu thudc vao dang duong di ma chi
phu thugc vao vi tri diém dau va diém cuébi.

Do d6, ta c6 thé dung ham vo huéng dé md ta dién truong tinh.

Vi rotE = Onén dit E =—grade. Va ¢ goi 1a thé vo huéng cua dién truong tinh, goi
tat la dién thé.

Ta c: E.di = —gradep.di

Ma :

— [O0p< Op= O - = =
radodl =| —</ i +—L j+—Lk |(dxi +dyj+dzk
grade (6x ViA J( yj +dzk)

— 00 op o
= gradedl = —dx +—dy+—dz =dop(X,V,z
grade rv Y y p o(X,Y,2)

Suy ra:
d(pz—Ed_i:>(p=—IEa+C

Ta thay dién thé ¢khoéng don tri, xac dinh them mét hang sé cong tly y C. Néu ta
chon trudc gia tri dién thé xac dinh tai mot diém nao d6 trong mién co dién trudng thi
khi 6 dién thé ¢ tit ca noi khac s& duoc xac dinh don gia. Viéc chon trudc gid tri cua
dién thé dan dén tinh don tri cuia ham dién thé goi 1a sy chuan hda thé.

Trong dién ky thuat, nguoi ta chon dién thé chuan bing khéng 1a & dat. Trong ly
thuyét, chon dién thé chuan bang khéng ¢ vo cing néu dién tich tao nén truong dién

phan bé trong mién khong gian hitu han.
Khi ¢, =0 thi ¢, = _[Eai. Cong thirc tinh dién thé tai diém A va ¢, bing cong
A

cua luc dién truong thuc hién khi di chuyén mot don vi dién tich duong tir A ra xa vo

cuc.
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Cong cua luc dién truong thyc hién khi di chuyén mot don vi dién tich duong tir A dén
. B_. B
BlaZJ.E J.d(p:>(pA Op = IEdl
A A
@, — @g: higu dién thé giita hai diém A va B c6 gia tri bang cong cua luc dién truong
khi di chuyén mot don vi dién tich duong tir A dén B.

Dién truong tinh gan véi dién tich q. Truong cua dién tich diém q d6i xing cau nén:

=41 L
Ane r
. Eqr--_9 Mdr_ g dr
4ne r®  4dner?
. o = tdr q
Va F)=[EdF =[S =
o(r) '! 47t8‘!.l’2 Amer

Néu hé gom n dién tich diém g1, Oz, Us,..., g, phan b trong mién gigi noi thi theo
nguyén ly chdng chat dién trudng tai diém M c6 toa do T la:
E=E,+E,+E,+..+E,

V6i E;E,;E;;...;E, 14 cudng do dién truong do gy, Gy, Ga,..., Gy Qay ra.

o]

Khi do: ¢(r) = I

r

"'—38

_[Edr+ [Edr+ [E g+ ..+ [E 07

pién thé cua hé n dién tich diém: o(F) = Z(p, () = iz %
i—1 4758 i=1 |
Tong quét: ¢(F) =—
g quat: o(F) = 4ﬁ82|r T
e = e 2 ZA
Vi T =Xi, +Yi, +Zi, : vecto vi tri xac dinh diém M. (r
T'=x"i, +y'l,+2'l,: vecto vi tri xéc dinh dién tich q;. ) F-7
r
Qi
[ R
y
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3.3 Phuong trinh Poisson va phwong trinh Laplace:
Xét trong mdi trudng dong chat thi do tham diéne =const. Khi dé tir phuong trinh
Maxwell: divD=p (3.3.1)

Thay D = ¢E va E = —grade vao (3.3.1), ta c6: div(sgrade) = —p = div(grade) = — 2
S

Hay Ap= P (3.3.2) : phuong trinh Poisson.
€

Vi A la toan tor Laplace
-Néu dién tich phan bé trong thé tich V véi mat @6 p(f') thi khi d6 dién thé tai vi tri M

1 p(rHdr’ ; trong d6 dr'=dV'=dx'dy'dz’

cOtoadd T la: () = ——
Aned, [F—7|

That vay:

Ta tim nghiém cua phuong trinh Poisson. Gia St ring nghiém cua phuong trinh

Poisson trén c6 dang nhu sau: o(T) = IG(?,T')p(T Ndv! (3.3.3)

\Y
Trong d6, T 12 ban kinh vecto diém khao sat va T' 1a ban kinh vecto nguyén té dién
tich p(F)dV"

Thay (3.3.3) véo (3.3.2) ta duoc: | AG(E, T)pP)av =— 2N (334
ted
\Y)

Tir phuong trinh trén ta sir dung ham delta Dirac, rat ra dugce phuong trinh vi phan ddi

3(% - T)
€

véi ham G(F,T'): AG(L,T) = - (3.3.5)

Ham G (F,T’) duoc goi 1a ham Green cua phuong trinh Poisson ddi véi khéng gian
dong tinh va dang hudng. So sanh (3.3.2) va (3.3.5), ta thay ham Green G (F,T')co y
nghia 1a dién thé tai diém T cua mdt dién tich diém c6 d6 16n bang mot don vi dién

tich dat tai 1",
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Gia sir T'1a vecto €6 dinh, dong thoi dat R=|7 —7'|thi ham 8(F —T") c¢ tinh d6i xtng
cau ddi voi bién s R. Do d6, ham Green G (F,T") ciing c6 tinh d6i xtng cau. Vi vay

1 d?
R dR®

Nghiém cua (3.3.6) c6 dang: G(R) =C, + % (3.3.7)

khi R=0 thi (3.3.5) viét lai nhu sau: AG =

(RG)=0 (3.3.6)

Diéu kién G(R= o) = 0, suy ra C,= 0. Khi d6, nghiém cua phuong trinh s& Ia:
G(R) = % (3.3.8)

Ham G (F,T') c6 y nghia 1a dién thé tai diém T cua mot dién tich diém don vi dat tai

diém T'. Dién trudong cua dién tich d6 tai moi diém cach né mot khoang R c6 gia tri
bing: E =|grade| =—§ (3.3.9)
Pién thdng ¢. goi qua mat cau ban kinh R va tam 14 diém dat dién tich don vi. Tu
, 1
(3.31)tacd: ¢ =— (3.3.10)
€
Mat khac, dién thdng ¢ con duoc tinh theo (9): ¢, =4nC,  (3.3.11)

Tu (3.3.10) va (3.3.11),suy ra: C, = 1
4ne

T (3.3.8) suy ra: G(R) -1 (3.3.12)
dneR
Thay (3.3.12) Va0 (3.3.3): o) = j f)dV'
I‘
V

-Néu hé¢ dién tich phan bé lién tuc theo mat S thi:
1 | S(F)dS'
47e |

¢(¥) =

|f f'| trong d6: dS’ 1a vi phan mat theo toa do 7',
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CHUONG 4: TU TRUONG DUNG
4.1 H¢ phwong trinh Maxwell mo ta tir trwong dirng:
Tir truong dimg 13 trudng tir gy boi dong dién khong d6i theo thoi gian, véi cac dai
lwong dic trung cho truong nhu j,B,H khong thay doi theo thoi gian.
Hé phuong trinh mo ta truong tir dung:  rotH=j (4.1)
divB=0 (4.2)

V6i moi truong ddng nhét, ddng huéng tuyén tinh thi : B = pH

Y . .« A ~ A o n , . . . B — B
Dbiéu kién bién trén bé mat phan cach hai méi truong: { 1n HZ“ _
ot —Hy =1y

Vai iy la mat @6 dong dién mat chay trén mat phan cach hai moi truong.

4.2 Khao sat tir truong dirng dung thé vecto' A :

4.2.1 Thé vecto A

O mién khong c6 dong dién thi ta c6 : rotH =0 nén ta c6 thé biéu dién truong tir qua
thé v6 hudng. Nhung khi khao st mién c6 dong dién thi: rotH = j =0 nén ta khong
thé biéu dién truong tir qua thé vo hudng. Do d6, ngudi ta thudng khao sat truong tir
dirng qua mot dai lwong trung gian khéac goi 1a thé vecto A ma ta cd thé khao sat dugc
& mién c6 dong dién ciing nhu khong c6 dong dién.
Déi véi truong tir ding , tir phuong trinh (4.2): divB =0 nén ta dit : B=rotA (4.3)
voi A goi la thé vecto cua truong tir. Tir A ta tim dwoc B qua dao ham nén A khong
xac dinh don gia.
Néu dat: A'=A+grady (4.4) véi yla ham vo hudng bat ky phu thudc vao toa do
khéng gian. Lay “rot” hai vé phuong trinh (4.4), ta c6:

rotA' = rotA + rot(grady) = rotA' = rotA
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Vi theo giai tich vecto thi rot(grady)=0. Ta thay rang, A' cling mé ta truong tir
gidng nhu 1a A va vi ham  1a ham bat ky nén theo (4.4) c¢6 v sb vecto A' sai khac
voi A mot ham. Vay vecto A xéac dinh theo (4.3) 1a khong don tri. Do tinh khong don
tri, nguoi ta chon thé vecto A théa mén thém diéu kién phu nao d6. Di véi truong tir
dimg thi ngudi ta chon didu kién 1a: divA = 0. Véi diéu kién nhu vay thi thé vecto A
s& duoc xac dinh 1a duy nhat.

4.2.2 Phuong trinh Poisson- Phuong trinh Laplace:
Gia sir dbi voi moi trudng dong nhat, dang hudng tuyén tinh thi d6 tir tham p = const
va B=pH
Ta co: rotB = rot(pl:l) = rotB = protH
Mt khéc tir (4.1): rotH = j nén rotB = pu.rotH = p.j (4.5)
Thay B =rotA vao (4.5), ta c6: rot(rotA) = pj
Theo giai tich vecto thi: rot(rotA) = grad(divA) — AA = AA = —rot(rotA) = —pj
(vi divA=0)
Vay: AA=—pj (4.6): phuong trinh Poisson cua thé vecto.

AA=AAT +AA T, +AA

Trong hé toa d6 Decartes thi:< . _ nén tir (4.6) ta co thé viét
)=k +Jy|y+Jz|z

A'A‘x = _Hjx
lai thanh 3 phuong trinh thanh phan nhu sau: AA, =-j,
AA, =—1j,

O noi khong c6 dong dién (j =0) thi AA = 0: phuong trinh Laplace cua thé vecto.

4.2.3 Nghiém A ciia phuong trinh Poisson — phwong trinh Laplace:
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Xét trong mdi trudng ddng nhat vo han thi p=const moi noi. Bé tim nghiém A cua
phuong trinh Poisson AA =—pj trong truong hop dong dan phan bé véi mat do khoi
] trong thé tich hitu han V’, ta van dung sy twong tu nhu véi dién trudng tinh ta co

nghiém ¢(F) cua phuong trinh Poisson cua thé vé huéng: Ae = P Tudota cling dé
€

dang suy ra rang:

(Hinh 4.1)

Tu d6 suy ra:

Q) jJ(r)dV (4.7)
F—T

Véi T : vecto vi tri xac dinh diém tai d6 can tinh truong.

T': vecto vi tri xac dinh vi tri caa dV’(diém ngudn).

R=TY—T": vecto vi tri xac dinh khoang céch giita diém ngudn va diém can tinh
truong.
Va A(f=0)=0.

Ta c6 thé tinh B néu ta lay “rotA>:

u J(r)dV J(r)dV '3 J()
rotA(F) = rot rot = dV'rot| —=
(F)=rot(,— j rot( J NETEe J -
Ta co:
Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 38

J(F) 1) = 1 =
rot| —= |=grad| — |x j+—.rotj(F

(R} g (Rjj - i(F)
Vi “rot” 14y theo toa d¢ diém tinh truong X, y, z con j chi phu thudc toa do diém
nguon x’, y’, z’ nén  rotj(f’)=0.

S

ly

grad

Thay R=|f -7 = \/(x —x')2 +(y—y')2 +(z —z')2 vao grad[%j , ta thu duoc:

1 R
rad| = |=——
o |-

Suy ra: rot(%]:_Rxl(r): i(r)xR

R® R®
Vay:
B(F) = rotA(7) = - J. Mdv (4.8)
4ry. R

-Dbi voi dong kin L c6 dong dién | chay trong mach véi day dan rat manh c6 kich
thudce tiét dién ngang rt nho so véi khoang téi diém tinh trueong. Ta goi dé 1a dong

dién day. Moi truong xung quanh c6 pL=Cconst moi noi.

(Hinh 4.2)
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Déi véi yéu td dong vo cing bé, ta co: j.dV'=jSdl' (4.9)
( trong d6 S la dién tich tiét dién ngang).

Khi day dan rdt manh thi j//dI', (4.9) dwoc viét lai:
jdv'=jsdl'= jdv'=1dl’

Vay (4.7), (4.8) duoc viét lai:

-l dl’
A(M) =—
M) 4n9f|r_r|
_ - ul cdI'xR
B(r)=—
") 471?!5 R®
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PHAN HAI: BAlI TAP VA CAC PHUONG PHAP GIAL.
CHUONG 1: PIEN TRUONG TiNH.

Dang 1: Ap dung nguyén ly chéng chét dién truwong — Xac dinh vecto cwong dd
dién truong.
Bai 1: Mot day dan manh thang dai vo han, tich dién déu voi mat do dai .
Tinh dién truong cach day dan mot doan h.
Giai:
Trén soi day dan ta lay mot doan vi phan dl du nho xem nhu dién tich diém, gay ra tai
diém M cach day din mét doan h dién truong 1a dE. Ta chiéu dE 1én hai phuong
vuong goéc Ox va Qy.

Tacé: dE =dE, +dE,

dg

Do tinh d6i xing nén céc thanh phan theo

phuong Ox triét tiéu 1an nhau, chi con lai
cac thanh phan theo phuong Oy.

Khi 6, gia tri cudng do dién truong do phan

+ + + +++ +
0
\
R
N

tir dl cua soi day gay ra tai M |a: Hinh 1.1
g L
dne 1

Cuong do dién truong do soi day dan dai vo han gay ra tai M Ia:

+00

i i A Fcosodl A F cosa
E= | dE, =| dE.cosa = = d (1.1
_'[o g _-[o * nao_'[o r? 47180_'[0(h2+lz) a5
, | 1
Taco: tgoo=—=Il=htga=dl=h.——da (1.2)
h cos“a

Thay (1.2) vao (1.1), ta duoc:
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E_ A 1? h 1 h da
4n8,%(h2+h2tg20c)',fh2+h2tg2a'Coszoc
% 7
E-= A f h” 7 12 do = A fCOSa.doc
4me —%[h2(1+tgza)] 2 COS“aL 4meh =
E_ A
2meh

Bai 2: Tinh cwong d6 dién truong tai M, trén truc cia mot dia tron ban kinh a, tich dién
déu véi dién tich g. M cach tam mot khoang h, hé dat trong chan khong.

Giai:

Xét trudng hop dia mang dién duong. Gia st trén dia, dién tich duoc phan bé lién tuc

véi mat o dién mat khong déi 13 o = —
Tia

Ta chia dia tron thanh nhitng dién tich v6 cung nho, gigi han bai cac vong tron tam O
ban kinh r va r + dr va bai hai ban kinh hop véi truc cuc OX céac géc ¢ va ¢+do.
Dién tich dS va dién tich dq lan luot c6 gia tri:
dS=rde.dr va dg=0.dS= o.rdr.do

Do dq duoc xem nhur 13 dién tich diém nén

vecto cuong do dién treong do nd gay ra tai
M cé phuong chiéu nhu hinh (1.2).
1 dq_ 1 ordrde

dE, =
' 4ne, R* 4ng, R?

Hinh 1.2

Trong d6: R* =h? +r?
Vi li do ddi xtng nén vecto cuong do dién truong tai M chi ¢ cac thanh phan theo
phuong doc theo truc cua dia. Va dE; = dE,.

Vecto cudng do dién truong tong hop dE = dE, +dE,

Chiéu dE Ién truc OM, ta c6: dE = 2.dE,.cosa
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Ma cosa = E
R

2 ohrdrdp oh rdrde
Ame R® 2me, (hz +r2)%

Thay dE; va cosa vao dE, ta c6: dE =

Theo nguyén Iy chdng chat dién truong, vecto cudng do dién trudong do toan bo dia
tron gay ra tai M huéng theo truc OM (vi moi dE déu huéng theo truc OM) 1a:

ch t rdr 7 chr 1 a
E:2n8 '!.(r2+h2)%'([d(p2ngo[\/r2+h2j

o

0

E—G_h[l_ 1 ]— © 1-— 1
280 h Jh? +a? 280 ,1+a%2

Bai 3: Bén trong qua cau tich dién déu vai mat do dién tich khdi cd mét 16 tréng tron,

tam cua 16 tréng cach tdm cua qua cau mot khoang a. Tim vecto dién truong bén trong
13, trong qua cau, ngoai qua cau. Céc ban kinh cua qua cau va l5 lAR varr.

Giai:

a/ Chon mat Gauss la mat cau(Oy, T,) . Pién truong do qua cau tam O gay ra tai M co

—_—

L =0,M
4/ 3
p.%a T,
E,.4nr? :@: g =P or
€, 3¢,
— p .
=E =—I
1 380 1

Hinh 1.3
Chon mat Gauss la mit cau (O, T,) .Dién truong do qua cau tdm O, (xem nhu héc

duoc lap day dién tich) gay ra tai M ¢6 T, =0,M
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4 3
p. /g -
E,.4nt; :%: E, 2572 —E, zirz

Theo nguyén ly chong chét dién trudng, ta co cudng d6 dién trudng bén trong hoc :

N

E-E,E,=LP (77

2:38 1 ):L(W_OzM):Lolozzia

3e, 3e 3,

o]
Vi 14 vecto ban kinh tir tdm qua cau dén tam cua héc.
b/ Tuong ty nhu cach lam cau trén, ta co6

Pién truong do qua cau thm O, gy ratai Nc6 T'=O,N

4 13
p.4. mr .
SRS L

0
Dién truong do qua cau tam O, (xem nhu 15 trong dugc lap day dién tich) gay ra tai N

cor',=0,N

4 3 -

P- TTr 3 - 3(7'—3

E'2.4nr'§:/L:E'Zzﬂilzjgzzﬂ( 1 3)
€

80 38o r 2 0

r,—a

w

Viy cudng d6 dién truong bén trong qua cdu nhung ngoai héc:

o
IO I L)
3¢ 3e, |?'l_a|

0

¢/ Dién trudng do qua cAu tam O, gay ra tai P (P ndm ngoai qua ciu) c6 F*=0O,P

1~ %2 1 o 3
3e, ] 3¢, (rl)

4 3 —

p.75.mR 3 R 3

E;.4nr? = —A g PR g PROE
80

Pién truong do qua cau thm O, (xem nhu 15 tréng duoc lap day dién tich) gay ra tai P

co T, =0,P.
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Dang 2: Ap dung dinh luat Gauss cho bai toan déi xirng tru, doi xing cau, doi
xng phang,... —xac dinh vecto cwdong do dién truwong,dién thé,...
Bai 1: Xac dinh vecto dién truong cua :
e Mit phang v6 han, tich dién déu v&i mat do dién mito.
e Mait tru tron dai vo han, ban kinh a, mat dg dién dai la y .
e Mit cau tich dién déu, ban kinh a, dién tich q.
e Qua cau tich dién déu, ban kinh a, mat d¢ dién tich khbi la p.
Giai:
a/ Gia stir mat phang vo han tich dién duong, c6 mat do dién matla o.
Chon mat Gauss 1a mit tru kin ¢ hai day song song bang nhau cach déu mat phing, cé
cac duong sinh vudng goc vaoi mit phang.

Theo dinh nghia thong lugng cam tmg dién

e

qua mat tru kin bang:

6,= [BdS= [ Dds+ | Das L e,

tru 2day mat bén ) )

(v6i Dy : hinh chiéu cia D trén phép tuyén i ).

Tai mdi diém cua mat bén D, = 0, tai moi diém \i{
trén hai day D, = D = const. Vi vay: D
Hinh 1.4

| D,ds=D [ ds=2D.AS

2day 2 day

Theo dinh ly Oxtrogratxki — Gauss:
(I)e=2.D.AS=G.AS:>D:§ Vi E=

b/ Gia sir mat tru tron dai vo han tich dién duong, ban kinh a, mat do dién dai la y .
Chon mit Gauss 1a mit tru tron kin déng truc véi véi mat tru tron tich dién ¢ ban kinh
r > a. ¢6 hai day song song va vudng goc voi truc cach nhau mot khoang I, cé cac

duong sinh song song vai truc.
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Thong lugng cam tng dién gri qua mat tru kin:

¢.= ¢ DdS= [ D,.ds+ [ D,ds

mat tru 2day mat bén
Tai mdi diém cta mat bén thi D, = D = const, tai moi diém cua hai day thi D, = 0 (f)

vudng géc véi fi). Dodé: ¢, = [ D,.dS=D.2nrl

mat bén

Theo dinh Iy Oxtrogratxki — Gauss: ¢, = D.2nrl=y.l= D= X

2mr

Va: Ezgzi:ﬂ?: XZT
e 2mer 2mer

¢/ Gia sir mit cau tich dién déu mang dién duong, dién tich g, ban kinh a.

Chon mit Gauss 1a mat cau kin dong tdm véi mit ciu mang dién duong tich dién déu.
Véi cach 1am tuong ty bang cach dung dinh ly Oxtrogratxki — Gauss, ta xét cudng do
dién truong do mit cau gay ra tai diém M bat ky ¢ khoang cach r tinh tir tim mit cau
dén diém can xét:

+0<r<a: E4nr*=0=E, =0

+a<r: E,.4nr? L PN E,
€

9 _E a9 7

- Anier? 2" Amer®

d/ Gia sir qua cau tich dién duong, mat do dién tich khéi 1a p, ban kinh a.

Chon mat Gauss 1a mit cau kin dong tdm véi qua cau mang dién duong. Cuong do
dién truong do qua cau gay ra tai diém M bat ky.

—

4/ .3
) p. T -
+Veoi0<r<a: E1.4nr2=/L:>E =p—r:>E1=—.

€ '3 3e
4 3
] p. .Tta 3 ~ 3
+Véia<r: E,.4nr? =/3—:> E, =&2:> E, =ﬂsf.
€ 3er 3er

Bai 2: Trong trang thai can bang, mot 16p vo dan dién hinh cau, ban kinh trong 12 a,

ban kinh ngoai 1a b, c6 mot dién tich dugc gitt ¢6 dinh & tam va mot mat do dién tich o
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phan bd déu ¢ mat ngoai. Hay tim dién trudng cho tit ca cac gia tri cua r va dién tich
ctia mit trong 16p dan do.

Giai

Theo d¢, 16p vo din dién hinh cau dang & trang thai can bing tinh dién nén toan bo
dién tich trén bé mat bén trong cua I6p dan dién phai bang —q.

Pé tim dién trudng cho tt ca cac gia tri cua r thi ta 4p dung dinh ly Oxtrogratxki —

Gauss. Chon mat Gauss la mat cau kin dong tam 16p vo dan dién.

+Voi0<r<a E1.4nr2=q:>E1=i2:>E1— g

4 _4 3F' ‘
+Véia<r<b: E,4mr’ =0=E, =0. '.."

c.41b° £ _Gb2 E _sz_r.
e T gr T Hinh 1.5

+Vésib<r: E,4nr’ =

Bai 3: Khoang khong gian giira hai hinh ciu déng tim c6 ban kinh R; va R, (R; < R,)

dugc tich dién voi mat do dién khdi 1a p = % Tim dién tich toan phan q, thé dién va
r

cuong do dién truong trong cac mién cta r. Xét trudng hop giéi han , & day coi
q = const.
Giai:

+ Mat do dién tich chi phu thudc vao ban kinh r nén dién tich toan phan:

R, R, R,
q= ~fpdV = j p.4mridr = I %.4nr2dr =(= I a.4ndr = 4mour Ej =4no(R,-R,)
\Y/ Ry R, Ry

Vay q=4na(R,-R,) (C).

Chon mit Gauss la cac mat cau dong tm vai hinh cau. Ap dung dinh ly Oxtrogratxki —
Gauss.
+O<r<R1:E1:O.

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 48

Ip.4nr2dr . -
+ R <r<Ry E2_4nr2:Rl—:>E2:a(r_2 1): C|(I’— 1) .
g, g, 4n(R,—R,)e,r
. 2 q
+R2<r. E3.4Tfr :q:>E3:W

Dién thé trong cac mién tuong tng: (chon thé () =0)

+0<r<R;
R R © R ©
: ¢ { q 1 R q dr
= |Ed E.d E.dr = —_1|d -
o= [Ears [ Jear= [ oo for [
q e R g 1
= I R I =
" 4n80(R2—R1)£nr|R1+ r RJ 4ne, Tlg,
0, = g |n&+R1(R1_R2) P
4me, (R, —-R)\ R, RR, 4ne R,
q

dite 1

0, = g 1—&+In RZ)

4ne, (R, -R,) r r
+R,<r

% Toq dr q 17 g
3 '! ’ '!47‘580 r? dne, r|,  4mer
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Dang 3: Ap dung phuwong phap anh dién dé xac dinh cac yéu té trong dién truong.
Khi cac dién tich dit gan bién gigi hai hay nhiéu méi trudng khac nhau, trén bién gigi
s& xuat hién cac dién tich cam tng néu d6 1a bién gisi cua hai méi truong dién moi —
vat dan hoic cac dién tich phan cuc néu d6 1a méi truong cac dién mdi khac nhau.
Bing cach thay hai hay nhiéu méi truong khac nhau bang mot moi truong dong nht;
ddng thoi dua thém vao moéi truong doéng nhat nhing dién tich mai sao cho cling Voi
dién tich ban dau bao dam cac diéu kién bién nhu trude. D6 1a ndi dung ciia phuong
phap anh dién.Viéc dua thém céc dién tich vao lién quan téi dién tich ban dau theo mot
quy luat nao dé nén duogc goi la dién tich anh.
Do tinh chat duy nhat cua nghiém phuong trinh cua tredng nghiém cua bai toan thay
thé cing 1a nghiém ciia bai toan ban dau can tim vi diéu kién bién van nhu cii.

< N@i dung dinh ly vé tinh duy nhat nghiém cac phwong trinh Maxwell.
Céc nghiém E,H nhan duoc khi giai cac phuong trinh Maxwell ddi véi diéu kién ban
dau va diéu kién bién xac dinh 1a duy nhat.
+ Diéu kién ban dau: Tai thoi diém ban dau t = 0 c4c vecto dic trung cho trudng
E(X,Y,z,t=0),H(X,y,z,t=0) dugc xac dinh duy nhét tai moi diém P (x, y, z) trong
mién c6 thé tich V c6 truong dién tu.
+ Diéu kién bién: Trén bién S — mit kin bao thé tich V — thanh phan tiép tuyén cua
vecto E(S,t)va thanh phin tiép tuyén cua vecto H(S,t)duoc xac dinh duy nhat trong

khoang thoi gian khao sat truong.

Giai sir cO hai nghiém khéac nhau ctia phuong trinh Maxwell El,ﬁl va I?Z,Ijl2 thoa

man diéu kién ban dau va diéu kién bién trén.

Ap dung nguyén ly chéng truong: ;3 B EI:Il _ilz (1.3) ciing 1a nghiém cua phuong
3~ th

trinh Maxwell nhung véi diéu kién ban dau va diéu kién bién khac trudc.
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Thay vao (1.3): E,(S,t)=0 va H, (S,t)=0
Vay chi c6 thanh phan phap tuyén cua E,, H, trén bién S. Do dé:

@(ngﬂ3)d§:<j>l5d§:0(l.4) véi P =(ExH): vecto Pointing (vecto mat do dong
S S

cong suat).
Ma —qS PdS = j]Esdv +W o 15
S \Y at
Cong suat tiéu tan: P, = j]Ede = JyEng: 1a dai lugng dwong hay bang khong. Do
\Y4 \Y

W . . a2 3
do, tr (1.5) suyra aa—t phai am hay bang khong. Nhung thoi diém ban dau, nang lugng

dién truong bang khong ma ning luong khdng thé &m nén né van giit nguyén bang
khong ban dau. Vi vay, E,,H,bing khong tai moi thoi didm va bat ctr diém nao trong
mién V. Tu (1.3), suy ra El = Ez va I:I1 = I:I2 cac nghiém trung nhau. Vay phuong
trinh Maxwell c6 nghiém duy nhat ¢ng voi diéu Kién ban dau va diéu kién bién xéac
dinh.

Bai 1: Mot dién tich diém q dat tai diém A cach mit phang phan chia hai méi truong
dién mdi vo han mot khoang a, hang s6 dién moi clia cac moi truong la &, va ¢,. Tim
dién thé ¢ va luc tic dung 1én dién tich q.

Giai:
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Muén xac dinh dién truong trong moi trudng thi nhat, ta dwa vao dién tich anh g, doi
xung véi dién tich g qua mat phan chia hai méi truong, ca hai dién tich q va g, déu
cling nam trong moi truong cd do tham dién 1a g,. Khi do, tai diém M bat ky trén mat
phan cach hai méi trudng thi thanh phan tiép tuyén cua vecto cudng d6 dién truong va

thanh phan phap tuyén vecto cam tng dién lan luot 1a:

E,, =Ecosa+E,cosa = at q12 cosa
Ame r

D,, = Dsina—Dlsinoc:(q_qzljsina
4nr

Muén xac dinh cuong do dién truong trong méi truong thi hai, ta thay dién tich g va g,
bang dién tich g, dat tai q, moi trudng c6 do tham dién 1a &, . Khi 6, tai diém M bat ky
trén mat phan cach hai méi treong thi thanh phan tiép tuyén cua vecto cuong do dién

truong va thanh phan phap tuyén vecto cam tmg dién lan luot 1a:

E,, =E,cosa = LZCOSOL
4me r

D,, =D,sina = Lzsinoc
4mr

Khi c6 su xuat hién céc dién tich anh thi van phai dam bao cac diéu kién bién:

=979 _92 (1)

1 82

E,=E

1t — Eot

Dln = D2n =0-Q,=0q, (17)
Giai h¢ phuong trinh (1.6) va (1.7), ta duoc:

€ —&, 2¢,
2

q, =

g +&, g t¢g,

Khi d6, dién thé trong mdi truong c6 do tham dién e, :

4% _ 9 . (e,-2,)9 _(14_ € 7% J 9

dre,r  Amer,  Amer  4me (e +e,)n (r r(e +e,) |Ane,

0,

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 52

(v6i T, 12 vecto tir dién tich anh g; dén diém can tinh thé).
Pién thé trong mdi truong co do tham dién ¢, :
9, __ 289 _ q

- Ae,r  dme, (g, +,)r  2m(g, +e,)r
L 1Y ed [ Jop)

\ \

0,

\

&

]
]
|
)
|
& vy _
v E E
)
17

’
’

Luc tac dung 1én dién tich q: ,
) ' Hinh 1.6
q9, _ (81 _Sz)q @0

B 4re,(28)° (e, +e,)16ma’,

Bai 2: Khi mot dam mdy bay qua mot diém nao do trén
mat dat, mot dién trudng hudng thang ding E = 1000V/m
duogc ghi lai & chd nay. Pay ciia ddm may c6 chiéu cao

d=300m tinh tir mat dat va dinh ctia ddm may c6 chiéu cao

d = 300m tinh tir day cua no. Gia sir ddm may trung hoa T T T T T T T
vé dién nhung c6 sy phan bé dién tich: mot dién tich +q o)

¢ dinh cua n6 va mot dién tich —q ¢ day cua n6. Hay ude lugng do Ion caa dién tich va
lyc dién tir bén ngoai ( hudng va do 1on) tac dung 1én dam may. Co thé gia thiét rang
khong co cac dién tich khac & trong khi quyén ngoai cac dién tich trén dam may.

Giai:

Chung ta sir dung phuong phap anh dién véi mat dat chinh

la mat phang dan. Khi do, cac dién tich anh dugc dat ddi xting

qua mat phang dan.Khi d6, cuong do dién truong tai O:
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.. a4 g _ 3
- 2 2 2 2
4TCSOd 47'[?80 (Zd) 87’[80d d
2 -12 4 112
—q-= 8n8§d E _ 871.8,86.103 .9.10".10 _6,67.10(C) ;

Luc dién tir bén ngoai tac dung vao dam may ( lyc do cac 7 /40
dién tich anh tac dung Ién dam may). d T

. o ) o . o ) o
2 2 2 2 d
4ne,(3d)" 4me,(2d)”  4me,(3d)”  4me, (4d)
2 -9

G (g_;_ 1 j__ 13 ¢* 13 (6,67.10)
4ne, d? 144 4re 02 144 47.8,86.10 2.9.10"

F=-4,008.103(N)

Hinh 1.7

Luc nay dong vai tro 1a lyc hut.

Bai 3: Mot dién tich diém g nim cach tdm qua cau dan dién ndi dat ban kinh R mét
khoang d. Xac dinh dién thé cua hé bang phuong phap anh. Biét ring dién tich va qua
cau cling nam trong mdi truong ddng nhat co6 d6 tham dién 12 € = const.

Giai:

®q

v

Hinh 1.8
Do qua cau dan dién ndi dat nén thé trén qua cau va bén trong qua cau bang khéng.
Muén xac dinh cuong do dién truong hay thé dién bén ngodi qua cau thi ta can xac
dinh do 16n va vi tri cua dién tich anh q’. Do tinh d4i x&ing cta bai toan nén dién tich
anh nam trén duong thang ndi tam cua qua cau dan vai dién tich q.

Goi d’ 1a khoang céch tir tdm cuia qua cau dan t6i q°.
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Ta co:
o 4na(g+d')+4na(g+d) :0: (Ri'd')+(Rid) )
u = 4n8(g'—d')+4ns(g—R) =0 (Rq—ld')+(df{R) =0
=q'=—q
d

2

Vi tri dién tich anh q’ cach tim qua cau dan: d' = RF

Vay dién thé bén ngoai qua ciu din dién néi dat: o= ——+-_9 9 (E_EJ
Amer  Amer'  4me\r dr'

Véir var lan luot 1a khoang céch tir dién tich q va q° dén diém ta can xét.

Bai 4: Hai dién tich bing nhau +Q duoc dit cach nhau mot khoang cach 1a 2d. Mot qua
cau dan dién ndi dat duoc dat gitra ching. Ban kinh cua qua ciu phai 13 bao nhiéu dé
hai dién tich nay sinh ra lyc tong hop bang khong? Luc tac dung Ién timg dién tich la
bao nhiéu néu qua cau d6 dugc tich dién dén dién thé V?
Giai:
Str dung phuwong phap anh dién dé tim cac dién tich anh.
Do qua cau dan dién duoc ndi dat nén dién thé trén qua cau va bén trong qua ciu bing
khéng. Ta xét ting dién tich khi d6 twong ty nhu truong hop mot dién tich Q nam cach
tam mot qua cau dan dién néi dat mot khoang 1a d. Goi R 1a ban kinh cua qua cau dan
dién néi dat.
g $.9.9 9
NG
2d
Hinh 1.9

Khi d6, do 16n va vi tri caa dién tich anh lan luot Ia:

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 55

RZ
"

Cac dién tich anh c6 cung d6 lén va cing duoc dat ¢ hai phia cia tm qua cau, céch

._ R .
Q=50 d

2
tdm qua cau clng mot khoang 1a d' = RF
Déi vai mbi dién tich +Q , ngoai luc day tinh dién cua dién tich +Q di cho con c6 luc
hut do cac dién tich anh. Theo d¢, dé hai dién tich nay sinh ra luc tong hop bang khong
thi:

¢ 9 o _ 1 R B
4me(2d)’  4ne(d—d')’  Ame(d+d’)’  4d° [d_szz (d+R2jz
d d

4 8
:%:Z—T 1+3(BJ +5(5j + ... zz—sszg
4d d d d d 8

Khi qua cau dugc tich dién dén dién thé V thi dién thé ngoai qua cau ldc nay Ia:

. VR vd
=T T e voi r la khoang cach gitra diém can xét véi tam qua cau.
r r
Suy ra: E=—grad I_—%:) E_V_d
e ? or 8r’
Luc tac dung Ién tung dién tich c6 d6 lon:F=Q.E = Q8V2d
r
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Dang 4: Ap dung giai phwong trinh Poisson — Laplace cho cac bai toin cé tinh ddi
xieng tru, d6i xieng cau véi phan bé dién tich khdi dé khao sat dién truong tinh.
Bai 1: Pién tich phan b déu véi mat do khdi p trong mot hinh cu ban kinh a, tm tai
géc toa do. Tim thé dién, cuong do dién truong bén trong va bén ngoai hinh cau. Giai
bang phuong trinh Poisson — Laplace.

Giai:

Laplace trong hé toa d6 cau c6 dang:

1 2 . O 1 o(. .0 1 0°
A=————1"8IN0— |+ ———|SINO— [+ 55—
resino or or) re°sin oo 09 ) r°sin”“0 op

Vi do tinh ddi xing cau cia bai toan nén dién thé chi phu thudc vao r. Do do:
10(,0
Ap=——|r*=
P ar( arj
Ta co:

A@, = —g; khir<a (1.8)

Ap,, =0 ; khir>a (1.9)

+ Giai (1.8) bang cach ldy hai lan tich phan 2 vé cua (1.8), ta c6:

10 28(ptj p pr’ C,
2 = Py =2 _,C
r2 8r( or g Pu 6 r 2

+ Giai (1.9) ciing twong ty, Iy hai lan tich phan hai vé cuaa (1.9):

ig(rZ a(Png

C
=0=>¢p, =—2+C
or j Prg ro°

Pé tim cé4c hé sb trong cac phuong trinh ta dya vao cac diéu kién bién.

2
Khi r — 0 thi ¢, httu han nén C,; = 0 nén o, :—p6L+C2
e

3

Chon thé @(r —)=0, dodé @, (r —>o)=0=C, =0 nén ¢, ==
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Mt khéc, dién thé tai mat bién giGi r = a phai lién tuc, tuc 1a:
2

— P o -5 a0
6e a

Py |r:a = (Png

r=a

Va thanh phan phép tuyén cta vecto cam tng dién ciing lién tuc:

Dln = D2n
a 3
. {%} _ o[ | 9 G o
or ) _, o 1), & a 3¢
X _ pa’
Thay C; vao (1.10), ta thu duoc C,:C, = .
€

Thay cac hé s6 C, va C; vao cac biéu thirc dién thé, ta thu duoc:

__p_l’z p_az_ﬂ(az_rz)

P 6 6g 6b¢g

_pa’

Prg = 3er

Cuong do dién truong bén trong va bén ngoai qua cau lan luot 1a:
3

o
E, =P g P E, =——n g, =2

! or "3 "0 or "0 3gr?
Bai toan nay giai theo dinh ly Oxtrogratxki — Gauss ciing cho cting két qua .
Bai 2: Xac dinh thé va cudng d6 trudng dién bén trong va bén ngoai hinh try dai ban
kinh tiét dién a, dién tich phan bd déu trong hinh try voi mat do khdip. Giai bang
phuong trinh Poisson — Laplace.
Giai:

16( aj 1 8¢ 0
or

Laplace trong hé toa do tru cO dang nhu sau: A==—| r t St
ror r-op” o0z

Do tinh d6i xang tru, dién thé chi phu thuéc khoang cach dén truc hinh tru nén:

A(p:lg(ra_(pJ
ror\ or
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Ta co:

A, =—§ khir<a (L11) va Ag, =0 ;khir>a (112)

+ Giai (1.11) bang céach Iy hai lan tich phan hai vé ciia phwong trinh (1.11):
r%:—j%rduclzxpt, =—p—r2+ClInr+C2 (1.13)

or 4e
+ Giai (1.12) bang céch lay hai lan tich phan hai vé cia phuong trinh (1.12):

0Py

r =C;=>¢,=C;Inr+C, (1.14)

Mubn xac dinh céc hé s trong céc biéu thuc cua dién thé ta dua vao diéu kién cua bai
toan:
Chon ¢(r — 0)=0ma Inr khong xac dinh khi r — 0nén C, = 0 va C, = 0. Do do:
o

dg
Mt khac, dién thé tai r = a phai lién tuc, tac la:

Oy =

2

= —% ~C,Ina+C, (L.15)

Py |r:a = (Png

r=a

Va thanh phan phép tuyén cua vecto cam tng dién ciing lién tuc:

{IL-AL%)

2 2
Thay C; vao (1.15): C, = —'341+pzilna = pzi(lna—%
€ s €

:p_a:_&:CS—_&
2¢ a 2¢

r=a

2 2 2
Thay C3va C4 vao (1.14): o, = —pziln r+pzi(lna—%j = Qg = &(Inﬁ—l)
€ €
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Cuong do dién truong bén trong va bén ngoai hinh tru lan luot Ia:

Etr = _% Etr = p_r
or N 2¢
g, =2 g P
ng — A, g~ A .
or 2¢er

Giai bai toan nay voi dinh ly Oxtrogratxki — Gauss ciing cho cliing két qua.

Bai 3: Dién tich phan b khéi véi mat do p trong h¢ toa do cu nhu sau:
0;0<r<a

p=1<p, =cCOnst;a<r<b
Ob<r

Tim thé dién trong mdi mién. Chon () =0.

Giai:

Laplace trong hé toa d6 cau cé dang:

1 o(,. .0 1 o(. .0 1 0°
== — SIN0— |+ 7 - —| sin0— +ﬁ—2
resino or or) resin oo 09 ) r°sin“0 op

Vi do tinh ddi xang cau cua bai toan nén dién thé chi phy thudc vao r. Do dé:

18(,d
Ap=——|r=
¢ rzér( arj

Ta xét :

+Vdi0<r<a:

106(,00
Ap, =0=——| r*—=L |=0 (1.16
s r2 6r( arj (1.16)

. . . . C
Lay tich phan hai lan hai vé phuong trinh (1.16), ta thu dugc:p, =——+C,
r
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+Vdia<r<b:

2
A, = _Po %g(rz %j __Po g(rz %) __pr (1.17)
€

or € or or €
J A . 1A LA, . o) r? C3
Lay tich phan hai lan hai vé cua (1.17), ta thu duoc: @, =—-2—-—+C,
e I
o 10 op
+Voib<rAp,=0=——|r*—==|=0 (1.18).
s r? 6r( or ) (1.18)

Lay tich phan hai lan hai vé cua (1.18), ta thu duoc: @, =——+C;
r

Muén xac dinh hé sé trong cac biéu thic tinh dién thé ta dwa vao diéu kién cua bai

toan:
A . J C5
Theo dé: ¢(r —»o)=0=@,(r »>0)=0=C, =0. Khi d6: ¢, =——>
»

¢, httu han khi r >0=C, =0. Do do, ¢, =C,

Mt khéc, thanh phan phap tuyén cua vecto dién cam tai r =a va r= b phai lién tuc, ttc

la:
3
€ _50, =g _00, :>O=—p°a+c—§:>C3=p°a
or |, or |, 3 a 3e
3
e 00| |_gf 00 | R G G o _[PA_pud b? = Lo (2% 17
or .., or |, 3 b b 3eb” 3¢ 3e

Va dién thé ciing lién tyuc tai r = a va r= b, tac la:
(P2|r:b = (p3|r:b

b> p.a’ 1(p.a b’ b?
I (po Pob” | ¢ _ P

6¢e 3eb ‘b
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(P1|r:a = (P2|,:a
__Pb’ pd’ ., _ P& pd’ pob’ ¢, _po(b*-2%)
6 3eb 6e 3ea  2¢ 2¢
Thay céc hé sé vao cac biéu thirc dién thé, ta co:
()
R
Py (r2 + 23% —3b2)
¢, == 6e
(-2
s = 3er

Bai 4: Khdi tru dién moi rat dai ban kinh tiét dién bang a, do tham dién mdi bang e,
dit vudng goc voi trudng dién déu cudng do EO trong moi truong dién moi €,. Hay
xac dinh cuong do dién truong bén trong va bén ngoai hinh tru.
Giai:
Bai toan c6 tinh ddi xang tru nén ta sir dung hé toa do tru dé giai.
Laplace trong toa d6 tru co dang:
A =1£(rgj+%a—22+a—22
ror\_ or) r°op~ oz
Khi d6, ¢ bén ngoai hinh tru: A =0
Vi hinh tru @ dai nén dién truong khdng phu thudc vao z, chi phu thuoc vaor va ¢, do
do: Ap = %g(rg—fj+%% =0 (1.19)
Nghiém cua (1.19) duoc viét dugi dang: o(r,d) = R(r).P(¢) (1.20)
Thay (1.20) vao (1.19), ta co:

2 2
Eg(rﬁRj+528Fz’:0 hay Ei(rd_RjJrﬂzd_f:o (1.21)
ror\ or re oo rdr dr red

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 62

-0 (1.22)

r? r d( de 1d%P
dr

Nhan hai vé cua (1.21) cho —, ta thu duoc: ——| r +-—
PR’ R dr P do
M3i s6 hang trong (1.22) hoic chi phu thudc r hoic chi phu thuéc vao ¢ nén dé (1.22)
dung véi moi gid tri caar va ¢ thi:
2
rd ( de K2 (@123) va 19P__k2 (120
Rdr{ dr P dd

2
Tir (1.24), ta viét lai: ‘;Tf +K*P=0 (1.25)

Nghiém cua (1.25) c¢6 dang: P(¢p) = Acosnd+Bsinng (1.26)
Do tinh d6i xtng cia truong dién: ¢o(r,9) = ¢o(r,—¢)

Suyra: B=0.

Khi d6, (1.26) dwoc viét lai: P(¢) = Acosnd (1.27)

Ly truc y 1am gdc dién thé, tac 1a: (p(l‘, %) = (p(l‘, —%) =0

Hay P(¢: %) - P(¢=—%):o. Suy ra: n =1.

Do d6, (1.27) dugc viét lai: P(¢) = Acos¢ (1.28)
Thay (1.28) vao (1.25), suy ra: K =1

Tir (1.23), ta c6: r—de TR 0= de+1d—R—5_o (1.29)
R dr R dr dr rdr r

m=+o0

Nghi¢m ciia (1.29) c6 dang: R(r Z C..I" (1.30)

Thay (1.30) vao (1.29), tadugc: 3 (m?~1)C,r"2=0=>m==1

m=—o0

Vay: R(r)=Cr +% (1.31)
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Khi do, ¢(r,¢)=R(r).P(9) :A(CH?jcosq) Hay o(r,¢) =(Mr+$jcos¢
+ Pién thé bén trong hinh try voi 0 <r<a: g, (r,¢) = (er +&jcos¢
r

+ Pién thé bén ngoai hinh try véi a<r < oo @, (r,¢)= (M2r+&jcos¢
r

Muén xac dinh cac hé s trong céc biéu thirc tinh dién thé ta dua vao cac diéu kién lién
tuc va diéu kién bién:
bién thé hitu han khi r — 0 nén N; = 0. Khi dé: ¢,(r,¢)=M,r.cos¢ (1.32)

Dién truong khi r — coduoc xem la déu nén:

¢, =M,rcos¢=—E rcos¢ =M, =-E_

. N,
Khi do: ¢, (r,¢)=| —E,r+—2 |cosd (1.33)

r
bién thé lién tuc tai mat bién, tair = a;
N, N,
@ _, =9, =Macos¢=| -Ea+ - cosp = M,a=-E a+ = (1.34)
Mt khac, thanh phan phap tuyén vecto cam tng dién ciing lién tuc tai r = a:
P S e o
or 1), or

=eM, =¢, (—EO —%J (1.35)

= ¢,.M,cos¢ =¢, (—EO - %)comb

r=a

Giai hé¢ phuong trinh (1.34) va (1.35), ta thu duoc:

—2¢ . g, —¢,)a’E
Ml — 2 Eo va N2 — ( 1 2) 0
81+82 81+82

Thay céc hé sé vao cac biéu thtc dién thé, ta co:
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O<r<a:q, = 2%, E rcos¢ = 2%, E X
g t§&, g t§&,
— az
a<r:o, =(M—r]Eocos¢
(e, +¢&,)r
Cuong d6 dién truong bén trong hinh tru:
0 2
E, =20 _ 2% e £, = % g
o g +e, hay OX g +¢,
h=—t % 2% Eoding E, =% _g
r o g +¢, oy

Cuong do dién treong bén ngoai hinh tru:

— 2 — 2
E,, __09, _ 1_M E,cosd E,, __1%, _ (& 82)a2 -1(E,sin¢
or (e,+¢&,)r’ rog | (e +e)r

Chung té ¢ vang 1an can hinh try thi dién trudng bi méo, dién trudng bi méo nhiéu nhat
khir=a.

y
®P(T,0)
T
s N
Hinh 1.10

Bai 5: Qua cau kim loai khong mang dién ban kinh a dugc dit trong dién truong déu
E., dién mbi bao quanh qua cau c6 do tham dién &= const. Xac dinh dién thé va cuong
d6 dién truong bao quanh qua cau.

Giai:
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Bai toan c6 tinh d6i xtng cau nén ta st dung hé toa do cau dé giai.

Laplace trong toa d6 cau c6 dang:

1 0 0 1 o(. .0 1 0°
r’sind— |+ ———|sin0— |+ 5———
r 25in@ ar or) resin® oo 09 ) r°sin“0 op

Do tinh ddi xtng cia bai toan nén dién thé chi phy thudc vao r va 6. Nén phuong trinh

Laplace 1

4

=ig[rza—(pj L 9 ( m@a(pj 0 (1.36 3’+\J

A
*=Z ol ar ) Psine oo
P(r,6
Nghiém cua phuong trinh (1.36) c6 dang: 5

¢(r,0)=R(r)P(6) (1.37) j\o £
Thay (1.37) vao (1.36), ta co:

—_— ] —

1 a(rzP@j+ t 0 (Rsmeapj 0 (1.38)
r> or or r’sin® 00

2
Nhén hai vé& (1.38) voi F:—R,ta thu dugc: Hinh 1.11
10 8R 1 o(. . oP
— +———sin6— |=0
Rorl or ) Psing oo 00
Hay
li(rzd_R)+ 1 d( ed_Pj 0 (1.39)
R dr dr /) Psin6do do
Suy ra:
1df0R)_ e (1.40) va 1 i(sined—sz—Kz (1.41)
Rarl dr Psin6 do do
Tu (1.40) , ta co:
2 42 2
rd I?Jrﬂd_R_KZZO:HZd 'j 2rd—R—K ’R =0(1.42)
R dr R dr dr dr

Nghiém cua (1.42) co dang:
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R(r)=Ar"+ B

n+1
r

(1.43)

Thay (1.43) vao (1.42), ta duoc:

r{An(n _gype, BOD(n Jrz)}rz{Anr”-l _B(n +1)}— Kz(Ar” +%) -0

n+3 n+2
r

r r

:>(n2 +n)(Ar” + riJ—KZ(Ar” +rn—B+lj=O:>(n2 +n)R(r)= K?R(r)

=n(n+1)=K? (1.44)

Thay (1.44) vao (1.41), ta duoc:

_1 d sined—P +n(n+1)=0:>_ii sined—P +n(n+1)P =0 (1.45)
Psin6 do do sino do de
bat p=cos0:
dP_dPdn __nedP __ 1—u2d—P
do du do du du

Thay j—g vao (1.45), ta duoc:

1 d L_(l_uz)d_p}rn(nH)P:Oj—sinei(_(l_MZ)j_Pj+n(n+1)P:O

sin@ do du sin® du T

d o d
:E[(l—p )£J+n(n+1)P=0 (1.46)

Phuong trinh (1.46) l1a phuong trinh Legendre va c6 nghiém la da thic Legendre.

n

1 d n
P,(1)=P,(cosb)= 71 (dooso) (coszﬁ—l) (1.47)

véi n la bac cua da thirc, n=1,2,3...

Thay (1.43) va (1.47) vao (1.37) ta ¢ nghiém tong quat nhu sau:
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o(r,0)= i(Ar“ + r%JP” (cosb) (1.48)

n=0

Khi r — oothi dién truong dugce xem nhu 1a déu, tac 1a:

o0

Z(Ar" +rn—Eilen (cos®)=—E,.rcos6 (1.49)

n=0
Dé (1.49) dung véi moi goc 0 thi n=1= A =-E_, con nhiing gia tri n =1thi A,=0.

Mt khac, ta chon dién thé tai mat cau bang khong , tic 1a:

o(r=2a,0)=0=B,r"+ (—Eor +B,r? )cose + i B,.r P, (cosh) =0
n=2

=B,a"+(-E,a+Ba?)cos0+ i B,a "™P (cos8)=0 (1.50)
n=2

Can bang céc hé sb cua P, , tacd: B, =0; B;=Esa®; B,=0vé4i n#1.

Thay cac hé sé vira tim dugc vao (1.48), ta thu duoc dién thé bén ngoai qua cau:

3 3
o(r,0)= [—Eor + E"f jcos(a = (—r + a—zj E,cos6
r r

Cuong do dién truong bao quanh qua cau: E=-grado

Suy ra:
3
£ ——20_[1, 2 JE cos0 E,=-1%_[2 _1lE sing
roo \r
Khi qua cau dat trong dién truong déu thi mat ngoai qua cau s& co cac dién tich cam

ing tao ra mot dién truong phu 1am thay doi dién truong ban dau.
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Dang 5: Cho mét sb yéu to trudng dién dé xac dinh sy phan bo dién tich.
Bai 1: Xac dinh sy phan bd dién tich tao ra thé Tukawa trong chan khong:
ge

g,

(p:

Giai:
Thé lukawa trong chan khong la thé déi xting cau, dé tim sy phan b dién tich ta ding
phuong trinh Poisson.

Laplace trong hé toa d6 cau c6 dang :

1 o 0 1 0°
sme — sme ——
r 2s5in@ ar or r smeé r sin“ 0 op

Vi dién thé phu thudc vao r nén: A = %g(r —j (2.51)
or

Ap dung phuong trinh Poisson: A¢ = %g(rz ng _P
r

80

ge s ‘
Thay ¢ = - vao phuong trinh (1.51):

80

2 - -r = -
_Lofrg 12(_1 % e ) _ Pj_ziﬁ[_ﬁeé eg)__p
reor\ g, | r a g, re, or\_ a €,
.4 _e% re%Jre_rf’l - _gre%_qe%
P=r T a a’ a Per & a’r
Bai 2:

% Tim phan bo dién tich tu do khoi, mat gay ra truong dién cd vecto cam tng dién

kr.i;r<R
D trong h¢ toa do cau: D = kR? -
—.r>R
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3
kR d;r>R

% Giai tuong tu cho toa do tru vdi vecto cam ting dién nhu sau: D={ r
kr2i;r<R
Giai:
% Giai bai toan trong hé toa do cau.
Ta &p dung phuong trinh cia Maxwell dé tim phan b dién tich tu do khéi, d6 1a:
divD=p (1.52)
1 Db,
rsin® oo

i(sin 0.D, )+

Trong hé toa do cau thi: divf):izg(rzDr)+ -
r<o rsin® oo

r

Vi D chi phu thugc vao r nén: divf)zlzg(rzDr)
reor

Khi d6, (1.52) tra thanh:

r<R:=—(r°kr°)=
r’ ar( ) P r<R:p:12.4kr3=4kr

4 = r
r>R:12(r2.kR j:p r>R:p=0

r’ or r?

Ap dung diéu kién bién cho vecto cam ung dién dé xac dinh phan bé cua dién tich mit,

kR*

R2

0

taco:D,,—D,, =6 =0o(r=R)=kR*-

++ Giai bai toan trong hé toa do tru:
Ta &p dung phuong trinh cia Maxwell dé tim phan b dién tich tu do khéi, d6 1a:
divD=p (1.53)

L= 1 10D D
Trong hé toa dg try thi:dlvD:—Q(rDr)Jr_a_‘PJra z
ror r oQ oz

R & A o= 1
Vi vecto cam tmg dién D chi phu thuoc r nén divD = —ag(rDr)
ror

Khi 6, (1.53) dugc viét lai:
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3
r>R:1§(rkR J:p r>R:p=0
r or
=

r<R :Eg(r.krz) =p

Ap dung diéu kién bién cho vecto cam ung dién dé xac dinh phan bé cua dién tich mat,

.. , kR®
taco:D,, -D,, =c=0(r=R)=kR" - o

0
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CHUONG 2: TU TRUONG DUNG.

Dang 1: Ap dung dinh luat Bio-Savart, nguyén ly chang chat cho phan bé lién tuc

deé xac dinh cac yéu to cua tir truong.

Bai 1: Mot qua cau ban kinh a, tich dién déu v6i mat do dién tich 1a p

. Qua cau quay

xung quanh truc ctia nd v&i van toc goc . Xac dinh vecto tir trudng, moment tir tai

tam qua cau.

Giat:

Ap dung dinh luit Bio — Savart : B = :‘—0 [ av
Ty r

. T : dé\ee/?
Trong do: j=p.V; V:[mxl’]:V:mrSIHO; 0]

dV =r%sinOdrd0d @

Suy ra:

- = a T 2n
B :ﬁj(pvj rjdv.sine: B =Mj'rdrj'sin3edef do
Ans, m 5 % 0

r
2 2
_ g Mopofa® (2+Ej(2n):2uoﬂ
A | 2 3 3

Moment tir :

m = %\I/(Tx])dv =m= %\J;(r.poorsin 0)dV.sin®

:>m:@j’r“drj’zsingedE)Td(p:l . (gj(Zn):
23 )25 \3

A

Hinh 2.2
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Bai 2: Tim cuong do tur truong bén trong mot hdc tru ctia mot day dan hinh tru co
dong dién chay qua vai mat do ] phan bd déu theo tiét dién cta nd. Truc ctia hdc hinh
try va cua day dan song song va cach nhau mét khoang a.

Giai:
Ap dung nguyén 1y chong chét tir trudng, cudng do tir trudng bén trong 15 13 sy chong

chit cua hai truong, mot truong do vat dan hinh tru dai vé han véi mat do d(‘)lng 1a |

mdt truong do hinh tru réng duoc 1ap day véi mat 4o dong ] \'\
la—] chay qua. ey
Khi d6, cudng do tir trudng bén trong 16 hong: : MI
Y e P X
H:E(JXOM)-FE([—J]XO M)—E(JX[OM—O M]) o
1,- - _1 = = i i i
H:E(JXOO)—E(an) i RER
Tir truong bén trong 16 hong khong doi. U
Hinh 2.3

Bai 3: Mot day din dai vo han mang dong dién I=1A, n6é duoc udn sao cho c6 dang 1a
mot c6 mot nira duong tron ban kinh lem bao quanh gdc toa do. Hay tinh tir truong tai

géc toa do.
Idl

r4lcm

I .
Hinh 2.4
> 5 >

Gidi:

+ Phan day dan thang khong gay ra tir truong tai tam O vi Idi /" Fnén IdixF =0.
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+ Vay tir trudng tai tim O 14 do phan nira vong tron ddy dan giy ra. Tir truong tai O do

phin tr dong dién Id[ sinh ra: dé:ﬁ'd'—:r. Vi Idl LT nén Idix¥ =1dLrva Bco

At v

hudng di vao trong mit gidy. Khi d6, d6 16n cia vecto tir trudng do nira vong tron sinh

Bol 22220 2 315.10°5(T)

i —6
ra: B:de:H_o'Ifd?-f _ Rl :1,26.192 1
L Ay 1 4r 4.10
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Dang 2: Ap dung dinh luit Ampere vé luu thong ciia vecto' cim tng tir . Tir d6 cO
thé xac dinh cac yéu to trong tir trudng.
Bai 1: Xac dinh cuong do tu truong H, vecto tir truong B tao boi dong dién mot chiéu

I chay theo mot ddy dan dai v han, hinh try tron ban kinh a, h¢ s tir tham lap,, cia

moi truong xung quanh lap. '

Giat:

Ap dung dinh luat Ampere vé luu sb: (I) Hdi =>"I,
L

H

T
/J_"\
- ~

N

_\____
N
— - -

Chon chiéu lay tich phan nhu hinh 2.4, mat do dong dién:

¢

Hinh 2.5

: . : Ir .o :
+V6i 0 <r <athi H.2nr = jnr? = H, =sza H, c¢6 phuong vudng goc voi mat

q - o ixT L
phang hgp boi ] va 7. Co thé viét: H, =u Suyra: B, =p,H,

+Vaia<rthi H2.2nr:I:>H2=ﬁ . Suy ra: I§2:MI:I2
1

Bai 2: Mot ddy cap dong truc dung dé truyén dong dién mot chiéu gdm c6 mot 161 hinh
try, ban kinh R; va mot vo hinh tru réng cé ban kinh R, va Rs. Dong dién cé cudng do
I chay di trong 15i va chay vé trong vo. Giira 18i va vo ¢ chat dién moi. Tim tir truong
tao boi day cép.

Giai:

Theo dinh luat Ampere vé luu sb: C_f)I:IdI :z I,
J _
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r

N
)

Khi do, cuong do tr truong: H =

2mr .
+V6i0<r <Ry L S
Mat d6 dong dién: jlzL. Suyra: B, =pH, = Molr M
nR? 2nR?
+ Vo1 R1 <r< Rz: Hinh 2.6
e N MI
Khido, I, =Inén B, =pH, =—
Tr
+Vé’iR2<r<R3:
Mat d6 dong dién & 16p vo: ] |
at do dong dién 6 16p vo: J, = ————v.
n(R;-R})
2 2
. r—R
Suyra; | =1-j,m(r -R5)=1|1- 2
y 7 ( 2) R?_R?

Khi 46, B, = H, =, - 1- Rz
1dO, D3 ,“lo 3 Moznr Rz—Rg

3
+V6iRs<r:l=1-1=0nén B, = 0.

Bai 3: Tim thé vecto A gy boi dong dién thang dai vo han.
Giai:

Chon chiéu lay tich phan nhu hinh 2.6. I

¢ \ , A
Ap dung dinh luat Ampere vé luu so6: | A
— uol - C

B K, _
Bdl = | > B2nr=p l=>B=" =>B=—"1
(i) MOZ' =k 27r 2mr *

Xét trong hé toa do tru (I‘, O Z) . :

Thé vecto chi phy thudc vao khoang cach r, do do: H‘mhl 27
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Ma:
A O ioori, i,
B=rotA=2[0 & 9|10 0 0] mly_ 0A7 5y
rior o¢ oz| rlor Op oz| 2mr ° or ?
A A, A, 0O 0 A
Ao 41 A Y M0| },lo|
Lay tich phan hai vé cua (2.1) theo r, ta dugc: A = —J.ﬂdl‘+C = —2—In r+C
T T
I I, r
ChQnA(r=r0)=0nénC=u—°|nl’0.Khid('):A=“—°|n—°
21 2t 1
o A=Bl ey
2n

Luén van t6t nghiép SVTH : Pham Thi Minh Giang



Trang 77

Dang 3: Ap dung giai phwong trinh Poisson — Laplace ddi véi thé vecto A cho cac
bai toan c6 tinh d6i xieng ciu, ddi xirng tru dé khao sat tir treong dirng.

Bai 1: Cap dong truc ban kinh 15i 12 Ry, ban kinh trong cta vo 1a R,, ban kinh ngoai
cua vo 1a R3. Dong dién chay trong 161 va vé theo phuong song song truc cap co cung
cuong do I nhung ngugc chiéu nhau. Léi va vo c6 do tir thim 1, , dién moi gitra 101 va
vo ¢O do tir tham 1a L. Xac dinh sy phan bd cua thé vecto, cam ung tu trong 161, vo,
gitta 161 va vo. Chon A =0tair=R,.

Giai:

Chon h¢ toa dd try, truc z trung véi truc cap va cé chicu trung véi chiéu dong dién

trong 16i.
2 2
Laplace trong hé toa do tru c6 dang: AA = lé[r%j + 12 o AZ‘ + 9 '3‘
ror\_ or r-op° 0z
Khi @6, mat do dong dién la ] va {J B Jf 0 nen A=A, A = A,= 0.VaB= B.T(P
JI‘ = J(p =

Ma mat do dong di¢n ] phu thude vao r nén thé vecto cling phu thudc vao r. Khi do,

phuong trinh Poisson ddi v6i thé vecto 1a: AA, = —pj, = lg(r 522 j =—pj,(2.2)
ror r

+ Xét0<r<Ry:

Mat do dong dién trong 161 1a j, =
T

10( 0OA ) o( OA )
T (2.2),tacd: =—| r—L2 |=—pj, = —| r—2 |=—pj,r(2.3
22 rar( or j Hh ar( or j i (2:3)

Lay tich phan hai 1an hai vé cua (2.3) theo r:
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a'A\lz - _ Hojlr + &
or 2 r

oA, .
rw = —jpojlrdr+ C. =

Mg (S _ Mo
=A, = j > dr+I : dr+C, = 4 +C,Inr+C,
+XétR1<r<R2:

A, :o:lﬁ(r%J —0(2.4)
ror or

Ly tich phan hai 1an hai vé cua (2.4) theo r, ta dugc: A,, =C,Inr +C,
+XétR2<r<R3:

Mat d6 dong dién trong vo: j, = ————
k n(R;-R3)

.. 10 OA . o OA )
Tu (2.2),taco; =—| r—32 |= = —|r—3 |= r(2.5
( ) r ar( ar j “013 ar( ar ) HOJ3 ( )

P
. \ . r
Lay tich phan hai lan hai vé cta (2.5) theo r, ta dugc: A,, = H"f +CInr+C;

+ XétRy<r: AA,,=0.Suyra: A, =C,Inr+C,
Muébn tim cac hé sb trong cac biéu thure tinh thé vecto ta st dung cac diéu kién bién va

dieu kién lién tuc nhu sau:

=2
. . . n r
+ Khi r —> 0 theo didu kién hiru han thi C; = 0 nén A,, = —%wz

+ Mt khic theo dicu kién lién twe va Al =0néntaco:A, | =A,[_, =0.
Suyra: C, = %ﬁfva C,=-C,InR,(2.6)

R et U
Thay C; vao (2.6), ta duge: C, = wlTRlz InR;
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Thay C, Va0 Ay, ta thu dugc: A, = “Zjl (R?-r?)

2
Thay C3 va C4 vao Ay, ta thu dugc: A, = _ MRy In—
? 2 R,
'A‘zl|r:R2 = '6‘31|r:R2
+ Tuong tu, ta co: 1 0A,, 1 0A,,
T
0 r=Ry r=Ry
Suy ra:
WRT | BR;
Co=—p,| Aot +22
5 Mo[ 2 2
. 2 - 2 - 2 H 2
c _MRI R, (IRE BRI p WaiRS
2 R, 2 4

Mojs’(rz - R;)

H 2
Thay vao As: A, = +%(le12 +j3R§)|n%_@ln&

4 2 R,
'A\3Z|r:R3 - 'A\4Z|r=R3
+ Tuong tu, 1 0A, 10A,, , ta tim duogc cac hé $6
= :> [ 7 4 —_—
30 r=R; 4o r=R; W, or ) 9 or .
C; va Cg, thay vao Ay, ta thu duoc:
- H 2
A4z :HOJS(Rg—Rg)—FHO (JlRf‘FJgR;)In RZ _HJlRl In R2
4 2 R, 1

Dé xac dinh do 16n cta tir trudng B trong cac mién r khac nhau, ta co: B =rotA va khi
do B= —a—z ta s& thu duoc cic gia tri ciia B trong cac mién r khac nhau.
r

Bai 2: Dong dién chay doc theo truc z cua hé toa d6 tru v&i mat do dong dién phan bd

theo quy luat:
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0O;0<r<a

a/]: jT a<r<b b/]:jo(ij Tz,nzlvéi0<r<a.
a

olzs
O;b<r
Xéc dinh vecto tur truong trong cac truong hop trén.
Giai:
a/ V&1 hé toa do tru, ] theo truc znén A = A, va A, = A,= 0

+ V61 0 <r < a, phuong trinh Poisson ddi voi thé vecto A trong hé toa do tru la:

L) g o
ror or

LAy tich phan hai 1an hai vé cua (2.7), ta thu dugc: A, =C,Inr+C,

Khi r — Otheo diéu ki¢n hitu han thi C; =0. Vay A, =C,

2
r- C
+Véia<r<b: lé(r%Jz—HOjo (2.8). Suy ra; A, = Holol | >3
ror or 2 r
+Véib<r: 1g(r%J:O. Suyra: A;, =C,Inr+C,
ror or
Vi cac diéu kién lién tuc va diéu kién bién xac dinh duge cac hé sb trong cac biéu
thire trén.
H 2 s A2
AlZ| T AZZ = 0 C — l'I'OJOa + l’l’o.loa Ina
r=a r=a 2
4 2
1 0A, :_i oA, o _ W, j.a%
M0 ar r=a HO ar r=a 8 2
3 - 2 - 2
A22|r:b = ASZ r=b C — l"l“ojoa _ l"l’o.lob
= 4
2 2
1 0A,, 1 0A,, - -
u, oor | op, or C, _ _Holob” | Holob” )
o r=b 0 r=b 4 2

Thay cac hé s6 vao cac bi€u thirc cua thé vecto va khi do tir truong trong cac mién

duoc xéac dinh nhu sau: B = BT(p va B=rotA . Khi do:
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B, =

3

b/ Vo1 cach lam tuong tu nhu cau a, ta thu duogc:

B,=—

O0A,,
or
or 2r
Az _ Holo
or 2r

Luan van tot nghiép

(b*

(r"-a%)=

—a?)

Trang 81

B,=0,0<r<a
D :p'ojo
2 2r

B, = Hoko (b2 _2);j

2r
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Dang 4: Ap dung phuong phap dnh dién dé khao sat tir trwong dirng.

Vi cach lam twong tu nhu trong chwong bai tap dién truwong tinh.

Bai 1: Dong dién mat 6 khéi ](X,y, z) phan bd trong thé tich V trong mdi trudng cé
hé s tir tham la Ly chiém nira khong gian, nira khong gian con lai c6 do tham tir p,.
Tim dong dién anh dé tinh truong trong moi truong 1 va 2.

Giai:

+ Mudn tinh truong trong méi trudng 1, ta dua vao dong dién anh v6i mat do dong ]'
phan bd trong thé tich V’ ddi xtng v&i V qua mit phan cach hai moi truong va:
J(%Y.2) = + 1, + 1,0,

E00y2) =Ky (i + iy - )

Dong thoi 1ap ddy moi trudng 2 bdi moi trudng 1 cd hé sd tir tham 1a L, . Tai diém M

trén mat phan cach: B, (M)= %J/jérfdv +Z—;£@dV' = H, A HY

Vi hai dong dién dbi xang véi nhau, T d6i xtiing véi T'qua mat phan cach nén cac hinh
chiéu: B, =(1+K)uH, va H,=(1-K)H,

+ Muén tinh tir tredng trong méi trudng 2, lap day moi truong 1 béi méi truong 2 ;
dong thoi dua vao mien V dong dién anh J, = K, (J, i, +j,i, +J,1, ) - Tai diém M thi:
BZ(M):Z—u%dvz“—;i%dv

Suyra: B,, =K,p,H,, va H, =K,H,

) ‘ B, =B;,= (1+ Kl)ul =Ko,
Ap dung cac dicu kién bién: H, =H, = (1_ Kl) H,, = K,H,,

K Mo — 1y K. = 21,

’ [ Y

Giai hé ta thu dugc: ™1 M2+M1;
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Bai 2: Tryc thang dai vo han mang dong dién cuong d6 I nam trong mai truong thir 1
c6 hé s6 tir thaim i, cach mat phang phan cach véi méi truong thi 2 ¢6 hé sb tir tham
u, mot khoang 1a h. Xac dinh tir truong trong moi truong 1va trong moi truong 2. Néu
moi truong 1 1a khong khi p, =p , moi truong 2 co p, >, .

Giai:

Ap dung phuong phap anh dién.

Tuong ty nhu bai 1 & trén dé tinh tir trudng trong modi trudng thir 1 bing cach 1ap day
mdi trudng 2 boi mdi trudng 1. Pit truc thang dai vo han mang dong dién I, dbi xing
v6i I qua mit phan cach hai méi truong. Xét tai diém M nam trén miat phan cach hai
méi truong. Khi do, tir truong tai M: B, (M) = H +pH,

véi H, |:|115n lugt 1a cuong do tir trudng do tryc day dan mang dong dién I va I, gay ra

I I
H,, =H, =—-| — + = |cosa
) L N " 2nr - 2mr
tai M. Suy ra, cac thanh phan hinh chiéu:

Mudn xac dinh tir trudng trong mdi trudng thir 2 bang cach 1ap ddy moéi truong thi 1
b6i mdi trudng 2; dong thoi dit truc thang dong I, tai I Khi do, tir trudng do dong I,

gay ra tai M: §2 (I\/I) = uzl:lz; voi |:|2 cuong do tur truong do dong I, gy ra tai M.

H, =H,, = —(zl—;rjcom

Suy ra, cac thanh phan hinh chiéu: |
B,y =Ban =1, (Z_ZJSin a

Ttr
I_MZ_Hll
B,, =B p(l—l):ul 1_14 + 1
Apdungcécdiéukiénbién:{ " 2“:{ e e 2
1t:H2t |+|1:|2 IZZ 2“1 I
My + Ly
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Theo dé, p, >, = u,nén I, =1, 1; cung chiéu vai 1.

. . . l.r
Ta c6, thé vecto tai mot diém bét ky do dong ddy thing dai vo han gy ra: A = ;— In-
T

+ Thé vecto tai M (x,y) trong méi trudng 1 do dong | va I, gay ra: Al = Al.TZ va chon
A(r,=h)=0.Do A, /i, , chiéu lén tryc 1,

A =- M—‘)IInD+MLI1InD :“—Olln(rlrz)—“—‘Jllnh
2n . 2n 1) 2¢m o

Vi 1y, r; 1a khodng céach tur truc dong dién I va truc dong di¢n anh I, to1 diém M(x, y).

r, :«fx2 +(y-h)" var, :«/x2 +(y+h)’

oy © ox ’

oAz _OA -

IQI)|Q) N

l
Tl truong trong mdi truong 1: B, = rotA, = %
0

o >Q<)|Q) S
>

[y

—

B _ Bl 1 2}[y(x2+y2—h2)ix—X(X2+y2+h2)7y]

o |:X2 +(y—h)2:||:X2 +(y+h)

+ Tur trrong trong moi troeong 2 1a tir trudng do truc mang dong |, (dat tai vi tri ctia truc

mang dong dién I) gy ra trong méi trudng dong nhit vo han c6 hé sb tir thAm W, .

= I _r 7. \ 5 r <\ \ A A + R A 7 \
B, = % v&i r3 la khoang cach tir truc dong dién I, dén diém can tinh truong.
T,
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PHAN BA: KET LUAN
bién dong lyc hoc 1a mdt mon hoc kho vi kién thirc rong, doi hoi st dung cac ngdn
ngir toan hoc cao cap véi cac bai tdp phong phu va da dang nén viéc giai bai tap s& gip
phai kho khan.
Vi dé tai “Phwong phap giai bai tip dién dong lwe hoc” dya vao mirc dd nhén thirc
dé phan loai bai tap voi ¥ mubn giup ngudi hoc trong viée lwa chon bai tap dé giai c6
phuong phap chung.
Trong bai luan ndy, toi da dua ra 27 bai tip giai mau st dung cac phuong phap khac
nhau dé giai; trong d6 c6 17 bai tap thudc chuong dién truong tinh va 10 bai tap thudc
chuong tur truong dung. Do thoi gian con it nén bai ludn chi trinh bay nhiing bai tip co
ban nhét trong hai chuong Pién trudng tinh va Tir trudng ding voi nhitng phan bd
ngudn duoc cho 1a déu, trong nhimg vat din c6 tinh dbi xting lam cho viée giai bai tap
don gian mot phan.
Bai luan d3 giup ban than hiéu biét siu sic hon vé mon Dién dong luc va t6i hy vong
bai luan nay déng gop mot phan vao tai lidu hoc tip clia cac ban sinh vién.
Du di ¢6 ging nhiéu nhung khong thé tranh nhirng thiéu sét trong qué trinh 1am luén,
Rat mong duoc su dong gop ¥ kién cua thiy cd.

Xin chan thanh cam on.
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