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1 Khbi tAm
1.1 Dinh nghia khéi tAm

Xét mot hé chit diém c6 t6ng khéi luong M, chét diém thi i c6 khéi luong m; duge xac dinh
béi vector vi tri 77. Khoi tAm G clia hé chat diém 13 mét diém dudce xac dinh béi vector:
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T—1> —
)
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T_>_Zmi7’i _Zmiri
G pm—

1.2 Tim vi tri khoi tAm cua mot s6 vat

Bang vi tri khoi tAm ctia mot sb vét ran thong dung c6 khéi lusng phan bb déu.

R
x
Cung tron ban kinh R géc 6 tAm 2a R
0 g = —sina
Ban hinh quat ban kinh R, goc & tAm 2R .
20 g = % Sin &«
(A e 2A A 3R
Ban cau dac dong chat r6 =35
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Ban cau rong To =

| =

O Xac dinh vi tri ciia khoi tAim ctia moét cung tron véi goce 6 tim 1a 2a.

Do tinh chat doi xing, khoi tAm ctia cung nam trén truc doi

xing x ctia no. dl
Xét mot cung v6 cling bé c6 gbe chan 6 tam la de. R
Khoi luong ctia cung nay dudc tinh bdi: 5 v
M M >
dm = Ml = —=R.dp = —dp O\Va

2R 2«

Hoanh d6 khéi tAm ctia phan t nay: z = R cos .

To = M/xdm—M/ Rcosgp dgp—gsma

N 7 /I\ 14 \ 2 \ \ 14 ﬂ-
Nhan xet. Neu cung dang xet la nia dudng tron ta co: o = 3

2R . m 2R
:>Z'G:7SIH§I?.

0 Xac dinh vi tri ctia khéi tAm ctia mét ban hinh quat véi goc & tim 1a
2au.

Do tinh chat doi xiing, khoi tAm cta hinh quat nam trén truc do6i x(tng = ctia no.

Cach 1.
Xét hinh quat vi cip c6 géc chin & tAm 13 dy v6 cung
bé.
\ \ 14 //\ . d d M
Hinh nay c6 khoi lugng: TN _ % o gm = —dep. E
, M 2a 2a

Ta c6 thé xem hinh nay la tam giac can nén toa do © x
2R cos ¢ >

khéi tAm ctia phan t ndy: z = ———— O\ a

2 M
M/xdm_M/ Rcosgp dgp

= —/ cos pdy = 3—sma

Cach 2. Xem hinh quat gém vé sb cung tron c¢6 cing gbc mé 2a c6 bé day dr v cling bé.

Khéi luong clia cung ndy: dm = o2ardr = ?2047"(17“ = ﬁrdr
@
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A Ae A ) o,
Toa d6 khoi tam cua cung: © = —sin a.
(6]

1 1 M 2 R R
rg = i /xdm =7/ 3 sin aﬁ%“dr = 21;2& /0 2dr = 30 sin «v
A 14 I’\ \ 7 \ 2 \ \ 14 7T 4R
Nhan xét. Neu hinh quat dang xét 1a nua hinh tron ta co6: o = 5 =6 = 3
T

Xac dinh vi tri cua khoi tAm cia mot ban cau dac, dong chat.

T

Chia khéi ban ciu thanh cac khéi nén cut méng
6 cac day song song v6i mit phing cta ban ciu
va co do day dzx.

Thé tich ctia hinh nén cut v6i day c6 hoanh d6 =
la:

1
dV = 2w (P2 + (r+dr)? + 7 (r +dr)] do ~ 7rdz

. | r=Rcosa
Ma{ . .Suyra
r = Rsina

dV = 1 R?cos® pdyp
Khoéi luong dm cta khéi tru ndy duge tinh béi:

M M
dm = p.dV = 5 av = 3M cos® pdyp
2
S R3

3
Toa d6 khéi tAm ctia ban cu dang xét:

T

] -

TG = M/xdm = gR/O2 sin ¢ cos® pdp = %

Xac dinh vi tri cua khoi tAm cia mét ban cau rong.

Chia khéi ban ciu réng thanh cac hinh non A
cut mong co hai day song song vGi mat phang
ctia ban ciu va c6 chiéu dai cta dudng sinh
la dl.

Xét hinh non cut véi day co toa do6 la » =
Rsin . Dién tich xung quanh ctia hinh nay
la:

dS = m(r+r+4dr)dl ~ 2rrdl = 2rR cos pRdp = 21 R cos pdyp
Khéi luong dm ctia hinh nay dudc tinh béi:

M
=M
PyD s cos @dp

®

dm = 0.dS =
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Toa do6 khoi tAm cua ban cu dang xét:

™

1 R
mG:M/xdm:R/OQ sin ¢ cos pdp = E)

2 Momen quan tinh, cac phuong trinh dong luc hoc

2.1 Khai niém momen quan tinh

Momen quan tinh cia mot vat ran 13 dai luong dic trung cho mitc quan tinh ctia chuyén dong
quay va dudc xac dinh bang cong thic:

I= Zmﬂ’?

Dinh ly truc song song (dinh ly Steiner - Huygens)
Iy = Ig+ Md*
trong d6 d 1a khoang cach gitta hai truc quay song song di qua G' va K vudng goc v6i méit
phang O.
Dinh ly truc vudng géc (cho vét phing)

Xét mot vat phang, méng nim trong mat phing zy.

(
I, = /yzdm

@:/ﬁmz =1, =1+1,

L= [+ P)im
\

2.2 Tinh m6t s6 momen quan tinh

Bang momen quan tinh clia mot sb vét rin théng dung cé khébi lugng M phén bb déu.

Vong tron hay hinh tru réng 4D I = MR?

Vong tron hodc hinh tru réng quay Q  MR?

quanh mét duong kinh
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~ \ I‘\ I,\ \ ~ MR2
bia tron dong chat hay hinh tru dac Io = 5
Hinh tru dic hay dia tron ddng chit MR?> MIL?
quay quanh mot dudng kinh Ie = 4 12
|
|
Thanh dai L doi v6i truc quay di qua : ML?
trung diém va vudng goc v6i thanh L | L Ie = 12
2 ' 2
|
|
\ ~ 2
Qua cau rong Iy = QJ\g R
|
|
|
|
\ 2
Qua cau dic ‘ Ip = 2M5 R
|
|
Ban méng hinh chit nhét, chiéu dai
cac canh 1a a va b. Doi v6i mot truc b M(a* +1?)
quay di qua 1 dinh va vudng goc véi I'= 3
a

mit phang khung
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Ban méng hinh chit nhat, chiéu dai
cac canh la a va b. D0i vGi truc quay M(a® 4 b?)
di qua G va vudng goc v6i mat phang I= 12

khung

o Tinh momen quan tinh ctia thanh manh d6i véi truc quay di qua

trung diém G cta thanh va hop véi thanh mét géc a.

Xét phan tit c¢6 chiéu dai dz rit bé trén thanh va cach G mot
doan z.
Momen quan tinh ctia phan t nay:

dI = r?dm = z° sin? afdx

Nhan xét. Néu thanh quay quanh truc qua trung diém va vudng
goc v6i thanh.

1M 1
I = / r’dm = rlodr = —0L3 — I} =_—MIL?
L 12 L 12

2

Tinh momen quan tinh cta vong tron dbi véi truc quay di qua tAm,
vuong goc v6i mat phang vong.

M
I :/ R%2dm = M R?
0

o Tinh momen quan tinh ctia mot vong tron do6i véi truc quay di qua
N \ :J ~ \?l \
tAm va nam trong mét phang ctia vanh.

Cach 1.

Xét phan tk ¢ chiéu dai di trén vong.

Khéi luong clia phan td nay 1a /_\

M M
dm = M\l = ﬁRda = —da
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Momen quén tinh ctia phin tt dl d6i véi truc quay dang xét

M
dI = r?dm = R?sin®? a—da
T

MR? [*7 M R?
=] = R/ sin? ada = il
2 Jo 2

Cach 2. Ap dung dinh ly truc vudng goc.
Do tinh chat doi xting nén I, = I,.

I = Zmir? = Zmixf—I—Zmiyf =1, +1,=2I,

MR?
2

1
==l =
2G

o Tinh momen quan tinh ctia dia tron d6i véi truc quay di qua tam,
vuong goc v6i mat phang dia.

Chia dia thanh cac vong tron. Xét mét vong tron c6 ban kinh r
va bé day dr vo cung bé.
Khoi luong dm cta phan ti nay:
2M
dm = o2nrdr = —=27rdr = —-rdr

mR? R?
Momen quan tinh ctia phan tt nay dbi véi truc quay dang xét:
2M (7 MR?

3 _
) =

2M
dl = r?dm = R—r3dr =] =

o Tinh momen quan tinh cta dia tron d6i véi truc quay di qua tam,
nam trong mat phang dia.

Cach 1.

Chia dia thanh cac vong tron. Xét mot vong tron
c6 ban kinh r va bé day dr v6 cuing bé.

Khoi lugng dm cua phan tu nay:

dm = o2nrdr = ﬁ%rrdr = R—Td’/‘

T 2
Momen quan tinh ctia phan t nay do6i véi truc quay dang xét:
1 M
dl = §r2dm = @r?’dr
M (" MR?
=1= i i rldr = 1

Cach 2. Ap dung dinh ly truc Vuong goc.
Do tinh chét d6i xung nén I, = I,,.

Ig = Zmiri = Zmix?%—ZmiyZZ =1,+ 1, =21,

1 M R?
=1, =-Ig=
9 ¢ 4

©@
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o Tinh momen quan tinh cua qua cau rong doi véi bat ct truc nao di
qua tam.
(D) Xét médt vanh tron cb ban kinh r va bé day dl v6 cling bé.
Khéi lugng dm cta phan td nay: A

M M
dm = o2nrdl = W27ﬂ“dl = 2—R2rdl

Momen quan tinh cia phn t& nay db6i véi truc quay
dang xét:

M
dI = r’dm = 2—R2r3dl

=R
Thay ' sy vao, ta dugc
dl = Rdy

[N

M M 2 2M R?
dl = 7R2 cos® pdp = I = 7R2/ cos® pdp = 3R

_
2

(2) Theo dinh nghia

([z = /(y2 + z%)dm

I, = /(a:2 + 2%)dm

k[Z = /(932 + y*)dm

Vi 3 truc z, y, ~ tuong duong nhau (tinh chit d6i xting cu) nén ta c6
L+1,+1, :2/(3:2+y2—|—z2)dm:2/r2dm:2MR2

_ 2MR?
3

S IL=1I=1
o Tinh momen quan tinh ctia qua cau dac.

Xét qua cAu rdéng c6 ban kinh r va bé day dr v clng bé. |
Khoi lugng dm ctia phan tit nay:

M 3M
_ 2. _ 2, 9M o
dm = pdnridr = 1 dmredr = Rgrdr

2 2M |
dI = =r?dm = =—r'dr
3 R3 :
oM [ 2M R?
[ =— rtdr =
R® J,
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Tinh momen quén tinh cia mét tim méng hinh ban tru ¢6 ban kinh R, khbi
luong m d6i véi truc quay di qua tAm O va vudng géc v6i mit phang clia tim.

L& giai. Ta ghép hai tAm giéng hét nhau thanh mét dia tron, ban kinh R, khéi luong 2m.
Goi Ip la momen quan tinh cta taams hinh ban tru doi v6i tAm O, I 1a momen quan tinh cta
dia tron doi véi tam O. Ta co:

I=2Ip= 52mR2
Suy ra
1
IO = §mR2
\Y%
Mot dia déng chit ban kinh R c6 thing 1 16 tron v6i ban
7 R A ) A 4 A ~ 2 R A A
kinh o Tam cua 10 cach tam dia khoang o Biet khoi luong
ctia phin con lai ctia dia 14 m. Tim momen ban kinh cta dia
d6 véi truc di qua khoi tAm cta dia va vuong goc v4i mat
phang cua dia.
L& gidi. Goi my; mo va m 14n luot 13 khdi luong cta dia ban kinh R; dia ban kinh g.
4
U:ml_ml m N ml—gm
T R? R? 3R? i — lm
m 4 s 4 2 3
Momen quén tinh cta cac dia nay dbi véi truc quay qua O
R? 2
I 10 — m12 = ngQ
1 R\ 2 2 1 (Dinh ly Huygens - Steiner)
Iro = 52 (5) + mo (§> = ngQ
13
Io =10 — I,o = —mR?
= lo 10 — bo =5 m
Khéi tAm G clia dia sé ndm trén dudng thang OO’ va léch sang phia khong ¢6 16 tréng.
R
mo— R
0G=—2 -2
m 6
Ap dung dinh 1y Huygens - Steiner
37
Io = Ip — mOG? = —=mR?
G 10} mOG 79 mR
\%

a
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Tinh momen quén tinh cta tam gic cAn c6 khéi luong M, gbc & dinh 14 2a,
va d6 dai hai canh bang nhau 1a L d6i v6i truc di qua dinh tam giac, vuéng géc v6i mit
phang hinh vé.

Lai gidi.

Goi h 1 chiéu cao clia tam gidc = h = L cos ov.

Cat hinh tam giac ra thanh cac dai méng song song véi
canh day. Goi x la khoang cach tit mot dai téi dinh.

Khi d6 chiéu dai ctia mot dai 13 [ = 22 tan « va khéi luong
cta dai nay

dm = oldx = o2z tan adzx

L

Ap dung dinh Iy truc song song, momen quan tinh cta dai ddi truc quay qua dinh tam giéc.

l
dlz/(12+x)dm

27t 2
=/ <(901L2na) +x2> o2x tan adx
0

t 2 h
:20tana<1+ aI; a)/ 22dx
0

1 tan?
=§atana<1+ aI; a) hA

N . M
Ma dién tich cta tam giac S = h?tana = —
o

1 2
= [ = §Ml2 (1 — gsin2a)

\Y

Tinh momen quan tinh cta hinh da giidc déu N canh c6 khéi luong M va
“ban kinh” R dbi véi truc di qua tdm, vudng gbc v6i mit phing hinh vé

Loi glal
Da gidc déu N canh dugc tao bdi N tam glac can, vi vay chung ta

c6 thé st dung cong thiic trén véi o = N'

3 N

1 2
$I=§MR2 (1——81112 W)

J4 AN 1A A .«7 . 2 A \ . .7 . 2 7, . s A 4 I
Ta c6 thé liét ké gia tri cua / cho mot vai gia tri cua N. V6i ky hiéu ngan gon (N , M—R2) , ta

, 1 1 5) 1
=), (4,2 2 -,
o(42) () (62 (=3 :
Tinh momen quén tinh cta hinh chit nhét c6 khéi luong M va chiéu dai cac
canh 13 a va b dbi véi truc di qua tAm, vudng géc v6i mit phang hinh vé.

L&i giai.

@
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a

2 2

Goi z 1 truc vudng géc v6i mit phang hinh vé. Ta biét ring I, = T3 val, =

su kéo dai mét vat thé doc theo mot truc khong lam anh hudng t6i moment xung quanh truc
do, khi dugc viét theo tong khoi lugng M). Vi vay dinh ly truc vudng goc cho ta

(béi vi

M (a* + b%)

L=1I+1=——7
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